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1 .はじめに

本論文の目的は3 空間内にある 3 向きと大きさがそれぞれ等しい有向線分を同一

視することでベクトノレを定義する時＇ 2つの演算（手口p 実数倍），さらに成分表示が矛

盾なく定義されていることを代数的に示すことである．このことは3 結果的に3 空

間内の点の座標とベクトノレの成分表示の関係3 さらには2 成分表示の役割について

明確にすることにもなる．

向きと大きさがそれぞれ等しい有向線分を同一視することでベクトルを定義する

方法は3 高校の数学Bで扱われている.2節で3 数学Bでどのように定義されてい

るかについて紹介する．これが本論文で論ずるベクトノレの定義のもととなる．本論

文の目的である 3 代数的な意味で演算が矛盾なく定義されていることを示すために

は3 集合族および集合族における演算が満たすべき条件を明確にする必要がある.3 

節で3 集合族における演算が矛盾なく定義されることについて説明し，具体例とし

て3 整数から有理数を構成する方法を示す．そして＇ 4節で3 空間内にある有向線

分からベクトノレを定義し3 さらに 2つの演算（和3 実数倍），および、成分表示が矛盾

なく定義されることを示す．本論文は3 ベクトノレの向きを座標で定義するところに

特徴がある.4節の最後で3 応用として3 空間内の点の座標とベクトノレの成分表示

の関係の視点から 3 空間におけるベクトノレ方程式を検討する．

ところで3 ベクトノレの定義に座標を利用することは本末転倒な側面もある．そこ

で＇ 5節でアフィン空間を定義し3 一般的なベクトノレ空間における数ベクトノレを空

間内の幾何学的ベクトノレに対応させる方法を書き留めた．大学の数学教育でアフィ

ン空間を扱う機会は少ないので有益と考える．

本論文のように3 有向線分の同値類として空間のベクトノレを扱う視点そのものは

新しいものではないーすでに多数の線形代数学の書籍は出版されており 2 その中で

は本論文と似たような視点から論じたものもある（たとえば＇ （佐藤・永井＇ 1976)). 

しかし3 それらの書籍でも，本論文のように3 空間座標を利用して有向線分からな

る集合に代数的構造を組み込むところまで、は立ち入っていない．

本論文を通して3 実数全体からなる集合を R，空集合を併であらわす．また3 条

件PとQに対して＇ pかつ QをP八Qで表記する．
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Z，数学Bの「空間座標とベクトル」でのベクトルの扱い

本節では3 数学 Bの教科書におけるベクトノレの定義について紹介する．これは3

まず平面上のベクトノレについて有向線分を用いて直観的に定義し3 それを空間に拡

張するものである．たとえば＇ 2つの有向線分が幾何学的な意味での平行移動によ
りちょうど重なるとき 3 それらの向きと大きさが等しいとした上で3 位置を問題に

しないで向きと大きさだけで定まるものとして平面上のベクトノレを定義している．

そして3 そのような直観的な理解にもとづいて，空間においても有向線分の同一視

を考えられるとし3 空間のベクトノレを定義している．

有向線分から定義する理由は3 ベクトノレは速度やカなど物理学から発生した考え

方であることや3 矢印によるベクトノレの表現（幾何学的ベクトノレ）は応用範囲が広い

ことなどが考えられる．しかし3 直観的に理解しやすい反面，集合族を定義してい
るととからs 初学者の理解を困難にしている側面もある．たとえば，位置ベクトノレ

などは理解が容易ではない．
以下3 数学Bにおける空間のベクトノレの定義などの例である1.・有向線分によるベクトノレの定義：空聞においても 3 平面の場合と同様に，ベク
トノレが考えられる．空間のベクトノレは3 空間内の有向線分で，その位置を問題

にしないで，向きと大きさだけを考えたものであり，有向線分 ABで表される

ベクトノレをABで書き表す．

・ベクトノレの成分の定義：空間座標の原点を 0とし3 ベクトノレ3に対してa=OA
となる点Aをとり，Aの座標を（伺3αz,a3）とする．また， 3つの点E(l,0,0),F(O,l,O), 

G(0,0,1）をとり 3 同＝δE,e2=0F，ち＝OGとすると， a＝α品川見＋仏と 1

通りに表すことができる．このベクトノレ高，三一色を，座標軸に関する基本ベ

クトノレという．また＇ 3つの実数をベクトノレの成分といい3αlをx成分3むをy

成分3α3をz成分という．

・成分と座標の関係：ベクトノレは，その成分を用いて， a＝（σPaz, a3）のようにも書

き表す．ベクトノレを3原点 Oを始点とする有向線分を用いて，a=OAと表すと 3

3の成分の組（e<i, az，句）は3 終点Aの座標と一致する．・ベクトノレの演算の定義：ベクトノレの和3 実数倍は，平面の場合と同様に3 次の
ように表される．

和 : (e<i，九句）＋(bP b2, b3) = (a1 + bP a2 + b2，内十九）
実数倍： k(e<i,a2，~）＝ (kaυka2Jw3）， ただしkは実数・幾何学的ベクトノレの成分表示と大きさ：座標空間の 2点A（じらも，a3),B（九b2,bJ

と原点 0について， OA=(e<i,a2，句）， δ言＝（九九み）であるから 3

五亘＝窃ーOA= (bpb2,b3）一（Cli ョ α2，~）= (b1 -e<i,b2 -azみ－~）·したがってs ベク
トノレABの成分と大きさは次のようになる．

成分表示： AB=(b1-apb2 -a2,b3一角），

大きさ : ¥A.B¥ = ~（b1 -ai)1 + (b2 -a2)2 + (b3 -aS 
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位置を問題にしないで向きと大きさだけを考えたものとしてベクトルを定義する

と3 ベクトノレは集合族として定義される．このとき 3 ベクトノレ空間における 2つの

演算（和3 実数倍）が矛盾なく定義されていることを示す必要がある．

3. 準備

集合を要素とする集合p いわゆる集合族として集合を定義する場合3 いくつか注

意すべき問題が発生する．特に3 集合族に演算や写像を定義する場合は特別な考察

が必要となる．次節でのベクトノレの議論を念頭lこ3 この問題を明確にする．

集合 Sの任意の 2元α，bに対して α～bとなるか3 そうでないかが明確に定めら

れているとする．このとき 3 集合Sに関係～が定義されているという．この関係～

が次の（El）から（E3）を満たすとき3関係～は同値関係であるという．

(El) （反射律）任意の aESに対して， α～α．

(E2) （対称律）任意の a,b巴Sに対して3α～bならばb～σ．

(E3) （推移律）任意の仏 b,CESに対して3σ～b, b～cならばσ～c.

σ～bのとき＇ aとbは同値であるといい3α と同値な全ての元からなる集合を Ca

とかき＇ aを含む同値類という： ca={b ES Iσ～b }. このとき 3 次が示される

(Cl）任意のαεSに対して3αεca.

(C2）任意のα，bESに対して， b ECaならばCa=Cb. 

(C3）任意のαムcESに対して， b,cECσならばb～c.

(C4）任意の仏bεSに対して＇ ca手Cbならば caハCb＝併・

集合Sの異なる同値類の全体Cλからなる集合を SJ～とかき3人＝（λε司Cλ 巴SI～）

とおく： SJ～＝｛Cλ｜λEA}. このとき3次が示される：

(1) S=LJCλ ＇ (2）λ却ならばCλハcμ ＝併
λEA 

これらの性質は重要で3これより Sは互いに共通元を持たないCλ（λEA）に完全に

分類されることになる．このような分類を類別という．
次に3 集合族 s；~巴

が定義されているものとする．すなわち， a,bεSに対して3ある CESが対応し，

c＝αobとなるものとする．
さて2 各 Cλから元町を一つずつ選ぶとき 3 それら全体からなる集合を類別の完全

代表系という 本論文では3便宜上，この集合を吉とかく：吉＝仏｜λεA｝.各むを

Cλの代表元という．任意のαλ，aμ ESに対してαλoaμ =b E Crとなる YEAが存在する

ことがわかる（演算。は Sにおける演算子）・とのとき，（Cl）と（C3）より b～αyで、ある．

これを引＊円＝αyと表すと定義すると 3 完全代表系5に演算＊が定義される．
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ところで，代表元町は各同値類から任意に選んだ元だから 3 このように定義した

演算＊は，一般に代表元の取り方に依存する．そこで，代表元をどのように選んで、

も3 演算結果が変わらないことを保証する必要がある．つまり，上で定義した演算
が3 演算として矛盾なく機能するには3

αλ～a~ ， aμ～α；ならば3σλ ＊aμ～α；＊α；

という性質が成り立つ必要がある．この性質を満たす演算を3「よく定義された演算」

という．「矛盾なく定義された演算」などともよばれる．通常はp 演算子。と＊を同

じ記号。で書くが3 混乱の原因にもなる（例 lを参照のこと）．このように3 集合族
に演算を定義する時は3 その演算がよく定義された演算で、あることを確認する必要

がある．本論文の目的は，有向線分から定義されるベクトノレによる集合族における 3

和と実数倍が3 よく定義された演算となっていることを示すことといえる（定理 3).

成分表示についても同様の配慮が必要となる（定理 4).

集合族は数学の各所で現れるが，たとえば3 有理数はそのようなものになってい

る．以下3 集合族における演算の視点から 3 整数から有理数を構成する例を示す．

例 1.（整数と有理数）整数の集合をZとし3 集合Z×z= { (x, y) I x, yεZ,x=t= o｝を考え

る この集合に関係～を定義する：（σ，bト（c,d)9ad=bc. この関係～は3 同値関

係である．そこで，集合族Z×Z／～を考え3 次の 2つの演算を定義する：

和：（α・，b)+(c,d)=Cσψc＋αd）， 積仇b）×仏d)=Cαc,bゆ
このとき， (a,bト（a',b＇），仏dトレ／，di）に対して， (a,b)+(c,d)=(a',H)+(c1,d1), 

(a,b）×仏の＝（a',bt）×ιdi）が3 同値関係の定義（El), (E2), (E3）から示される よっ

て，との演算は3 よく定義された演算である．

一般にP ZxZ 

よび3 い，b~（c,d） を互＝竺とカユく これより 3 互＋竺＝生土！！！！＿＿＇ 互×豆＝笠となる
α c ac  ac ac  ac 

特に＇ (1, b）と整数bを同一視することで3 整数は有理数の部分集合となる 各同値

類の代表元として3 既約分数を取ることは周知の通りである．有向線分からなるベ

クトノレの集合では3 位置ベクトノレがこの役割を果たすと解釈できる（4.2節の図 1).

4. 空間座標を利用した有向線分によるベクトルの定義

ベクトノレの定義に先立ち3 空間座標により 3 有向線分の向きと大きさを定義する
ことから始める. 2つの有向線分について3 幾何学的な意味での平行移動による同
一視を3 空間座標を適用することで代数学的な言葉に置き換えることもできる．こ

れについては＇ 4.1節の終わりで説明する．本節では空間ベクトノレを扱うが3 平面上
のベクトノレや一般的な幾何学的ベクトノレについても同様に扱える．

4 1，空間座標による有向線分の向きと大きさの定義

空間の 2点AとBについて3 順序のついた組ABを考え3 それを有向線分といい
ABと書く．点Aを始点といい，点Bを終点という.AAも一つの有向線分とみな
す ここで，この空間にある直交座標系が与えられているとし， A(xP y1, z1), 
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B(x2,Y2,z2）とする．このとき 3 有向線分ABに（x1'Y1, z1' X2, Y2, z2) E R6を対応させる

写像を考える2. この写像は全単射であり 3 空間内の有向線分と R6が同一視できる．

この同一視を利用して3有向線分全体の集合に2つの演算3和と実数倍を定義する．

なお3 この定義に幾何学的な意義は期待できない．

2つの有向線分 AB=(x1' Yt> Z1, X2, Y2, z2）とCD=(x3,y3,z3,x4,y4,z4）に対して3 次

のように和と実数倍を定義する：

和： AB+CD=(x1＋ろ，Y1+ Y3,Z1 +z3,X2 +x4,Y2 + Y4,Zz +z4) 

実数倍： kAB＝（列，ypz1，巧＋k(x2一xJ,Y1十k(y2一YJA+k(z2一zi)), kεR  

たとえば， O・AB=AA, l・AB=AB.次に3 有向線分ABの大きさ｜必｜を定義する：

大きさ； jABj= ~（x2 x1)2 + (Y2 -Y1)2 + (zz -z1)2 

さらに3 有向線分AB（点A:;e ，~B）の向き（α， /3,r） を次のように定義する：

_, x内 －x,
α＝cos ~（x2 ーエi)2 ＋ふ－ ~i)2 + (z2 -Z1γ 

向き3 β＝ cos-1 Y2 -Y1 
~（x2 -xi)2 ＋か2-Y1)2 + (zz -z1)2 ' 

-1 z内 －z,
r =cos ~（x2 -xiY ＋ふ－ ~1)2 + (z2 -z1)2 

向き（α3β，y）はO臼 ：：；，＿ Jr' 0ぎβ臼＇ 0 ::;,_A,白で一意的に決まる 空間座標の値か

ら向きが定まっていることに注意．始点と終点が等しい有向線分AAには向きを定

義しないものとする．このとき 3 次が成り立つ．

定理1空間の4点A（ぁY1,ZふB(xz,Y2，ろ）， A'(x~ ，バベ）， B'(x；み z；）をとる この

とき＇ 2つの有向線分ABとA官の向きと大きさがそれぞれ等しいための必要十分

条件は＇ (x2 一列 ＝ x；－~） J\ 仇－yl ＝必ーバ）八(z2-z1 =z;-z~）である なお3 始点と
終点が等しい有向線分 AAとBBについては3 向きが定義されていないという意味

で3 同じ向きを持っと解釈する．

証明．必要条件を示す．有向線分ABとA宮Fの向きと大きさが等しいことから3 た

とえば3 次の 2式が成り立つ：

, x -x, .1 x~ -x' 向き： cos-1 2 ~i = cos 1 
~（x2 -x1)2 ＋仇－y1)2+(z2-zi)2 ~（x~ － x；ア＋ (y~ -y;)2 + (z~ -z;)2 

大きさ： ~(x2-:s)2 ＋仇－y1)2+(z2 -zJ2 ＝~（x;-x;)2 ＋か；－y;)2+ (z; -z;)2 

逆余弦関数（y=cos-1x）は単射であるから 3 上の 2式より， x2-x1 =x; x~ を得る．

同様に＇ Y2 -Yi= y; -y；，ろ－z1=z;-z~. 逆は明らか．（証明終）
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ところで3 幾何学的な意味での平行移動による 2つの有向線分の一致を，座標を

用いて記述すると次のようになるすなわち， 2つの有向線分AB=(xpypzpx2,y幻，z
2 ） 

と A官B＇＝（χ；コ y~ ， z~ ， x;,y;,z；）に対して， AB と A
一致することと 3 次を満たす実数α＇ b, cが存在することは同値である：

（~ =X1 ＋α）〈か；＝Y1 + b) J¥ (z~ = Z1 + c）八（x;＝ろ＋α）八似＝Y2 +b）八(z;=z2 +c). 
また3 これは以下と同値である：

（~一喝 ＝ x；ーも）〈か；－ yl =y;-yz）八 （z~ － z1=z；ーも）
これと定理 lより， 2つの有向線分が同じ向きと大きさをもつことと 3 幾何学的な
意味で平行移動により一致することは同値であることが容易にわかる．この議論か

ら＇ 2つの有向線分が平行移動により一致することと 3 向きと大きさが等しいこと
は3 代数的な表現では異なることがわかる．

4. 2. 集合族としてのベクトルと代表元としての位置ベクトル

3節で準備した内容を用いて3 有向線分全体からなる集合から類別を作る．まず3

空間内の有向線分全体からなる集合を S とする．そして， 2つの有向線分

AB= (xl>yl>zl>x2,y2,z2）とA宮＇＝（x;,y;,z;,x;,y;,z；）に対し3 次の関係～を定義する：

AB～A官。 （xz 一列 ＝ x；－~） J\か2 -Y1 = y; -y;) J¥ (zz -z1 = z; -z;) ・ 
定理 lより 3 との関係～は3 向きと大きさがそれぞれ等しい2つの有向線分を同

一視することを3 代数的に言い換えたものになっている．この関係～は同値関係と
なる．実際， (El) AB～AB, (E2) AB～CDならば CD～AB, (E3) AB～CDかっ CD

～EFならばAB～EFが成り立つ．

今3 この同値関係～による類別として得られる集合族S／～をVと書く．ある有向

線分 ABに同値な有向線分全体からなる集合3 すなわち，同値類CABを“ベクトノレ

AB”とよび3 五五で、表す：芯＝C岨＝｛CDESIAB～CD}. (Cl）から（C4）より 3 集合

族｛c拙）山＝｛AB}AB叫について次が成り立つ（人はある完全代表系とする）：

(C'l）任意のABESに対して， ABEAB.

(C'2）任意のAB,CDESに対して＇ CDEABならば AB=m.

(C'3）任意のAB,CD,EFESに対して， CD,EFEABならばCD～EF.

(C'4）任意のAB,CDES に対して3 五言手Cr5ならば五五nm＝¢・

これらは3 有向線分とベクトノレの関係をよく表している． ところで3 ベクトノレの
代表元として，原点o(o,o,o）を始点とする有向線分を選べることが，次よりわかる．

定理2 任意のベクトノレEは原点o(o,o,o）を始点とする有向線分を含む 特に，原

点0を始点とする有向線分全体からなる集合は3ベクトノレ全体の集合Vの完全代表

系Vを与える すなわち， v = {OP= (o,o,o,pl>p2,PJ) ¥ PいPPz,pJE R3 }. 

証明任意の有向線分AB=(xl>yl>zl>x2,y2,z2) t乙対して， (o,o,o,x2 -x1,y2 y1,z2 -z1) 
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ε五Bであることから 3 任意のベクトノレは原点、 0を始点にする有向線分を含む．ま

た3 空間の座標としてp pいl,pz,p3）時 （qpqバ3）で、あれば， OPとOQは同値ではな

いから 3 後半が示される．（証明終）

原点、 0を始点とする有向線分を代表元と考えたベクトノレを3 簡単に3 原点 0を始

点とするベクトノレといい3 その代表元を3 原点 0 に関する位置ベクトノレという4.

同様の議論により 3 空間内の任意の l点Pに対しでも 3 それを始点として固定する

ことで3 点、Pに関する位置ベクトノレが定義できる（図 1を参照のこと）．
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8 

イ
ム
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q
ム
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4 

図 lベクトノレの集合族 S／～としての位置ベクトノレと

有理数の集合族Z×Z／～における既約分数

／ノ

実数倍）の整合性

ベクトノレ全体の集合Vに2つの演算3和と実数倍を定義する.2つのベクトノレ高

とCDをとる． AB= (x1,Y1,z1'ら Yz,Zz),CD= (x3,y3,Z3,X4,y4,Z4）とする．このとき 3

有向線分における和と実数倍を利用して3 次のように定義する：

ベクトルの演算（和，3. 4. 

: :AB+m＝（巧＋XJ,Y1+ Y3,Z1 ＋引2十X4,Yz十Y4，ろ十z4),

k. A:B = (xpyp引十時2-x1),Y1 +k(y2 -y1),z1 ＋ぬ－z1)),

演算子は有向線分の演算子と同じ記号とした一方3 関係～で同一視されたものを

示唆するために3 演算結果の方を（x1'y1'z1'ら，yz,Zz）ではなく（x1,Y1,Z1, X2,Y2, Zz）とした

さで＇ 3節で説明したように3 このように定義した演算が3 よく定義された演算

であることを確認する必要がある．次の定理より 3 これらの演算が，各ベクトノレか

らの代表元としての有向線分の取り方に依らず一意に定まることがわかる（図 2).

kER. 

門
H
H

Z
小

実数倍：

定理 3 上のように定義したベクトノレの和と実数倍は3 代表元としての有向線分の

取り方に依らない．

証明. 2 つのベクトノレ互B＝五官，m=ffiについて， AB=(x1,YI>ZI>Xz,Yz,Z2)' 

A'B' = (x;,y;,z;,x;,y;,z;), CD= (x3.'y3, z3, x4,y4,z4), C'D' = (x~ ， y~ ， z~ ， x~ ， y~ ， z~ ） のとき，

盈＋窃＝A'B'+CD', k・AB=k・A'B＇を示せばよい．まず3 定義より 3

AB+CD＝（いろ，yl十y3,Z1＋ろみ十X4,Y2十Y4,Z2十Z4)
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高；＋ffi=(x~ ＋似＋ルz~ +z~ ， x~ ＋似＋ルz~ +z~） 

である．このとき 2 同値関係AB～A'B', CD～C’D’より 3

(xz +x4）一（巧＋ろ）= (xz -xi) +(x4 一ろ）～（x~ -.x;)+(x~ －~）＝（x~ +x~） 一（巧＋~）・

同様に， CY2+ y4）一CY1＋乃）～CY;+y~ ） 一 (y~+ y~）， (z2 + Z4） 一（弓 ＋ z3 ）～（z~ +z~） ー （z~ ＋ z~ ）.
よって，五:B＋窃＝忍＋ffiとなる．実数倍についても同様に示される．（証明終）

上で定義した 2つの演算は代表元の取り方に依らないのでs 原点o(o,o,o）に関す

る位置ベクトノレを利用すれば3 その代表元となる有向線分の終点の座標だけで決ま

る．実際s ベクトノレOP=(o,o,o,ppp2,p3), OQ = (o,o,o,qpq2,qJとすれば3 和と実数

倍は次のように計算できる：

：宙＋碕＝（0,0,0,pr+%,P2 +qz,p3 +%), n
H
 

Z
庁
a

keR. 

記号としては3 完全代表系として原点0に関する位置ベクトルを選べば，点Pの

座標で宙＝~とかけることになる．い1>Pz,p3 ）でなく，~〕であると
とに注意すると，成分表示とは具なる視点であるととがわかる．

実数倍： k・δP＝札0,0,kp1，伊2＇仇），

80 
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ベクトノレと有理数の和（集合族の和）のイメージ図2

ベクトルの成分表示の定義4温4. 

ベクトルの成分を定義する．ベクトル全体の集合 Vから任意にベクトノレABを取

このとき＇ AB= (x1,Y1,Z1,Xz,Yz,Z2）とすると，次を五百の成分表示という：
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［~＝n y -y) 

z -z 

本論文では，座標と区別するため3 ベクトノレの成分表示は縦書きを採用したが，

これは本質的なことではない．前節で注意したように，ベクトノレに関して座標（のよ

うなもの）を指す場合3 関係～で同一視したものになっている．集合族からの写像を

考える場合弘代表元の取り方に依らず行き先が決まるか配慮する必要がある．ち

なみに3 行き先は通常の元からなる集合である．

次の定理より 3 ベクトノレの成分表示は3 代表元としての有向線分の取り方に依ら

ず一意に定まることがわかる．

I IX  II I 

定理4 次の対応fは3 ベクトノレの集合Vから成分表示の集合什 Yllx,y,zERトへ
I I Z 11 I 

I Xz -x1 I 

の全単射な写像を作る： f:AB= (x1,y1'z1'x2,Y2,z2）ト→IY2-Y1 1. 

IJ2 -z1 J 

ただし， AB= (x1'y1'z1'x2,y2,z2）とする．

証明．まず3 この対応は代表元の取り方に依らないことを示す. A'B＇ε盃 3

A官＝(x;,y;,z;,x;,y;,z；）のとき＇ AB～A官の定義から， (x;-x;=x2一列）〈似－y;=
Y2-Y1)J¥(z；－牛 z2-z1）より／CAB)=JC耳）である 単射は同値関係の定義より明

I P1 I 

らか．全射については3 任意の IP2 Iに対して， OP= (O,O,O,p1,p2,pJを選べばp

¥P3) 

I P1 I 

I P2 l=/(OP）であることから示される．（証明終）

¥P3) 

成分表示は原点、 0を始点とする有向線分の終点の座標と一致することが3 定理4

の証明からわかる．よって，任意のベクトノレは，原点 0を始点とする有向線分の終

I P1 I 

点を用いて， A.B ＝δp :=:I P2 Iのように成分表示できる．このとき＇ PIをx成分＇ pz 

¥P3 J 

をy成分＇ p3をz成分という．

このことと 4.3節の最後の 2式より，次のように表記できることもわかる：
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この表記と 4.3節の最後の注意と比較すると 3 座標と成分の違いが明確になる．
これより，原点0に関する位置ベクトノレの終点を3 そのベクトノレを代表元とする同
値類としてのベクトルの成分と同一視できる．ただ、し3 位置ベクトノレは任意の点 P

に関して定義できるので3 終点にこだわると混乱する．

4. 5. 空間図形（直線，平面）の方程式

4.4節までの議論の応用として3 空間座標とベクトノレの成分表示が混在する 3 空間
におけるベクトノレ方程式について吟味するs.

点A(apa2,a3）を通り， 5でないベクトノレd=lmlを方向ベクトノレとする直線4を

¥ n I 

考える．直線8上の点P(x,y,z）は，実数tを用いて，次のベクトル方程式で表される：

(x) (Clr) (l) 

E語＝δ互＋tdあるいはIYI＝同 l+t・Im 1-

~Z) Lじらj ¥nJ 

一淵べク叶：Jにとつして吟町ぷは原点 O封台転とす

終点の座標をDとすると 3 ぷ＝00となる．すなわち，点（！，m,n）は3 一般に3 直線d

とは関係のない位置にある（図 3). もし，直線8上にある点A(a1>a2,aJと方向ベク

トルJを結び付けるなら，点AかI>a2, a3）を始点とし，点B(Clr+l,a2 ＋問句 ＋n）を終点

とする有向線分3 すなわち，有向線分（σI>a2,a3,a1+l,a2 ＋町内 ＋n）を考えることに

なる．点Aと点Pは3 座標の値と対応する成分がそれぞれ一致する．

見

エ

z 

B（α1+l，αz +m,a3 ＋冗）
A（α1,az,a3) 

y 

図3 直線と方向ベクトノレ

コι

図4 平面と法線ベクトノレ

I Pl 

もう一つの例として，点Aい1>a2,a3）を通り， 6でないベクトノレ五＝Iqiを法線べ

¥ r I 

クトノレとする平面πを考える．平面 π上の点P(x,y,z）はs直交関係よあるいは内積

・を用いて2 次のベクトノレ方程式として表される：
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日上疋あるいは日・疋＝0.

r Pl 
ここでは3 法線ベクトノレ五＝Iqiについて吟味する．五は原点 0を始点とすると

きに，終点、の座標がN仏 q,r）となることを意味する すなわち3 点仏q,r）は3 一般

に3平面πとは関係のない位置にある もし，平面π 上にある点Aい1'α2,a3）と法
線ベクトノレ五を結び付けるなら3点A（，α1'az，円）を始点とし，点B(a,_+ l, a2 ＋夙α3+n) 

を終点とする有向線分3 すなわちp 有向線分（αPaz,a3, a,_十Pバz+q,a3+r）を考えるこ

とになる（図 4）.平面π上にある任意の点Aと点Pは3 座標の値と対応する成分が

それぞれ一致する．

これらの例からもs有向線分から定義されるベクトノレを扱う時はs空間座標（点に

与えられた値）と成分表示（集合に与えられた値）の使い分けが重要といえる．

5. アフィン空間としての空間のベクトル

有向線分からベクトノレを定義したが3 本来のベクトノレは座標とは無関係で、ある．

本節では3 一般的なベクトノレ空間の定義からアフィン空間を定義し3 有向線分によ

り定義したベクトノレと空間座標と対応関係について説明する まず3 ベクトノレを定

義する・

Vを空でない集合， Kを可換体とする．実数全体や複素数全体は可換体である．

このとき， Vに2つの演算（加法とスカラー倍）が定義され3次の（VI）から（V8）を満た

すとき， VをKの上のベクトノレ空間とよび， vの元をベクトノレ， Kの元をスカラー

という：

加法 ：α，bεVならばα＋bEV,

スカラー倍：． α巴V, kEKならばk・aEV.

(VI）任意のαムcEVに対して＇ cσ＋b)+c＝α＋（b+c). 

(V2) 0 EVが存在して3任意のαEVに対して3σ＋0=0＋α＝α．

(V3）任意のαεVに対して3α＇EVが存在して3α＋a'=a'＋σ＝0.

(V4）任意のα，bEVに対して3α＋b=b＋α．

(V5）任意の仏bEV, kEKに対して， k・Cα＋b)=k・a+k・b. 

(V6）任意のσεV, k,hEK~こ対して＇ (k十h）• α ＝ k· α＋ h·a.
(V7）任意のαεv, k,hεKlこ対して＇ (kh）.α＝k・(Jz・a). 

(V8）任意のσεV, lEKに対して＇ 1・σ＝α

このようにベクトノレ空間を定義すると， 4節で定義した①有向線分全体 S，②ベ

クトノレの集合空間 V(=S／～），③原点 0に関するベクトノレ全体VC完全代表系），④成

分表示の集合（定理4）は3 全てベクトノレ空間となる．さらには3 ⑤空間内の任意の点

Pに関するベクトノレ全体（点 Pを始点とする位置ベクトノレ全体からなる完全代表系）

もベクトノレ空間となる．宮島（2007）は＇ n次元座標空間の幾何学的ベクトノレ全体3 特
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、、

定の点を始点とする有向線分全体＇ R＂自身の三つが同一視できることにベクトノレの

有用性である一方3 そのことが混乱のもととも指摘している．

次に3 アフィン空間を定義する．この特別な場合として3 ベクトノレ空間 R3に空間

座標を考えることができる．有向線分によるベクトノレは3 これと同値になる：

Aを空でない集合， Kを可換体とする．このとき， Aに対してK上の n次元ベク

トノレ空間Vがあり s 次の（Al）から（A3）を満たすとき， AはKの上のアフィン空間で

あるという．

(Al) P,QεAに対し， Vの元νが一意的に定まる．これをν＝PQと書く．

(A2) VEV' pεAに対し＇ PQ ＝νとなる点QEAが一意的に定まる．

(A3) P,Q,REAならば， PQ +QR= PRである．

このとき， Aの元を点といい， VをAに付随したベクトノレ空間という .Aは点の

集合であるが， (Al）よりベクトノレの元に対応して，始点と終点からなる有向線分が

決まることになる．集合Aからベクトノレ空間 Vへの全単射σがあれば， P,QEAに

対し高＝σね）－CT(P）とおくことで，AがVに付随するアフィン空間となることが示

される（たとえば（永田， 1987)).

ここで3 集合R3= { (x,y,z)I x,y,z ER }C空間座標）と R 上の数ベクトノレ空間

II X 11 I IX  I 

V＝ ~i y iix,y,zERトを考える座標（九九z)ER3をIY｜εVに対応させる写像σは明ら

I¥ Z i I I ¥ Z i 

か に全 単射 である よって， P=(x,y,z), Q=(x',yソ） ER3に対し 3

PQ：：：σ（（x', y', z＇））－σ（（x,y,z））とおけば3 集合R3がR上のアフィン空間となる．この

とき， Vがベクトノレ空間であることから 3

fχぺfχ；＼ （ピ－x¥
丙＝σ（（xγ，z＇））－σ（（x,y,z))=IY1 1-1 Y l=I y'-y I・ 

¥ z' 1 ¥ z 1 ¥ z' -z ! 

以上により 3 数ベクトノレ空間v（成分表示が作る集合であり 3 幾何学的ベクトノレ

とは独立に定義されるベクトノレ空間）から 3 空間内の有向線分から定義されるベク

トノレが導出されたことになる

より一般に3 次のようにして3 アフィン空間 Aに座標系および位置ベクトノレが定
義できる．まず3 アフィン空間Aの任意の l点0を固定する．また， Aに付随した

n次元ベクトノレ空間Vの基底｛νpV2, , v,Jを取るたとえば＇ PQ：：：ν：：： L,;=lp川 EV

であれば＇ (p1, P2, ・, p，，）を点Pの座標とする このとき， (O;vρ2> .,v＂）を Aの座標

系といし＼点 0を原点司：：：V1広：：：V2, ・，区；：：：vnとなるApAν ゐを座標系

(o;vυVz,・・・,vn）の単位点いう．さらに3 原点 0とこれらをそれぞれ結ぶn本の直線を
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座標軸という．さらに，各点Pに対して3δ予をPの位置ベクトノレという．ただし3

この座標系や位置ベクトノレは， Aのl点0とVの基底の取り方に依存している．

6. 議論

本論文の方針について議論する．本論文では＇ 4.1節で有向線分全体からなる集合

Sに2つの演算を定義した．一方，集合Sには演算を定義せず＇ 4.3節において3 ベ

クトノレの集合V(=S／～）に直接それらを定義することもできる．しかしながら，ベク

トノレ空間の定義（5節）の立場から3有向線分S自身がベクトノレ空間になっていること

を明示することは意義があると考えた．副次的ではあるが，有向線分全体からなる

集合Sにおける実数倍の式や， l点からなる有向線分AA（あるいは点A）が同値関係

～により原点0と同値になること（定理 1）を示すことができた．

次に，成分表示については，数学Bとは全く異なる方法で定義した数学Bの定

義では，基本ベクトノレの一次独立性などを考慮する必要がある．また，幾何学的な

平行移動に頼り過ぎている傾向がある．また，成分を終点の座標から始点の座標を

座標の値ごとに引き算したものと定義することもある．とれについては，本論文の

ような集合族に関する毘慮が必要といえる．以下も副次的ではあるが3 この議論に

より 3 成分は有向線分の方向と大きさを同一視する視点から本質的な働きをしてい

ることを明確にできた（定理 1).

最後に3 集合族の扱いを分かりやすく説明するために3 整数と有理数の関係を利

用した（例 1など）．しかし3 厳密には3 有理数が整数を部分集合として含む一方で、3

有向線分はベクトノレの部分集合にはならないので3 これらを完全には同様に扱えな

い.3節の例 lで見たように3有理数の場合3 基礎となる集合はZ×Zである．また，

記号についても，たとえば，（－2,-l）＝ユEQなどは記号として一般に正しくない．
-2 

以上のような欠点もあるが3 集合族としてのベクトルを理解する上では，使い慣れ

た既知の知識を活用する利点から3 有理数を積極的に引き合いに出した．

7，まとめ

本論文では，空間内にある有向線分から定義されるベクトノレが集合族となること

から，空聞における演算や成分表示が矛盾なく定義されていることを示した．これ

により，結果的に，空間にある点の座標と成分表示の本質的な違いを明確にするこ

とができた．そして，空間にある点の座標とベクトノレの成分表示の違いに注意しな

がら＇ 2種類のベクトノレ方程式について概観した．最後に，上記のように定義され

る有向線分の集合は，ベクトル空間そのものというよりも，アフィン空間とよばれ

るものであることをs 一般的な理論に沿って説明した．とれらの議論を押さえるこ

とで3 高校数学における数学Bのように3 ベクトノレの定義として3 有向線分から定

義する方法を安心して利用することができると考える．
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注
1数研出版『数学B』（平成28年 1月 10日発行）より，原文のまま転載．

2 （らY1,z1）→（x2,Y2,z2）などの表記も考えられる

3 この向きは，いわばz 方向余弦である．方向余弦としてベクトノレの向きを定義することも考

えられるが，新たに有向直線を定義する必要がある．

4数学Bの教科書（数研出版）では「1点0を固定すると，任意の点Pの位置はベクトノリ＝OP
によって定められる．このときs pを点 0に関する位置ベクトノレというJとしている．

5数研出版の『数学B』（平成24年2月 15日検定済，平成28年 1月 10日発行）では「空間のベ

クトノレJの「発展Jとして，平面の方程式と直線の方程式を扱っている．
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