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Abstract

ThisthesiscontainstwotopICSregardingweighted］〕ergmanspaceson

theunitbalHBnofCn．Oneisthecompletedeterminationofpointwisemul－

tipliersbetweentwousualweightedBergmanSPaCeSOnBn・Theotheristhe

isomorphismtheorembetweentwogeneralizedweightedBergmanspaces

OnIB〝．

In2004，R・Zhao［9］determinedthepointwisemultipliersbetweentwo

usualweightedBergmanspacesontheunitdiscIBl，Weprovethathisresult

Stillholdsfbrhigherdimensionalcasesn≧2．

In2008，R．ZhaoandK．Zhu［10］provedthattwogeneralizedweighted

Bergmanspaces瀦（臥）and肇（Bn）areisomorphicwhenp＝q・Their

PrOOf；however，includessomeapproximationtheoremwhichisdifBcultfbr

ustounderstand・WegiveadifEbrentproofoftheisomorphismtheoremby

usingourrecentresult［3］aboutthe丘actionalintegraloperators免，t・

Thisthesisconsistsofthreeparts・InChapterl，Weinvestigatepointwise

multipliersbetweentwousualweightedBergmanspaces・InChapter2，We

investigatethe丘actionaldiだerentialandintegraloperators，InChapter3，

WedescribetheprecisedefinitionofgeneralizedweightedBergmanspaces

andprovetheisomorphismtheoremmentionedabove．
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Introduction

Letnbeafixedpositiveinteger．LetBnandSn＝∂IBndenotetheunitballand

theunitsphereofthen－dimensionalcomplexEuclidianspaceCn，reSPeCtively・

LetvdenotethenomalizedLebesguemeasureohBn，SOthatv（Bn）＝1．LetG

denotethenormalizedsurfacemeasureonSn．

Foranyα∈（teC：Ret＞－1）∪（－∞，－1］，WedefineaweightedLebesgue

measurevαOnIB乃by

かα（Z）＝Cα（1－lzl2）α坤），Z∈迅〝，

Wherecα＝1fbrα≦－1andcα＝
r（乃＋1＋α）

r（77＋1）r（α＋1）
ifReα＞－1，Whichisanor－

malizingconstantsothatvα（Bn）＝1・Thespaceofallholomorphicfunctionsin

IBndenotedbyH（IBn）・

Forf∈H（軌），α∈Randp∈政＋，Wedefine

‖州蠍鋸＝（伊か串頗γα）っ

WhereR＋isthesetofa11positiverealnumbers・ThewedtedBefWan乎aCe

鵜（軌）isde鮎edby

肪）＝〈榊叩言lJ蟻錘〃）＜…〉・

Wenotethatthecollection（A忌（IBn）：α∈（－1，∞），P∈iR＋）aretheusualweighted

BergmanspacesonBn・Whenα＝OwesimplywriteAP（Bn）fbrA言（Bn）・

Asusual，Wedefine

II月毎瑚＝叩肌Z）】（′∈却凪誹
Z∈恥

月明（軌）＝〈′∈可動）‥HJ帖叩〝）＜∞〉・

Forα∈Randf∈H（迅n），Wedefine

川l虜α（叫＝肌0）Ⅰ＋sup（1－lz12）αl（▽′）鋸
ニ∈取〃

Where▽fistheholomorphicgradientoff・Theα－Bloch岬aCe拶α（Bn）is

de五nedby

拶α（取）＝〈′∈叫恥）‥l肌虜α（瑚＜∞y
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Suppose（α誹）⊂（－1，∞）and（p，q）⊂R＋・Thenafunctiong∈H（IBn）is

Calledapo拗W加7頻呵　ee fom鵜凪かnto弔（瑚if〈兎‥′∈元帥〝）〉⊂

Ag（Bn）・Thesetofallpointwisemultipliers丘omAS（IBn）intoAS（Bn）isdenoted

by（gJW）（AS（Bn），AB（B71））・h2004，R・Zhao［9］determinedthepointwisemul－

tipliersbetweentwousualweightedBergmanspacesontheunitdiscBl・InChap－

terl，WeeXaCtlydeteTinetheset（gJW）購（IBn），AS（Bn））thathisresultstill

holdsfbrhigherdimenslOnalcasesn≧2asfbllows．

Theoreml．Let（α，P）⊂（－1，∞）andtp，q）⊂町．Putγ＝些坐一生±土庄

（i）鞭≦曾α乃dγ＞0娩e乃（β㌦好）担忌（恥弔（凪誹＝動＋γ（瑚・

（ii）鋤≦すα乃dγ＝0∫娩e乃（座し好）囲拍晶弔（凪胡＝ガ叩訂

（iii）抽≦押乃dγ＜0凍乃（動好）陥恥明（凪胡＝（0）・

（iv）鞭＞射ろe乃（座し好）（月忌（舶弔（瑚）＝弔（恥Wろe柁∫＝荒α乃d∂＝

昭一紆

Accordingtocustomwedenotethesetofallpositiveintegersandthatofall

nomegativeintegersbyNandZ＋＝NU〈0），reSPeCtively．Foranytwocomplex

numberss，tWithn＋S≠（－N）andn＋S＋tg（－N），Wedefinetwoinvertible

linearoperators

彪叫：ガ（取）→ガ（軌）

and

免，f：ガ（取）→ガ（取）

asfbllows・Iff＝∑jkisthehomogeneousexpansionoff∈H（IBn）attheorigin

慮＝0

0fC刀，then

昌r（乃＋1＋可r（乃＋1＋た＋∫＋り虜∫与＝∑

and

畠r（乃＋1両＋f）r（7＋1＋克＋可

昌r（〃＋1＋∫＋りr（乃＋1＋た＋∫）
免，′′＝∑

左もr（乃＋1両）r（乃＋1＋鬼＋∫＋f）

2
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Forf≠0inIBn，WePut

町（0）＝m血（た∈Z＋：虎≠0）・

Wecall町（0）theze7Vmult＊liciO70ffattheoriginofCn・

Itisevidentthattheinverseof虜S・tis免，tand免，t＝fW＋t，－t・Accordingto

l12，Propositionl・14］，虜S，tand免，iareCOntinuousoperatorsofH（Bn）ontoitself

WithrespecttothetopologyofunifbmCOrrVergenCeOnCOmPaCtSubsetsofIBn．

Forf∈H（恥n），P∈脱＋andr∈［0，1），Wedefine

舶′）＝〈頼獅扉

肱（相＝Suplル；）1・
；∈S〃

In2009，YMatsuguandT・Yamada［2］provedthefbllowingtwotheorems（［2，

Tbeore血sland2］）．

TheoremA・Letf∈H（迅n），P∈（0，司，q∈R＋，α∈R，S∈政andt∈政＋．

吻0∫e娩df乃＋∫≠（一因）α乃加＋∫＋咤（一因）．me乃

上1（1－r）α・坤紳卿か≦C上1（1－㌢）α榊梱
W力ereCえF叩0∫招veco乃∫ね乃才‘桓e乃成乃gOゆ0刀ク，曾っα，ぶ，≠α乃加．

TheoremB・Letf∈H（IBn）JP∈（07CX）］，q∈R＋，α∈（－1，∞），S∈取andt∈R＋．

物0∫e班αf乃＋∫＞－1．乃e乃

上1（1－一γ）α榊卯か≦C上1（早）α＋甑的梱
W力ereCえゞ叩0∫沼veco加α乃才物e〃威喝0刀か0乃P，す，α，ぶ，才α乃d刀．

TheaimofChapter2istoshowthatTheoremBstillholdsevenifweweaken

theassumptionn＋S＞－1・ThusthemainresultsinChapter2arethefbllowlng

twotheorems．

Theorem2・Letf∈H（Bn），P∈（0，03］，q∈R＋，α∈軋S∈C，t∈CandF＝

Ref∈R＋・物0∫e娩α′乃＋∫卓上因）α乃加＋∫＋f≠（一因）．乃e乃

上1（1－r）叫衡卿か≦C上1（トr）α勒佃
W力e柁Cよぎ叩0∫才かeco乃∫fd乃fd亘e乃成乃gO乃少0乃P，冒，α，ぶ，fα乃d乃．

3



Theorem3・Letf∈H（Bn），P∈（0，司，q∈R＋，α∈ト1，…），S∈C，t∈Cand

㌢＝Ref∈政十句甲0ge班αf乃＋∫≠（一因）α乃∂乃＋∫十葎上田）．乃e円

上1（1－7うα榊卯dr≦C上1（1－7う叫衡伽

W力ereCねαpO∫招veco乃∫α乃fd如e乃戎乃gO殉′0乃P婚α声言α乃♂刀．

TheproofofTheorem2isalmostthesameasthatofTheoremA．Tbprove

Theorem3，WeneedtoconsiderthezeromultiplicityFJf（0）oftheholomorphic

functionfattheoriginofCn．Tbkeanonnegativ甲integerkowithko＞一n－

Res－1・Thenwecandecomposefsuchasf＝g＋hwheregisapolynomialof

degreekoatmostandhisaholomorphicfunctionwithph（0）＞ko・Soitsu銃ces

toproveTheorm3fbrgandh，SeParately．

hChapter3，WeinvestigatethegeneralizedweightedBergmanspacesonIBn・

Letf∈H（Bn）andf＝∑カbethehomogeneousexpansionoffattheoriginof

ノ＝O

Cn．Wethendefinetheradialderivativeoffby

虜′＝∑．彷・
ノ＝l

Moreover，fbreachk∈Z＋Wedefineanoperator

虜隼ガ（軌）→叫恥）

asfbllows：

彪0′＝′＝∑五　度lJ、＝盟′＝∑肪
ノ＝0　　　　　　　　　　　ノ＝l

andforん≧2，

幼＝虜（虜九一1月＝皇布

Letp∈R＋andα∈R・WedeanethesetIoc，PandtheintegerKcr，PaSfbllows：

ん，p＝〈た∈Z＋：Pた＋α＞－1）＝2＋∩

侮，p＝minん，ク・

4
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Itisclearthatthethreeconditions

左，p∋0，侮，p＝Oandα∈（－1っ∞）

aremutuallyequivalent・Foreachk∈1a，Pandf∈H（Bn），Wedefinethequantity

HJl転（町aSfbllows・

一腸（瑚＝〈川棚鶴瑚〉圭ifた∈N）

肌織（鋸＝日几紬）ifた＝0・

Foreachk∈1＆，P，Wedefinethesubspace瑠k（Bn）ofH（Bn）asfbllows・

瑠鼎）＝〈′∈勒）‥威′∈菟如（動け

Fora叩了∈ガ（迅訂wede負ne

I肌粛（鋸＝日′吻叫p（町

Thegeneralizedwe扉tedBe7gman乎aCe瀦（Bn）onBnisdefinedby

招（瑚＝〈′∈珊）‥】1侮紳〃）＜弓・

Wbcanshowthatthefbllowingfactshold：

（i）Fora叩鬼∈左，pandJ∈ガ（軌），

Cll肌粛（瑚≦1廿日繊（瑚≦ql捌瀦（恥

WhereClandCbarepositiveconstantsdependingonlyonn，P，αandk．

（ii）Fora叩戊∈ん，p⊃

瑠た（軌）＝瀦（恥

（iii）Ifα＞－1⊃也en

瀦（取）＝鵜（取）．

（iv）Ifl≦p＜…，then瀦（Bn）isaBanachspacewithrespecttothenorm

IE・Il粛（Bn）・IfO＜p＜1，then瀦（IBn）isanFLSPaCeWiththemetriC

亘卵乃）（′）g）＝lげ一gll詣（瑚hr（′7g）⊂瀦（瑚・

5



In2008，R．Zhao andK．Zhu［10］provedthattwo generalizedweighted

BergmanSPaCeS瀦（瑚and瑠（IBn）areis？mOrPhicwhenp＝q・Thegoalof

Ch叩ter3istoglVeaneWPrOOfofthefbllowlnglSOmOrPhismtheorem，byuslng

Theorem4・Letα沌β∈Randp∈腿＋・Putt＝誓・5吻oses∈C，n＋S≠

（一因）α乃∂乃＋∫＋緩（－町me円熟，漣α乃わⅣe7鰯Jeろ0祝乃滋踊乃eα7′呼erαfo7′

動仇招（恥）0乃わ瑠（恥

6



Chapterl：Pointwisemultipliersfromoneusualweighted

BergmanspaceA忘（Bn）intoanotherAS（Bn）

1．1　Preliminaries

Propos甲Onl・鋤軍0躍（α，β）⊂（－1，∞），（p婚）⊂凰十α乃dg∈叫恥）・乃e乃血

♪Jわ而乃g帥OCO乃戊血刀∫αree画VαJe眈

（i）g∈（タ㌧好）（相即堵（瑚）・

（ii）S串監：′∈肪）＼｛0｝〉＜∞・

P7VQf SincealltheweightedBergmanSPaCeSareダーSPaCeS，byusingtheclosed

graphtheorem（Theorem2・150f［5］）Wecanprovethepropositioneasily・　□

Proposition2・SLWOSeS∈（n，∞）′α＝S－（n＋1）andp∈R＋．771enα∈（－1，∞）

〔777r7

肌W）円1一幅（W）12）∫＿，‥′＿＿、1
叫W）＝去llJO蝿（Vα）

（1－回2）叶1

カr′∈C（迅乃）α乃dz∈軋W力e柁勒≠∫触れoJ〟かe摘0わ∽叩あわ∽呼げ取
娩αeXCα乃ge∫　α乃dz．

P7VqfItisclearthatα∈（－1，∞）・ByLemmal．2andPropositionl．130f［12］，

hrJ∈C（取）andz∈取，Webave

肌W）円1－【勒（W）悍

（1－11坪）叶1

（1－1wl2）叶1

dv（W）

（1－lzI2）（1－lwl2）

1－〈叫Z〉l2

（1－回2）叶1＋α

1－〈W，Z〉【坤＋1＋α）

〉∫

dvα（W）

dv（W）

＝三桁蝿Vα）・

［コ

ThenextlemmaisExercise7．70f［12］．Theonedimensionalcaseisthesame

PrOOfasProposition70f［11］・Forthecompleteness，WePrOVeithere．
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Lemma3・乃rα町α∈（1，∞）存んがdH九が

瑚）＝〈′∈㈹‥認…2）α－1げ緋l

P和げForJ、∈ガ（軌）andz∈軌，Wehave

■西日（0）棚〈（町）（fz榊

≦悪（トlw佃∇冊■｝上1 （1－Ⅰfz12）‾αIz匝

＜盲＝7（1－IzPPαsup〈（1一世椚（瑚（W）け・
ll・∈恥〃

悪（1－・zP円刑｝≦（1＋芸）‖′‖姉）・
（1）

Conversely，SuPPOSef∈H（IBn）andsup（（ト1zl2）α‾1If（Z）I）＜∞．Thenf∈

ALl（Bn）・Foranyz∈Bn，theBergmanintegralfbrmula（Theorem2・20f［12］）

也usglVeS

二　二

＿r（1lJ）

（1－〈zw〉）叶α

dvα－1（W）

Di飴rentiatinginsidetheintegralsign，Wehavefbrj∈（1，・・・，n）andz∈動7

（瑚（Z）＝上7
（乃＋α）句′（W）

（1－〈Z，W〉）叶α＋1

dvα－1（W）

l（∇′）（Z）1≦坤＋α）Cα＿1叩く頂W）l（1－卜坪）α‾1）
W∈恥

ByPropositionl．4．100f［6Lweobtain

dv（W）　／　C

1－〈Z，W〉l＋α＋1二（1－lz12）α

8

dv（W）

1－〈Zル〉Ⅰ什＋α＋1

（Z∈恥）

（2）

（3）



wbereCisapositiveconstantdependingonlyonαandn・By（2）and（3），We

sup〈（トIzl2）αt（町）（Z）け≦＿乃（乃＋α）Cα－1Csup〈頂W）1（1－1wl2）α当・
Z∈恥〃　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W∈恥〃

11′tl虜α（瑚≦（1＋乃（打十α）Cα－lC）sup〈肌W）l（トlwl2）α‾1）・
W∈臥7

Inqualities（1）and（4）showthat

動（鋸＝〈′∈㈹‥悪（1－lz12）α－1血ヰ

（4）

□

1．2　ProofofTheoremlincasep≦q

FirstofallフWeCOnSidersomelemmasandpropositonstoproveTheoremlin

casep≦q．LetMT（Bn）denotethesetofallpositiveBorelmeasuresonIBn．

Lemma4・エefα∈（－1，∞）言ク，わ⊂R十α乃卯∈叫（B訂物0geP≦官．乃e乃

伽♪JわWわ7g加OCO〃励わ乃∫α柁eg血αJe乃f・●

（i）sup〈聡‥′∈㈱）＼｛0｝〉＜∞・

（ii）sup

Z∈恥

（1－Izl2）芳恒1＋α）

11－〈Z，W脾刷＋α）

P7VQF SeeTheorem500f［10］．

Proposition5．Let（α，P）⊂（－1，…）and（p，q）、⊂町．PutY＝壁土坐一吐±坐

物DgeP≦す．乃e乃カrαWg∈ガ（取）娩eカ770両刀gわ7e曾〟α加e∫力0放

Cl叩く（ト軒）γ1g（Z）l）ヴ≦叩
Z∈】‰　　　　　　　　　　　　　Z∈恥

（1－Izl2）芸＋1＋α）

1－hw〉1箸（叶1＋α）
g（W）lgdvβ（W）

≦qsup〈（1－lzl2）γ1g（Z）けす，
Z∈迅〃

W力ereClα乃dqα相即裏かeco那加徳和e乃成乃gO刀か0乃α）臥ク，曾α乃d刀．

9



∫＝芸恒1＋α）an摘＝β一作

Then，bytheassumptions，WeSeethat

∫∈（門，∞）andα0＝∫－（乃＋1）．

Fixg∈ガ（軌）・Foranyz∈軌，p山

G（Z）＝（1－lz12）γlg（Z）ト

ThenG∈C（Bn），andProposition2implythat

－SuplIG叩Z怯（V叫）
C（袖Z∈軌

Sup

ニ∈軋

一　二一　二

1
＝－Sup

CβZ∈取

（トIwl2）β

1－〈Z，W〉Ⅰ箸（乃拙α）

（1－lz】2）芳（叶1＋α）

〃ll－〈Z，W〉l箸伸＋α）
1g（W）lgd咋（W）

Ig（W）1柑V（W）

〉・

（1）

（2）

SV‖G。郁q（Vq）≦caoCisupEG（W）tq＝CaoCisup（（1－lwT2）γLg（W）l）g，（3）

Z∈軋　　　　　　　　　　　　　　W∈迅′7　　　　　　　　　1〃∈迅〃

WhereCiisapositiveconstantdependingonlyonα，β，P，qandn・By（2）and（3），

webave

Sup

Z∈恥〃

（1－回2）茅（叶1＋α）

雄一〈Z両1讐伸＋α） 〉
1g（W）軌（Wり≦CβC忠〈（1－lz12）γlg（卿

（4）

Conversely，ChooseanyR∈R＋．ByusingLemma2．240fl12］，fbranyz∈IBn，

thereisapositiveconstantC呈dependingonlyonβ，Randnsuchthat

lg（Z）lg≦
（1－回2）叶1＋βノ穐月）

10
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whereD（Z，R）istheBergmanmetricballwithcenteratzandradiusR（cf・［12］）・

sup（（1－1zI2）γlg（Z）1）ヴ≦sup

（ト図2）君（叶1＋α）

（1－lzt2）叶1＋β一四ノ抽属）

（1－1zl2）芳恒1＋α）

属）（1－lz12）箸恒1＋α）

ム詔勒）

ByLemma2．200fl12］，fbranyz∈取7andw∈D（Z，R），WeSee

1－〈Z予州＼箸伸＋α）

）すし叶⊥十はノ＜q）1－IzI2

（6）

（7）

WhereCBisaposithTeCOnStantdependingonlyonp，q，α，Randn．By（6）and（7），

sup（（1－1zt2）γlg（Z）Ⅰ）ワ

ニ∈瓜′J

≦Cicicbsup
Z∈取7

≦Ciqqsup
Z∈軌7

（1－回2）茅恒1＋α）

（Z，叫1－〈Z洲苧＋栂）

（1－lz12）芸（叶1＋α）

1一区，W〉1箸（叶1＋α）

lg（W）Ⅰ柑咋（W）

lg（W）Fd咋（W）

TheassertionofthepropositionfbllowsB．om（4）and（8）．

）・（8）

□

Propo5ition6・エef（α，β）⊂ト1，…）バク，わ⊂R＋α乃dg∈ガ（取り．鱒押0∫ep≦

百・P扉γ＝壁土坦一吐㌍・侮乃娩eカ伽吻血eco7粛清0乃∫α7℃画Vα如

（i）g∈（タ㌦好）（腰㈲明（瑚）・

（ii）sup

Z∈恥〝

（1－lzI2）芳恒1＋α）

1－恒沼伸＋α）

（iii）荒く（1－的γ1g（Z）け＜∞・

g（W）Ⅰ相Vβ（W）

11



P7℃がDe餌e鞍∈叫（取）もy叫g＝lg四甘nen

Iけルす（陀）＝目刺紳）hralり∈叩訂

Hence，thepresentpropositionfbllowsB：OmPropositionl，Lemma4andPropo－

sition5

P7℃qfQfmeoremlincasep≦q．Whenγ＞0，byLemma3，

動扁瑚＝〈g∈恥諾…γ・g（Z）可（1）

ByProposition6and（1），WeObtain

（動好）（淵㈲明（町）＝動＋γ（瑚・

Whenγ＝0，byProposition6，WeObtain

（座し好）囲錘晶弔（凪誹＝（g∈叫瑚‥叩Ig（Z）l＜∞）＝㌘（恥
Z∈取－

Whenγ＜0，itiseasilyshownthat

（g∈叫恥）‥叩（1－lzl2）γ1g（Z）Ⅰ＜可

＝〈g∈珊7）‥－Z斑。1g（Z）l＝0）＝（0）・

ByProposition6and（2），WeObtain

（動好）（d拍〝）凋（瑚）＝（0）・

TheproofofTheoremlincasep≦qisnowcomplete．

1・3　ProofofTheoremlincasep＞q

ForFL∈叫（EBn），α∈脱andR∈R＋，WedefinethefunctionPR，αOnBnby

毎α（Z）＝
叫p（Z7月））

（1－lzlZ）叶1＋α
（Z∈取7）フ

WhereD（Z，R）istheBergmanmetricballwithcenteratzandradiusR．

12
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Lemma7．エefα∈（－1，∞），（p，わ⊂取＋α乃卯∈叫（迅訂物0JeP＞百・乃e乃

班eカgわW玩g紬OCO乃Cかわ乃∫α柁e画VαJe漁

（i）叩く檻‥′∈㈱）＼｛0｝）＜∞・

（ii）毎α∈上糸（Vα）hr allR∈町・

P7′ロがSeeTbeorem540f［10］・

Proposition8・Let（α，P）⊂（－1，…），tP，q）⊂R＋andg∈H（Bn）・Dqfnepg∈

叫（取）毎d擾＝1gl柑咋・劇作0∫eP＞百・乃e乃血カ770両相加OCO乃成ガロ乃∫α7′e

叩′雨7／e眈

（i）g∈（動好）（淵㈲燕（瑚）・

（ii）（蛾α∈上島（Vα）hrallR∈町

P7Vqf ThepropositionthusfbllowsB－OmPropositionlandLemma7・　　□

PropoSition9・エef〈α，β）⊂ト1，∞）α乃dhわ⊂腿十　鱒四〇JeP＞す．P扉

∫＝荒α乃d∂＝凋一号）・侮ゆα町画材g）⊂叩恥）J

目刺紳）≦C‖几抽）馴馴榊〝））

W如reCねαPO扇宥veco乃∫α乃卸e乃成乃gOゆ0円α，β）Pフすα乃∂円．

P7℃qf Put

po＝」Land卯＝－
Po

P一g P0－1●

（抑射）⊂（1，∞匝d⊥＋－＝1．
1

PO　曾O

BytheassumptlOnS，Weh ve

菩＝叩d（β一票）

13
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Hence，Wehave

日朝（瑚＝加勒

＝Cβ加（刷りzl2）β‾孟廉）伸一Iz■2）孟坤）

≦Cβ［頼Z）・町－2）βザ叫志

×［拍Z）・町－2）孟）p叫去

＝紬′掛声（1－・zI2）（β－鴇叫苧［錘ド…2）叫雷

＝船脚一軒河芸［錘Ⅰ町Iz・2）叫き

＝CβC裾Il欄顕職（町

Thiscompletestheproof．

Proposi伽nlO・エef（α刺⊂（－1）∞）α乃♂（p，招）⊂町十P′fg＝荒α乃d

∂＝甘苦）働0∫eP＞す・物干7′α町g∈柵）∫

加∫dv∂≦C上燕）叫声毎
、1′－…－叫、一二十サー・、〃∴ノー∴■＼・√．＝‥・い・■∴■∴‥‥′∴′′’・■しいLJ∴・・●′∴ごl古・・＝号．一・イ／J

Pl℃qfBythedefinitionof（Pg）R，a，WeObtain

ムー（損耗かα＝上，7〈 （1－1zl2）叶1＋α 友評Ⅰ叫表毎Z）・（1）
ByLemma2．240f［12］，fbranyz∈取7，Wehave

lg（Z）lg≦
（1－1zl2）叶1＋β

14

鳥IgIg叫
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whereClisapositiveconstantdependingonlyonβ，Randn・By（1）and（2），We

bave

上欄榊陶Vα≧扇
CαClp一瞥

CαC了‾官

（1－lz12）叶1＋α

（1－lz12）叶1＋β

新一lzt2）響＋αlg（Z購瑚）

か一押1釧坤）＝CαC華拙g陶
Thiscompletestheproofl

P7VQfqfmeoremlincasep＞q・ByProposition9，Wehave

g∈現（鋸＝⇒g∈（考〝）（相即欄（瑚）・

ByProposition8andPropositionlO，WeObtain

g∈（♂㌧好）購恥明（取”＝⇒g∈端（瑚・

Hence，Wehave

（動灯）購拍晶弔（瑚）＝現（取）・

TheproofofTheoremlisnowfinished．

15
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Chapter2：TheStoll－Shi，stheorem concernlngthe

fractionalderivativesandintegralsoffunctionsinH（IBn）

2．1．Preliminaries

Propositionll．（cfProposition30fl2］．）Lets∈C，t∈Candt＝Ret∈政＋．

句軍0∫e乃＋∫≠（一因）α乃加＋∫十才≠（一因）・me乃カrα町′∈茸（取）W油町（0）＞
－乃－Reg－1，叩γ∈（0，1）α祓叩Z∈錘仇

（免，fJ）（花）
r（乃＋1＋∫＋f）

r77十川r（乃＋1＋可r（f） JJ‘腔（r－P竹（p抽・

P7Vqf Letf＝∑迄ojkbethehomogeneousexpanSionoffattheoriginO∈Cn・

Putko＝町（0），f＝Resandt＝Ret・Sincen＋S＋ko＞－1andf＞0，itfbllows

孟Ⅰ甜蘭＋鈷牛p）7旬
＝羞協（Z）1r叶刷伊井牛p）旬

r（乃十g＋た＋1）r（り

烏r（甘＋g＋た＋1＋り
げ＋描皇 協（佗）Ⅰ＜…

Hence也eintegralcalculusaccordingtothetermglVeS

上r〆叶早戸）ト1糎）郎＝JJ■β柚や－P）ト1

＝孟距十隼β）ト加埴

”＋．で＋∠ニ　r（乃＋∫＋た＋1）r（f）＝げ＋輔∑

烏，r（乃十㌢十か十1車）

首r（乃＋∫＋た＋1）r（f）＝7′腑＋r∑

畠r（乃＋∫＋た＋1＋り

±′・一
女＝毎

16
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ThユSWehave

r（乃＋1十方＋f）

r叶州r（乃＋1＋可r（弓 上r〆巾（r－P竹（p抽

昌r（乃＋1＋∫＋f）r（乃＋∫＋た＋1）

畠r（乃＋1両）r（頼∫＋た＋1車）
虎（陀）＝（免，fJ）（陀）・

［コ

Proposition12・（cfProposition40f［2］・）Lets∈C，t∈Candt＝Ret∈R＋．

物0∫e乃＋∫≠（一因）α乃加＋∫＋咤（一因）・乃e乃♪7′αWJ∈ガ（取）W抽町（0）＞
一乃－Reg－1，α砂r∈（0，1）α乃∂αWP∈［1，司，

喝血名証）≦
r（乃＋1＋∫十才）

r叶輔r（乃＋1＋可r（り JJ■腔（r一軒lA紬′励

W力e7℃g＝Re5㌧

ProQf ByPropositionll，fbrE∈Sn，Wehave

l（免，J′）（r釧≦
r（乃＋1＋∫十g）

7′仙川r（乃＋1＋∫）r（り 上J■p叶竹′一軒恢相中

Inthecasep＝…，Weget

昭（れ免，gJ）＝砿（れ免誹＝Supl（免誹（7朝
．；∈S〃

r（乃＋1＋∫＋f）

r叶州r（乃＋1＋可r（り

r（乃＋1＋∫＋り

r叶州r（乃＋1＋可r（f）

r（乃＋1＋∫＋り

r叶輔r（乃＋1＋可r（り

Sup

；∈S〃

Sup

；∈SJ7

丁

亘●

p小首（r－β）ト1Ⅰ′（p；掴p

p叶g（デーβ）ト1肱（p，月中

上7■p叶隼折1舶碑

17



Inthecasel≦p＜∞，thecontinuousfbrmOfMinkowski，sinequal敵wehave

蠍燭′可上〃l（卿（r獅扉

r（乃＋1＋∫十才）

r叶抽r（乃＋1＋∫）r（≠）

r（乃＋1＋∫＋f）

r紳輔r（乃＋1＋可r（弓

r（乃＋1＋∫＋g）

r叶州r（乃＋1＋可r（f）

［描p叶…一偏畔可

拙く西一軒1㈱輝車
上7両r一軒1A紬梱・

Forf∈H（Bn）andE∈Sn，Wedefine

（弼adf）（；）＝Supl′（r；）ト
0≦J′＜l

Forp∈（0，…］，Wedefine

t肌脚（鋸＝S叩昭（71月・

The助ゆ乎αCeOnIB〃is

邸フ（恥）＝（′∈叫恥）‥11′瞳（鋸＜∞y

Lemma13・乃7′α呼′∈ガ（軌）α乃dp∈R＋，

錘adJ）pd長q喘町
W如reCえF叩0Jfかeco乃∫加fd桓e乃劫7gOゆ0乃乃．

pmqf SeeTheorem5．6．5．of［6］．

LetZl denotethesetofallmulti－indexofnonnegativeintegers・Forf∈

H（B，，）andm＝（ml，・・・，mn）∈盗iwewillemploythenotation

＝二二二

18
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Lemma14．乃日和ゾ∈ガ（取），r∈（0，号∽∈Ziα乃dp∈（0，司，

1（月別′）（矧≦
（乃＋1〝7ト1）！

（〃－1）！ （…）回
・l十一日

P7VQfByTheorem3・2・40f［6］，fbranyR∈（0，1）andz∈IBn，

仲）＝甜＝上

Hencewehave

R回（瑚（彪）＝上〃

Sincer∈（0，1），Wehave

1（か∽′）（0）Ⅰ≦

虎（∈） ′（属引

乃（乃＋1）・‥（乃＋匝ト1）㌢プ（R引

（1－〈Z，引）叶回

二 （乃＋匝1－1）！

（乃一一1）！

ByTheorem4．170fl12］，fbr∈∈Sn，Wehave

嘩）1＝困主紺≦

Henceweobtain

t（か肌′）（0）l≦

t伍日脚（瑚

（1－1を紺）芸

（〝＋匝1一項

（77一項

．J一打・∈・

dJ（引・

か（言継（紆

＝（芸）芽柳・

（…）回
Aち（ち月・

［コ

Proposition15．（cfProposition60f［2］・）Lets∈C，t∈Candt＝Ret∈R＋・

物0∫e乃十g≠（一因）α乃加＋∫＋緩（－N）・乃e乃カrα町′∈ガ（取）W助町（0）＞
一刀－Regl1，α町r∈（0，1）αpdαWP∈（0両

舶卿≦宗〈伊叫（r－P）メLl榊っ項）

Wゐereg＝Regα乃dCね叩0頭gveco乃∫ね乃f卸e乃成乃gO刀か0乃ぶ，才，pα乃d乃・

19



P7VQfByPropositionll，fbrz∈錘n，Wehave

（易，JJ）（佗）
r（乃＋1＋∫＋り

r（乃＋1＋可r（f）

FixE∈Sn．Hencewehave

Ⅰ（免，fJ）（rg）l≦

Put

Thenwehave

Weput

and

By（3ト（7），

Put

r（乃＋1＋∫＋り

r（乃＋1＋可r（f）

Jl腔（1－㌦′回申

Jlp妬隼折怖相和・

伽＝ト去◆（克∈Z．）・

伽＝0＜去＜去＝β1＜P2＜…つ藍伽＝1・

欄＝上1腔（ト折Ⅰ伽掴）

描）＝上去〆叶g（1－針状州れ

描＝蔚妬竹－P帥掴胸

元＝封仙p叶g（1－P）7‾11′㈱陣・

描）＝∑引；）・

た0＝町（0）・

BytheassumptlOn，Wehave

た0＞－乃一g－1．

20
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Letf＝∑昆ojkbethehomogeneosexpansionoffattheoriginofCn・Forp∈

（0，去），byLemma14，Wehave

∑
777∈Zi，l〝7l＝た

些坦塑（rp紺7
椚！

≦豊
丘＝和

≦主
点＝毎

（喜）茅場（筈，′）ぞ

（乃－1）

By（5）and（10），Weget

描）≦幽
（77一項

＜ 十日十÷±
（乃一項　転読。

鬼（乃＋た一項

た（乃＋た－1）

鳩）押城（筈，′）首（甘＋えー1）
（叫叶糾（乃－1）！烏，（乃＋㌃＋た＋坤

and

Cl＝

Henceweobtain

（10）

上右p刷竹一軒1郎

′1・、－ト∴斗十

鳩）汁1　首（甘＋た－1）

（叫叶糾（乃－1）！畠。（刀十手＋た＋1）た！

描）≦明桜井

21
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By（6）andTheorem4．170f［12］，Wehave

描＝伊方（トβ帥（筈等掴

＝距（上州鳩胸

≦距（1－㌦

＝距（1－㌦

・与・・‥・一・‥・－

（ト厚引2）茅

場（筈，′）

≦（芸）茅場頼叶g（1－β甑・（12）

Put

Hencewehave

Forた∈Z＋，put

Hence，Wehave

臣（器）芳距（トβ佃＜∞・

描）≦q蠍筈，外

箱（；）＝　S叩　け（叩；）1・
伽＜P＜伽＋1

刷≦差那）£仙押1－躍如・

（13）

（14）

Foranyk∈N，Put

巌上腑姉隼躍如・

Fixanyk∈N．Byconsideringeachoffburcases

乃＋g≧0，7－1≧0；乃十g≧b，7－1＜0；乃＋g＜0，7－1＜0；乃＋g＜帰一1≧0，

22



wenowestimate五Inthefirstcasethatn＋g≧Oandt－1≧0，Wehave

O＜克≦上：刷（恥）叶g（1－伽）ト旬＝（恥）叶g（1－正1（仙一擁）

＝27－1（恥）叶g（耳　　　　　（15）

Inthesecondcasethatn＋f≧Oand7－1＜0，Weget

o＜克≦上：刷（仙）叶g（1一触）㌢旬＝（仙）叶g（耳（16）

Inthethirdcasethatn＋S＜Oand7－1＜0，WeObtain

O＜克≦上：刷（伽）軒g（1一触蹄p

）叶g（恥）叶怯）～

0＜克≦q（伽＋1）叶g

q＝Sup
J∈因

Itfbllowsthat

where

Inthefburthcasethatn＋S＜Oand7－1≧0，Wehave

O＜展£腑（伽）叶g（1－㌦1郎＝（郁＋g（1－㌦－1（仙一伽）

＝（伽）叶g（去）7‾忘＝（孟）叶g（紬）叶g（轟‾1去丁

≦2トlq（伽＋1）叶g

By（15）－（18），fbrk∈N，Weget

O＜克≦q（仙）叶吉宗軍，

23
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（19）



q＝maX（27‾1，1，q，27－lc汀

Hence（14）md（19）imply也融

描）≦q∑那）（恥）叶g蒜・
た＝1

（20）

By（8），（11），（13）and（20），WeObtain

欄≦（Cl＋q）鳩）かq∑那）（仙）叶宗野（21）

SinceO＜p≦1，（21）gives

（∫闘p≦（Cl＋q）ク〈蠍筈，′））p＋巧∑（購））甑＋1）榊⊥
た＝1　　　　　　2匝十1）〆●

（22）

Ontheotherhand，Wehave

伊叶隼折1榊掴≧　押隼折1榊梱

≧媚頼嗣（7′一躍旬・　　（23）

Since号＜r－β＜号汀P∈（字音），

（r－β）〆－1≧5一軒ltpp7－1hra卵∈（筈，筈）・（24）

By（24），ifn十g＋f≠0，Weget

距＋g）（r－P）〆－1郎≧r●榊距＋和才十和

＝5－1メ」11

＝5－1〆－11

（筈）p恒研一（筈）ク恒呵

p（乃＋g＋り

（言）府＋研一（喜）抽＋呵

p（刀＋g＋り

24
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If五十g＋F＝0，（24）gives

辟＋g）（r一戸）〆旬≧5－■州か郎
＝5酬（log喜一log筈）＝5湘■log芸

＝5一軒lIlog芸r柵。

By（23），（25）and（26），Wehave

蠍筈っ≦
qげ匝＋嵐十り 伊叶g）（r一㌦－1甥わ掴）

WhereCHsapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．Put

鞘）＝距＋隼打直1｛独仏）（獅・

By（3）and（28），Wehave

棉＝真上：仙pp（叶叫－β）〆‾1（脇㈲（押郎

≧差〈挽肪々）（押上；仙pp（叶隼p）直旬

Forた∈Z＋っWebave

（26）

（28）

（29）

穐（；）≦　suplルβ；）l＝Sup伍恥1（pg）l＝（弼ad（ふ仙））（；）・（30）
0≦p＜伽＋1　　　　　　0≦β＜1

Forん∈因，p山

上た＝上仙仙恒輿トβ）〆旬

BysomecalculationaboutJk，WeShowthat

エた≧q（伽）β（叶g）

25
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（32）



血ereCiisapositiveconstantd甲endingonlyons，t，Pandn．By（29）－（32），We

have

g（；）≧∑（挽d（ん尤）（紺クエた≧∑（祐一1（nPエた

≧癒舶用（相姦≧熔購）｝p（仙）購読・（33）

By（21）and（33），fbrE∈Sn，WeObtain

tJ騨≦（Cl＋q）明（筈）′冊筈船　（34）

By（1），（4）and（34），Wehave

（蠍燭仰＝上〃

r（乃＋1＋∫＋f）

r（乃＋1＋可r（弓

r（〃＋1＋∫＋f）

r（乃＋1＋可r（り

（免，げ）（r；）l㌔わほ）

招1 p叶g（1－β）ト1Ⅰ′（叩ぐ）陣夕蝉）｝叫g）

≦明（筈つかq上伸J（∈））

where

Q＝（Cl＋q）p
r（乃＋1＋∫＋り

r（77＋1＋可r（f）

dJ（；）

r（乃＋1＋∫＋り

r（乃＋1＋可r（り

錘凧）＝上，7叫埴州（1一戸）声価肪）（掴
＝距＋g）（1一躍1穂脇肪）（紺叫g）・

ByLemma13，fbrg∈H（Bn）andq∈R＋，WeObtain

上〃（挽ば仲≦ClO鵬（町
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（36）

（37）



血ereClOisapositiveconstantdependingonlyonn・By（36）and（37），Wehave

錘）叫損qo距＋g）（1－P）〆－1日捕（町中

≦品伊叶g）トp）〆－1〈榊）仰郎・　（38）

By（35），（27）and（38），Weget

｛舶卿｝p≦（琵＋qClO）
1

×Jrp榊（r－P）〆一1（舶野郎・

舶卿≦宗佑榊（ザー1榊朗〉圭フ

where

c＝（写＋項・
［コ

Lemma16・物0∫e∫∈（－1，∞），f∈R＋α乃dα－∈ト1，∞）．乃e乃カmWp∈

【0，号
1ズα（1－ザ　＿丁／　C

血≦
（1－β可1＋出イ仙ル二（1－p）f’

W力ereCおαPO血涙co乃∫α乃卸e乃成乃gOゆ0乃項α乃∂α．

P7℃がSeeLemma70f［2］． ［コ

Lemma17・吻05eα∈Cα乃da＝Reα∈（－1，∞）・me乃カrαWJ∈元締乃）

α乃♂α7WZ∈】‰，

P7VQf ThesamePrOOfasthatofTheorem2・20f［12］（wheretheparameterαis

real）alsoholdsinthiscomplexcase・HerewemakeuseoftheLemma16inplace

OfPropositionl・130fl12］・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□
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Lenlma18・Lefs∈C，f∈Ca7tdN∈NISz四フOSe77＋S≠（－N）L777d77＋S＋f≠

上田）．me乃娩e柁αねかα届07乃07Pカブcpoかれ07乃ねJカブ乃Cげ卸eeⅣ∫〟C力娩α才

力rαアリW∈Ⅰ‰

∠穿∫，r
1　1＝　　姉）W〉）

（1一〈・，W〉）叶1＋叶Ⅳノ　（1－〈・ル〉）叶1＋叶Ⅳ車

P71フqf ThejustsameproofasthatofTheorem2．180f［12］（wheretheparameters

Sandtarereal）alsoholdsinthiscomplexcase．　　　　　　　　　　　　ロ

Proposition19．（cfProposition80f［2］．）Lets∈C，t∈CandF＝Ret∈R＋．

句甲0∫e乃＋∫≠（一因）α乃如＋∫＋緩（－N）・me乃カγα町′∈可動），αり卯か

（71P）⊂（0，1）α乃如WP∈（0，∞］，

榊）卿≦毒舶））
W力ereCか叩血かeco乃∫ね乃fd亘e乃威喝0砂0円方言，pα乃d乃．

P7VQf Putf＝Res．ChooseanN∈Nasfbllows．

bcasel＜p≦∞‥

1－g＿1＜凡

P

hcaseO＜p≦1：

max〈芸一門一g－1）－…〉＜凡

β＝∫＋Ⅳandβ＝Reβ．

By（1ト（3），
一1＜β＜∞．

（1）

Sincethedilation芳isholomorphicinaneighbo血00dofh，by（4）andthe

Bergmanintegralfbrmula（Lemma17），fbranyz∈IBnwehave

欄＝長刀
芳（W）

（1－（Z，W〉）叶1＋β

d咋（W） （5）

Since虜∫｝tisacontimlOuSOPeratOrOnH（Bn）withrespeCttOthetopologyof

unifbrmconvergenceoncompactsubsetsofIB，7，by（5），fbrz∈Ⅰ鋸，Wehave

（糾）（Z）＝長打伸）（虜∫，′（
（ト（・，W〉）叶1＋β

28

（Z）d咋（W）・（6）



SinceN∈NフLemma18givesfbranyw∈IBn

利くZ，W〉）

（1－〈Z，W〉）叶1＋止Ⅳ＋′
（Z∈取）（7）

wherehisaholomorphicpolynomialinC・By（3），（6）and（7），fbrz∈IB，わWehave

（好雄）（Z）l≦Cl息
佑（W）1

1－〈Z，W汁叶1＋β＋戸
巧（W），　　（8）

wbere

Cl＝Sup（1烏（入）巨人∈C，1人l＜1）・

By（1），（2）and（7），ClisapositiveconstantdependingonbTOnS，t，Pandn・Since

O＜P＜Lby（8），hr；∈S〃，

l（好雄）（刷≦Cl上
伍（W）Ⅰ

〃【1－〈p（，W〉l叶1＋押
加β（W）・　（9）

Fromnowon，WeCOnSiderthecasel＜p＜∞．ByH61der’sinequality，（9）

gives

l（汐坊）（〆）l

≦雄〝 伍（W）lア

1．－〈p；〃〉1叶1＋β＋～

fbrE∈Snwhere

曾＝
P

p－1’

dvβ（W）

1－〈〆，W〉l叶1＋β再

Since－1＜β＜…andt∈政＋，fbrz∈皿n，Propositionl．4．100f［6］gives

巧（W）　／　q
≦

1－〈Z，W〉l叶1＋鍾二（1－回2）㍗
（10）

WhereCbisapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．ForE∈S，わWe

obtain

1（虜∫，′芳）（β；）lp≦
q

（1－P2）和一1）

佑（W）lp

1－〈p（，W〉l叶1＋β＋㌢

d咋（W），（11）



whereC§＝CFcg－lisapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．Hence

Webave

（A毎（叩，虜∫与））ク＝

q

上〃l（卿（仰叫；）＝上7Ⅰ（好雄）（刷叫g）
防（W）lp

1－〈〆，W〉l叶1＋β＋2

1－〈PW，紺叶1＋β＋芦

SinceO＜1＋β＋t＜∞，fbrz∈取，Propositionl．4．100f［6］gives

加常）　　ノ　　q

11－〈Z，紺＋1＋鐘⊥（1－Iz12）1＋鍾’

（12）

（13）

血ereC4isapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．By（12）and（13）⊃

webave

四年（叩，虜∫与））ク≦
qq

（1－β2）軸‾1）

伍（W）lp

（トlPWl2）1＋β＋～

〟277‾1（ト祝2）β

（1－β2〟2）1＋錘

LJ十・一．、・

（極（和，′））p血

lJ7■1（1－可β

（1－P2可1＋β＋～

Since－1＜β＜…andF∈取＋，Lemma16gives

詔‾1（1－可β　＿，ノ　q
血≦

（ト〆可1＋勘√…二（1－β2）㌢

血．　　　（14）

（15）

WhereC≒isapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．By（14）and（15），

WeObtain

榊）卿≦C器）
Wh冨霊長警恩…霊農芸買S諾d甲endhgon恒ns，t，Pandn・

α＝P（β＋乃＋1）－（乃＋1）and a＝Reα．　　　　（16）
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By（2）md（16），Webave

and

β＝聖上±ヱー匝十1）．
P

By（8），fbrz∈Bn，Weget

－（好雄）（Z）Ⅰ≦CICβ上〃

Forw∈臥，Wep山

鳥（W）＝

困W）1（ト回2）撃一伸）

11－〈Z7W〉1叶1＋β十㌢

芳（W）

（ト〈W，Z〉）叶1＋β巾

dv（W）．　（17）

Then昆isholomorphicinaneighborhoodofIBn・SinceO＜p≦1and－1＜＆＜

∞，theembeddinglemma（Lemma2．150f［12］）gives

・錘W）－（1－lwt2）響－（叫か机去（錘pdva）去・（18）

By（17）and（20），brz∈恥，Wehave

Ⅰ（糾）（Z）lp≦現〃

WhereC6＝

weobtain

伍（W）Ip

1－〈Z，W押恒1＋β珂
仇′皮（W），　　（19）

isapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．Hence，

（榊）卿）ク＝上〃l（虜∫鮎紺媚）

≦C6上，7呵；戊7
伍（W）lp

1－〈p；〝〉1舟＋1＋β明

＝抽出珊瑚W）上，7

Hence，Propositionl・4・100f［6］gives

加常）

dv皮（W）

1－〈pwっ釧錘＋1＋β珂

C7

11－〈Zっ紺ク（叶1＋β珂二（1－lz12）鈷1ヤア’
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WbereC7isapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn・Henceweget

〈蠍叩）卿）p≦qq長刀

＝C6C7・277

＝qqC皮・2乃

佑（W）Ⅰタ

（トIp可2）姑lt〆

〟2〃‾lc扇1－〟2）虎

（1－p2〟2）鈷ltが

dv虎（W）

血か（榔瑚）
〟2〝－1（トー〟2）氏

（1－〆〟2）姑1＋〆

≦qqc虎・〈舶肝円上1

仲冬（rび誹）ク血

㌔－1（1－可虎

（1－β2亘）鈷1＋〆

Since－1＜＆＜∞andpt∈R＋，Lemma16gives

㌔‾1（1－可虎　＿，ノ　CB
血≦

血．

（1－〆可詠＋1十㌢）…二（1－p2）〆’
（14）

WbereC8isapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．Henceweobtain

蠍叩っ卿≦C′器っ

血ereC′＝（C6C7。aCS）去isapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．

Inthethirdcasep＝∞，WeCanderhTetheconclusioneasily・Indeed，by（9）

and（10），Weget

Ad紳′P，虜∫与）＝肱（rp，虜∫与）＝Supl（虜∫・協（〆）l

；∈S〃

≦CISup

；∈S，7

佑（W）1

ト〈p（，W〉1叶1＋帥

≦CIA藍（れ′）sup

；∈S〃

dvβ（W）

1－〈β；，W〉1叶1＋β＋デ

≦Cl肱〇（れ′）務・

By（31），WeObtain

蠍叩フ卿≦C〝器）

whereC〝＝CICbisapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn・　　□
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Lemma20．エe沌∈［1，∞），〟∈R＋α乃d∂∈R十物0∫eゐ‥（0，1）→［0，∞］お

肌eα∫〟和みJe．7第e刀

か一軒1偵一軒痴声≦C鉦r）畔桝匝
WろereCねαPO∫招veco乃∫α乃卸e乃成乃gO刀か0乃た，〝α乃d∂．

ア和好SeeLemmalof［7］・

Lemma21・エefβ∈政＋，p∈腿＋，す∈R＋α乃如∈（0，1）．助押0∫eP≦曾α乃∂

カ：（0，1）→【0，司f∫乃0乃虎cre那加＆乃e乃

〈鉦）β叫）け≦（βp）瑚1（1－r）β叫）拝
P7VQf SeeLemma50f［7］・

Proposition22・Lets∈C，t∈Candt＝Ret∈R＋・ThenjbrafV）f∈H（Bn）with

町（0）＞一刀－Re∫－1，r∈（0，1）α乃如町P∈（07司，

描）外方（r一軒榊）餉≦CJr（r一軒舶柵

Wゐereg＝Re∫α乃dCえyαPO頭痛co乃∫ね乃才物e乃成乃gOゆ0乃項，Pα乃∂刀．

P7℃qf Wede負ne

嘲＝描）叶gトp）7－1A紬′励

刷＝上蓋（告）叶g（r一軒舶肋

的＝甜）叶g（r－p）㌢‾1A紬脾

Hence，Webave

吋）＝右（r）十七（r），

砕）＝rF上去β竹－P）7－1A紬餉
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柚≦（叫囲炉伊舶梱
Similarlyto（10）intheproofofProposition15，Wehave

Ⅰ却′〆）l≦
（喜）茅場（筈，刀で

斤（乃＋た－1）

fbrf∈（0，去）andE∈Sn血ereko＝町（0）・By（2）and（4），WeObtain

力（r）≦
（乃－1）

≦〆聖㌍（

＝鷲禦（
×五
庵＝毎 （言）た（去）

Hence，Wehave

where

Cl＝

（〃一一丹 （

477

477－1

477

477－1

鬼（7＋良一1）

叶抑（乃一拍－1）！1

477

477－1）

布〆〆　竹恒p）7旬

た（乃＋鬼－1）！

克！　乃＋g＋克＋1

刷≦C淘（筈，丑

I7－11

丁

〃十g＋1∞

∑
た＝毎

十′一・十∴十

克（乃＋た一項　1

（3）

（4）

（5）

鬼！　乃＋g＋克＋1

Ontheotherhand，Weget

蘭一軒畑沖≧炉p）7－1鳩胸＝孟碕′）・（6）
By（5）and（6），Wehave

項う≦C源一P）㌢‾lA紬伽
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where

q＝C1577．

By（1），（3）and（7），Wehave

嘲≦C上r（r一軒1舶′輝

C＝（勅）恒司＋G．

Thiscompletestheproof

Proposition23・物0∫e∫∈C，f∈C言＝Ref∈R＋α乃dp∈（0，1］．乃e乃カmW

′∈ガ（取）W娩町（0）＞一刀－ReJ－1α乃dα町r∈（0，1），

描）榊（r－β）p7－1榊獅≦Cか一戸）舛榊，′励

W如reg＝Re∫α乃dCえゞαPOg肋eco乃∫ね乃才物e刀成乃gO乃か0朋，才，Pα乃∂乃．

P7VQf TheproofissimilartothatofProposition22．

Proposition24・エeり’∈ガ（取），P∈（07司，曾∈R＋，巧∈（－1，∞），∫∈CJ∈C

α乃dF＝Reg∈R十・物0ge娩α＝7＋∫≠（一因），刀＋∫十才≠（一因）α乃d町（0）＞

上1（1－r）α聯卿dr≦CJl（1－r）叫物価

WカereCえゞ叩O∫励eco那加f卸e乃成乃gO刀か0乃動す，α声，fα乃加．

Pれフqf ByProposition22っfbranyr∈（0，1）フWehave

mr（r一軒舶梱≦Cl上r（r－P）7－1舶柵（1）
Wheref＝ResandClisapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn・Since

が∈R＋，hranyズ∈（0，1），

（ポ＋1）（ト豆直1）α≦q（1－可α，
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WhereCbisapositiveconstantdependingonlyont，qandα，

Byachangeofvariablesand（2），

上1（1－7うα榊卿dr＝上1（1一針）α甥軒卯・（抑）ズ転

≦q距卜可α碑・17卿血≦q頼1－7うα堺執脾
（3）

Suppose

l≦p≦…・

ByProposition12，fbrr∈（0，1），Weget

舶卯≦孟詔珊一軒舶梱　（4）
where

r（乃＋1＋∫＋f）

r（乃＋1＋可r（f）

By（3）and（4），Webave

上1（1－7うα朝風伊

≦症隼7うα〈基伊方（r－P）7－1榊獅〉㌦

＝硯1（1－r）α〈招）叶げ（r一軒触梱巨（5）

By（1）and（5），WeObtain

か一冊紳卿か≦q小一7うα“r（r－P）7－1舶掴〉曾動
（6）

where

q＝qqq・

Inthefirstcasel≦p≦∞andl≦q＜∞，Put

l＋α
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Sincel≦q＜…，P∈R＋andt∈R＋，Lemma20showsthat

か一㌢）紳－1偵一軒1蜘四声
≦繍1－r）紳ト1＋甥…動 （7）

WhereC≒isapositiveconstantdependingonlyont，qandα・By（6）and（7），We

小一r）制御か≦C鉦r？α＋坤紳梱
Where C＝qC盲．

Inthesecondcasel≦p≦…andO＜q≦1⊃byLernma21，fbrr∈（0，1），Wehave

距一戸）7－1榊）餉＝rF・上1（1－㌦舶相和

≦拍車廿日軌紳伽）を

＝（細く距軒御調）吉・
（8）

By（6）and（8），WeObtain

か一㌢）α廊卿か

≦q防府一㌢）α偵二辟1和銅中（9）

Put

〃＝1＋α・

SinceFL∈政＋andqt∈脱＋，Lemma20showsthat

上1（1一軒“r（r－β）瑚伸中

≦繍呵両断佃
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WhereC6isapositiveconstantdependingonlyont，qandα．By（9）and（10），We

上1（1－r）α聯易誹か≦C′上1（1一昭衡佃
where C／＝q（鞄）1－qC6．

Fromnowon，WeSuPPOSe

O＜p＜1．

ByProposition15，fbrr∈（0っ1），Wehave

舶卿≦品〈伊叫（r－P）〆－1甥（p胸〉圭）（11）

WhereC7isapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．Henceweobtain

上
r当1－7うα昭（れ免，ヂ月か

≦船町7うα蒜跡継恒折1瑠裾）弟7′

＝姉－r）α〈招）p囲）（r－P）か廟掴〉芸か（12）

ByProposition23，fbrr∈（0，1），Weget

m）榊（r一戸）〆－1瑠…郎≦輔r－β）〆一1御伽（13）
WhereC8isapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn．Hencewehave

上1（呵α榊免か

≦姉二項十β）〆一価掴〉若布（14）

where

q＝qq環・

InthethirdcaseO＜p＜1andp≦q，Put

〃＝建±更
曾
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Sincel≦若く…）P∈町andpf∈町，Lemma20showsthat

鉦う君雄′（r一戸）〆－1榊胸声
≦ClO上1（”世仲礪（刷芳動　　（15）

WhereClOisapositiveconstantdependingonlyont，P，qandα・By（14）and（15），

Jl（1－r）α榊卿dr≦C′′上1（1ザ＋叫削減
where C〟＝qClO．

InthefbrthcaseP＜p＜1andp＞q，by（11）and（13），fbrr∈（0，1），Weget

舶卿≦紺（‡）榊（r－P）直物7項

＜∈塑
‾　7J

・一㌧㍉’

偵－P）〆瑚（p獅〉圭

偵一躍1御伽〉圭 （16）

Since O＜q＜p＜∞andt∈R＋，LeⅡma21showsthat

伸トp）〆－1触項≦（耕〈杵抑蜘項・
（17）

By（14）and（15），fbrr∈（0，1），Wehave

榊免誹≦Cll上1（上梓1御伽＝≡紺（7′一戸）直榊）佃

where

Cll＝qq（瑚1号

Henceweobtain

伊1－7うα榊卿dr

≦CllJl（1－r）α〈新一β）打1榊梱〉血
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By（3）md（18），Webave

上1（1－r）α聯卯か≦qCl小一7うα偵一㌦御伽）血
（19）

Thisisthesameastheinequality（9）excepttheconstantmultipleoftheintegral

intheright－handside．By（19）and（10），WeObtain

Jl（1ザ聯卿dr≦C12上1（1－r）α＋鋤紳佃

WhereC12＝CbCllC6・ThiscomPletesthepro（止

2．2　ProofofTheorem2

ByProposition19，fbranyr∈（0，1），

埠（相加満船）7

WhereClisapositiveconstantdependingonlyons，t，Pandn・Hence，Wehave

鉦r）α鳩的卿訪≦小一7う瑚〈て古瀬㈲〉すdr

＝輔1－r）α蠍㍉）伊＝輔1－r2）α伸介2rdr

≦21＋回船1－7うα聯脾

Thiscompletestheproof．

2．3　ProofofTheorem3

Letbe

′・・±・・・
た＝0
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thehomogeneousexpanSionoff∈H（Bn）attheoriginofCn，then

昌r（乃＋1十g十g）r（乃＋1＋ん＋可
免詳＝∑

畠r（乃＋1＋可r（7＋1＋た＋∫＋f）
元．

Put

毎＝miq拉∈Z＋‥克＞一乃一g－1）っ

g＝∑虎，力＝　∑　虎・
た＝0　　　　　　た＝毎＋1

ThengisaholomorphicpolynomialinCnwithdeg（g）≦koand

ゐ∈ガ（迅高　槻（0）＞毎＞一乃一g－1． （1）

ByProposition24，Wehave

Jl（1－r）α榊鋸）か≦ClJl（トr）α＋瑚（榊（2）

WhereClisapositiveconstantdependingonlyonp，q，α，S，tandn．ByLemma

14，fbrz∈IBn，WeObtain

lg（Z）l＝ ∑　些坦塑♂
∽∈Z㌫回≦た0　〝7！

≦　∑

〝佗Z‡，回≦た0

≦　∑
∽∈Zi，回≦た0

（乃＋匝7ト1）

Hence，fbrr∈（0，1）⊃Wehave

嘲れg）≦q蠍喜，丑

where

臣（芸）芳

Simi1arlyto（3），forr∈（0，1），Wehave

勅勘g）≦q蠍主，丑
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where

q＝（芸）芳蓋

Henceweget

ノ＿．－

（勅）た（7＋友一1）

（乃－1）眩！

（ト7′）α甥（71免，f′）dr

≦q

r（乃＋1＋∫＋りr（乃＋1＋た＋可

r（乃＋1＋可r（乃＋1＋た＋∫十g）

上1（1－r）α嘲舶糾q上1（1－7うα聯鋸）動
WhereC4isapositiveconstantdependingonlyonpandq．Similarlywehave

上1（1－㌢）α＋極力）か＝上1（1－7うα＋転的十g沖

≦qJ1（1－一r）α職的伊＋q上1（1－r）α・旬侮匝

Sinceα＞－1，（4）gives

上1い）α榊免が≦上1（1－7うα〈明（主調曾dr

二　二

Simi1arly，（3）gives

J1（1－r）叫卸がr≦上1（1ザ・悔東′榊′

＿一　　二

（5）

（6）

（7）

（8）

By（2）and（5）－（8），Wehave

上1（1－r）α勒卿dr≦明（主かC心1－r）α＋鋤紳梱（9）

血ereq＝警＋諾andq＝Clq・On也eo也er叫

小一7う叫衡伊≧小一r）α鳩的榊′

≧距r）α＋弼誹r＝両＝訴如
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By（9）and（10），Webave

上1（1－r）α榊卿か≦CJl（1－r）叫衡佃

whereC＝2a＋qi＋1（α＋qF＋1）q＋C6．Thiscompletestheproof．
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Chapter3：Theisomorphismsbetweengeneralized

WeightedBergman－SPaCeS

3．l Preliminaries

Proposition25・SLWOSeα∈（－1，∞）andp∈R＋・Thenjbra7V）f∈H（Bn）

三　　一　　　　二‾二‥二

P777Qf UsingLemmal．80f［12］，Wehave

‖瑠紬＝伊dvα＝2乃Cα上1担（1－彿症桐）tp叫∈）

＝2円Cα上1r2叫－rZ）α断碑≦21＋椀Cα小一r）α柳湖

上1（1－7うα甥（榊＝浩一r）α榊現（1－r明（榊

≦2α＋中一γ明（榊

22叶叫αl
＜－Ⅰ抑‰町‾　277Cα

売・・職（瑚≦小一7うα晰）訪′≦空芸竺‖′‰7）・
□

Foranyα∈Randanyp∈R＋，Wedefine

左，p＝（た∈Z＋：〆＋α＞－1），侮，p＝mbん，p・

Itisclearthatthethreeconditionsl＆，P∋0，7Ca，P＝Oandα∈（－1，∞）aremutually

eq血valent．
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Foranyk∈1＆，Pandanyf∈H（Bn），WedefinethequantityHfHdZk（Bn）aS

ll′‖榊＝〈榊町幽一芸錘））㍉＝∈N7

日JIl繊（瑚＝肘ル忌㈲if　た＝0・

Foranyk∈Iq，P，Wedefinethesubspace瑠k（Bn）ofH（IBn）asfollows・

繊（瑚＝〈′∈読）勃∈私α㈲〉・

Proposi伽n26・句甲？geα∈凪p∈軋克∈ん，pJJ∈叫恥g∈叫瑚α乃d

C∈C．乃e乃班e♪7わwz乃那加Jd

（i）0≦Il′日職（瑚≦∞

（ii）Ⅰ肌吼（町＝0⇔′＝0∽」‰

（iii）目測織（瑚＝lc冊服私（鋸

回11′十gll穐（瑚≦11′l転（瑚＋Ⅰ酬繊（瑚打1≦p＜∞

（Ⅴ）げ＋g悔潮≦l肌気胸＋IIg悔鼎げ0＜p≦1・

PfVQf Allofthesecanbeeasilyshown． ［コ

Proposition27・SLWOSeα∈腿，P∈R＋andk∈1＆，P・771enthejbllowingshold

（i）瑠た（取）由α正昭αrぶ〟毎αCeげガ（恥

（ii）Ⅲ職（瑚ねα乃Or椚0乃血Jわ7eαr乎αCe瑠た動）椚≦p＜∞・

（iii）物鼎）加わ′α乃∫加わ乃加α血刀血かわ0乃血彷ααr　αCCe瑠恥）

打0＜p≦1，W力e柁♪rα町′∈ガ（恥）α乃♂αWg∈ガ（軌）

物鼎（′っg）＝llJ一g傷跡）・

P7Vqf ThisisanimmeadiateconsequenceofProposition26．
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Lemma28・エefα∈取木P∈R＋α刀か∈C・鱒押0∫e什＋∫≠（一因）α適作十㌢＋即

日‥／1、l言二十二・ヾJ′・亘∵∫・∴こJ・工いり′目上∴■・・′・∴丁′小∫・・…・・ト〝・工、・・・・∫∴・・・

dp（取）．

Pf℃qfSince苦∈R＋，itfbllows＆omTheorem2・190fl12］thatfbranyf∈H（Bn）

C肘鶴7）≦息恒細腰斬（Z）lp坤）≦qI略叫（1）

WhereClandCbarebothpositiveconstantsdependingonlyonα，P，Sandn．

By（1），fW7％isanimrtibleboundedlinearoperator丘omAP（Bn）ontoA錘n）．

Since（9，号）－1＝・亀，号OnH（Bn），itimpliesthat亀，苦lSanimTerdblebounded

linearoperatOrfromA忌（IBn）ontoAP（Bn）．　　　　　　　　　　　　□

Lemma29・エefα∈（－1，0），P∈R＋α乃d∫∈C・物0∫e乃＋∫≠（一因）α乃如＋

旺号庭（一因）・侮乃現，苦7∫α乃加e7鰯昆ろ0〟適dJ加eα叩erαわりhmd抽7）

0乃わdp（迅訂

P℃げByLemmalof［10］，

亀，昔＝虜叶苦，一号on坤7）・　　　（1）

Sinceα∈（一1，0）and一芸∈R＋，itfbllowsfromTheorem2・190f［12］thatfbr

C1日現紬≦耕一IzI2）‾苦（虜叶若潮（Z）lp頼子）や順鞘（2）

WhereClandqarebothpositiveconstantsdependingonlyonα，P，Sandn・By

（2），jW＋！，一号isaninvertibleboundedlinearoperatorB－OmAS（IBn）ontoAP（IBn）．

Thisfactand（1）implythat亀，苦1SaninverdbleboundedlinearoperatorB：Om

粛（軋）onto．4p（軌）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

Proposition30・エefα∈（－1，∞），P∈R1－α乃如∈C．物0∫e乃＋∫≠（一因）

α乃d頼叶岩垂（一因）・侮乃亀，号J∫α乃血摘独占0〟砲踊れeαr呼erαfo伊0m

鵜（軌）0地dp（取）．

P7VQfIfα＝0，then亀，号＝免，OistheidentityoperatoronH（Bn）andAS（Bn）＝

AP（IBn）・Hence亀，号1SaninvertibleboundedlinearoperatOrftomAS（Bn）onto

dp（軌）・
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Ifα≠0，thenα∈政＋Orα∈（－1，0）・Andso，itfbllows丘omLemma280r

Lemma29that亀，号1SanimTertibleboundedlinearoperatorfromAS（IBn）onto

dp（迅訂　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Lemma31．SLWOSef∈H（迅n），P∈R＋，qさR＋∫α∈（一1，∞）andk∈N．men

上1（1－r）α堺伽

≦CL㌫－（瑚仰＋鵬㌫恒叶α抑斗

W力ereCえyαPOg招VeCO乃∫fα乃fd密e乃成乃gOゆ0乃ク，冒，α，たα乃d刀．

P7Vqf See§3“TheproofofTheorem2”of［8］．

Lemma32・物0geα∈ト1，…）α乃dp∈R＋・乃e乃カrα呼′∈ガ（軌），

耕一珊瑚柑Vα≦C耕一Ⅰ捌卯（Z）けクか踊
W力e柁Cえゞ叩血かecomねが卸e乃戊乃gOゆ0乃α，Pα刀d刀．

′＝耕一lz12）l（卯（Z冊か踊

＝2乃Cα上1㌔旬一世α榊御前∴　（1）

By§6．4．4（2）of［6］，fbranyE∈SnandA∈Bl，Wehave

（卯（入；）＝Å（扉（入），　　　　　（2）

Wherejt（＾）＝f（入E）isaslicefunctionoff・ByLemmal・100f［12］andthe

above（2），fbrr∈（0，1），Wehave

聯卯＝上〃－（卯刷叫を）＝上〃叫∈）・左上2万Ⅰ（卯レe拍∈）t棚

＝上，彗）・去上2打lr瑚）′（re佃

＝亮瑚）・去上2打仰′（珊♂∂＝互榊㈲嘲）・（3）
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By（1）and（3），WeObtain

∫＝2円Cα上1㌔叫（1一世α赤旗畑）呵常）

≧2乃Cα上叫症2叫（ト竹α聯（擁r

≧謡上7叫輔1－r）舛α甥棚減

Ontheotherhand，fbrE∈Sn，Weget

かザ＋α膠棚）′）か≦距r）舛α東（扉か
＝蠍妄㈲）

＝蠍圭，（扉

1－（主）ダ＋α＋1

P＋α＋1

1－（主）ダ＋α＋lp＋α＋1

P＋α＋1（主）舛α＋1 小一γ）叶αd7′

（4）

≦（2舛α叫）距r）押柳（融血

小一γ）舛α榊（励め′≦27＋α＋1小一r）軒α甥棚）′）か■（5）

fbrE∈Sn．By（4）and（5），Weget

J≧
277Cα

227叶2タ十α十1上〃叫症1ザ＋α甥棚減　（6）

ByLemma31，fbranyg∈H（Bl）

上1（1－r）α聯g一g（0））か≦Cl小一r）叶α榊♂匝（7）

WhereClisapositiveconstantdependingonlyonαandp．By（6）and（7），We

bave

∫≧q上7如拙1－r）α榊…（0肋
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wbere

C2
2ァ7Cα

C122叶2p＋α＋1

Ontheotherhand，fbrE∈Sn，WeObtain

か－r）馳紬か榊））dr≧小一r）α榊か即）沖

≧亮1 r27卜12‾回（1－巧α甥（痛一却0）匝

＝2－回

亮ケ1（1－巧馳紳虎雄（0）匝

Moreover，Weget

wIlere

Hencewehave

上主r277－1（1－r2）α榊元一醐）か

≦浩雄一巧α東か榊））dr

＝東か即嬬㍉乃－1（1－㍉）αdr

＝即姑か即））距1（1－r2）αか

≦砕7－1（1－扁兢一榊））dr

C3＝
上亘r2当1－r2）αdr

パケ1（1－巧甑

∈政＋．

上1㌔〃－1（1－巧α榊か榊））dr

≦（1＋q）1ケ1（1－巧α聯元一即））め′
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fbrE∈Sn．By（8）－（10），WeObtain

∫≧諾伊症277－1（トr2）瑚…（榊r

（l二　回

1＋q 上〃呵症277－1（1－榊・左上2花Ⅰ碑牛榊）四
q2－回

2乃Cα（1＋q） 加ソ（0）仲α・
By（11）and（1），Wehave

耕一刑嘲堀Vα≦
21＋回乃Cα（1＋q）

q

Thiscompletestheproof

（11）

耕一刷（卯拙p瑚）・

Lemma33・物0∫eα∈Cα乃摘＝Reα∈ト1，∞）．乃e刀カ7′α町′∈エ圧臥d侮）

ム書頼α＝上了（Z）
（1－回2）叶1＋α

1－〈Z，可】坤＋1＋α）
dvα（Z）

W力eJで恒mWαびわ7刀0甲施刑が取α乃如＝？（0）．

P7VQf ThesameproofasthatofPropositionl，130fl12］（wheretheparameterα

isreal）alsoholdsinthiscomplexcase．　　　　　　　　　　　　　　　□

Forf∈H（nBn），WeWriteや′（Z）＝∇（f。恥）（0），血erepzisthebiholomorphic

mapplngOfBnthatinterchangesOandz．

Lemma34・物0∫eα∈（－1，∞）α乃dp∈取＋．乃e乃♪川砂′∈ガ（軌），

上，照かα≦Cかpdvα，

W力ereCよぎ叩0g漬veco乃∫ね刀fd桓e乃劫7gOゆ0乃α，Pα乃d刀．

Pmqf（cfTheorem2．160f［12］．）

Fixf∈H（Bn）・Pickβ∈（α，…）・ByProposition2・40fl12］，fbranyg∈H（IBn）

webave

Ⅰ（∇g）（0）Ⅰ≦C川gIl僻〃））
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WhereClisapositiveconstantdependingonlyonβ，Pandn・Foranyz∈Bn，（1）

l（∇′）（Z）lp＝l∇（了。鮒）lp≦靴。瑚町＝現〟lJ碩勤

＝鶴榊lp

Hencewehave

（1－回2）叶1＋β

ll－〈叫Z〉Ⅰ2（叶1＋β）

加β（W）

息l（勒卯瑚）≦鶴瑚蠍醐
＝鶴Ⅰ刷叫W）上〃 （1－回2）叶1＋β

1－〈W，Z〉l2（叶1＋β）

（1－1zI2）叶1＋β

1－〈W，Z〉l2（叶1＋β）

dvα（Z）

ByPropositionl．4．100f［6］，foranyw∈Bn，Weget

（トtzl2）叶1＋β
dvα（Z）≦

Cαq

ト〈W，Z〉Ⅰ坤＋1＋β）〉‥“＼‾ノ二（1－回2）β－α

d咋（W）

Where（完isapositiveconstantdependingonlyonα，βandn．Henceweobtain

新柄Vα≦勒Cβ加pdvα・

Thiscompletestheproof

Lemma35・物0∫eα∈（－1，…）α乃dp∈R＋・乃e乃カrα町′∈ガ（取）

Cl上世刷物α≦上世】zl2）Ⅰ（卯（Z）けクか踊

≦耕一刷（明（Z）けp瑚）≦ム糎かα≦輔′一刷物α〉

W如reClα乃dqαreろ0娩pog励eco乃∫加7出物e〃成乃gOゆ0乃α，Pα乃加．

P7′ロQf（cfTheorem2．160f［12］・）

ByProposition2．140f［12］，fbranyf∈H（Ⅰ‰）andanyz∈】恥，

（トIz12）l（卯（Z）l≦（1－IzI2）1（∇′）（Z）l≦1（∇月（Z）ト

Hencethepresentlemmafbllows丘omLemma32andLeⅡ皿a34．　　　　□
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Lemma36・助押0∫eα∈（－1，∞），P∈脱＋α乃舶∈N・乃e刀♪rαWJ∈ガ（取）

Cl耕一珊瑚柑Vα≦炉一冊（鋤（Z）l）月毎Z）

≦線上刑ク妬

WゐereClα乃dqα7℃わ娩po∫肋eco乃∫出血卸e〃成乃gOゆ0乃α，ク，鬼α乃d円．

P和qf（cfTheorem2．160f［12］．）

Whenk＝1，thelemmaistruebyLemma35．AsSunethatk≧2andtheassertion

istruefbrk－1．Thenfbranyf∈H（凪7），

C新一刑㌍＋α≦耕一■Z酬（虜竹）（Z躍如（Z）

ニ　　　　ー　　　　　t I

WhereClandCbarebothpositiveconstantsdependingonlyonα，P，kandn．

Moreover，Lemma35givesfbranyf∈H（恥n），

兢…伸Vα≦耕一刷（卯（珊dvα（Z）
≦q耕一刑p妬　　（2）

WhereCもandC4arebothpositiveconstantsdependingonlyonα，Pandn．

Letf∈H（IBn）．Then虜f∈H（IBn）and（虜′）（0）＝0．Itfbllows丘om（1）that

Clか－Ⅰ捌卯（珊瑚）＝慧上階－（卯酬月毎α

≦芸耕一1Z12）た‾個女物（Z）けp毎α（Z）

≦慧上〃1即－（禦（0）Ⅰ柑毎α

＝q耕一lzl2）Ⅰ（卯（Z）けク瑚）・

芸耕一腔‾11（虜た‾斬（Z冊妬α（Z）
＝耕一lz】2）個加け月毎Z），
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by（2）and（3）weobtain

Clq耕一州咄dvα≦長7

Thiscompletestheproofl

（（ト回2）鬼Ⅰ（虜与）（Z）けpdvα（Z）

≦qq
耕一刷物α・

Lemma37・エefα∈（－1，∞），P∈政十，た∈毎夕n阿α乃如∈C・∫明プロge乃＋∫卓

上N）α乃d叶叶苦≠（一因）・侮乃亀，号Z∫α乃加e鰯7eろ0祝砲踊乃eα′′甲eJ′αfo7′

動附私（軌）0励dp（恥

Proqf ByProposition30，fbranyf∈H（Bn），Wehave

Cll肌雲抽）≦幌，号′性（瑚≦qlI′畷（町　　　（1）

WhereClandCbarebothpositiveconstantSdependingonlyonα，P，Sandn．

Moreover，Lemma36givesfbrf∈H（Bn），WeObtain

輔上州pdvα≦耕一lz醐鋤（Z）け叫Z）
≦q耕一州pdvα）

WhereCb andC4arebothpositiveconstants depending■onlyonα，P，kandn．

I肌気胸＝げ仰＋It虜与目先．α（町

≧冊）町警■lJ一州1雲紬≧箸職（町（2）

whereC≒＝min（1書㌘）and7b＝maX（1，2PLl）・Ontheotherhand，fbrf∈

ガ（取），Weget

t肌気胸＝榊）佃l豹悔．。（鋸

l肌雲紬）・　　（3）
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By（1）一（3），WehⅣe

Wbereq

瑚月l紘㈲≦幌算用鱗）≦靴悔㈲　　（4）

CICα　　（＿．。′「　池G，，▲＿＿Hの　二日∴＿＿＿＿＿⊥二1∴1日＿＿」＿＿

andC7＝i芳子・Hence亀，普1Saninvertiblebounded
Cα＋2池q旬汁α　　　　q　　‾　‾▼▼止，万

1inearoperator丘om瑠k（Bn）ontoAP（Bn）・　　　　　　　　　□

Lemma38・エefα∈（－∞，0），P∈胤トた∈危pn因α円山∈C・晶昭フ0Je乃＋∫≠

（一因）α乃♂叫汗芳≠（一因）・侮乃亀，苦7∫α乃わ脚沼南ろ0〟乃鹿踊れeαr甲e7′αわr

j℃椚瑠た（恥）0地が（恥

PJVQf ByLerrmalofl10］，Weget

亀，号＝虜埠一号on叩訂

Sincekp＋α∈ト1，…）and一芸∈R＋，itfbllows丘omTheorem2・190f［12］that

C冊悔．α（町≦ム恒一軒苦（虜叶号，‾晋叫p晦＋α（Z）

≦qH邦録抑

WhereCland（完arebothpositiveconstantsdependingonlyonα，P，Sandn．

Cl‖′軋α（鋸≦C如α息恒ザ）た（ダ＋晋「触Z）lp叫Z）

≦qH′悔．α（町

Moreover，Lemma36givesfbrfEH（取7），

輔上州pdv≦耕一lz12）た1（鋤（卯叫Z）

≦q耕一刑刷dv）

WもereCb andC4arebothposidveconstantsdependingonlyonp，kandn．It

hllows也atfbrノ、∈ガ（迅品

tげ鶴鋸＝仰）佃Ⅰ靴を．α（瑚≧芝目卿雲㈲
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wherPq＝min｛1，等｝andn＝maX｛1）2Pql｝・Ontheotherhand，hr

J∈ガ（1‰），Webave

llJ悔鼎＝l刑叫l彪与‖雲歳（瑚

≦（1＋

≦（亘

Henceweobtain

WhereC6

池q旬叶α

2％qC毎叶α

l（亀，芳川0）lp＋

）‖御雲叩訂

池qC毎叶α
幌，苦′怯（町

剛畷細≦幌，号′怯（町≦靴悔㈲

Cl＋2施qCグ＋α
andC7＝g・Thisimpliesthatiq，！isan血enible

boundedlinearoperatOr丘om瑠k（IBn）ontoAP（IBn）・　　　　　　　□

Proposition39・エefα∈凪p∈R＋，た∈ん，クα乃d∫∈C・鱒押0∫e乃＋∫≠（一因）

l高′∫・ト∵・二日一・・71■‥、′了了、川∴こ川、‥∵立l一・∫・‥・・高山′∴－し〝－し、・1荘√′・・小一′∴、

域た（恥）0肋が（恥

P7VQfIfk＝0⊃thenα∈（－1，…）and瑠k（B71）＝AS（Bn）・Hencetheassertion

fbllows丘omProposition30．Inthecasek∈N，theassertionfbllowsB：OmLemma

Corouary40・吻0geα∈凰p∈政十九∈左，pα円錐∈ん，p・侮乃瑠た（軌）＝

瑠〝（瑚叫声r叩′∈叫瑚

ClI抑殊（町≦日ノ服‰（町≦qH′‖繊（町

W力e柁Clα〃dqα柁ろロ娩po∫励eco乃∫ね7壇卸e〃威力goゆ0乃α誹，ん〟α乃加．

P7VQfItfbllows丘omProposition39・

FromCorollary40⊃Weunderstandthat磯舟（IBn）doesnotdependonhowto

getkasspacefbranyα∈R，P∈R＋，k∈1＆，P・Wecandefinethegeneralised
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weightedBergmanspaceonIBn・ByCorollary40andthedefinitionof瀦（Bn），

fbrα∈R，P∈政＋andk∈1＆，P，Wehave

瑠た（取）＝瀦（恥）

andfbrJ’∈ガ（取）

Cll肌粛（鋸≦It′日繊（瑚≦qI廿日瀦（町

WhereClandqarebothpositiveconstantsdependingonlyqnα，P，kandn．

Proposition41．（cfTheoremlOofl10］・）Letα∈R，P∈R＋ands∈C．SLWOSe

J‥、・二一一二、八・・吊・t：；‥　7‾一・十∵・．…∴知日砧■膏附上・一再・

呼erαわrJ毎777粛（取）0円わdp（‰）．

ProQf Bytheabovedefinitionofthespace粛（IBn），thispropositionisjustonly

arestatementofProposition39．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

Corollary42．Letα∈Randp∈R＋．771enthejbllowingshold

（i）瀦（軌）＝（瀦（恥），Ⅲ粛（瑚）かαβα乃αC力乎αCe担≦p＜∞・

（ii）瀦（取）＝（粛（取），亘媚（鋸）ねα乃声平αCe卯＜p≦1・

P7℃Qf Thisisclear丘omProposition27andProposition41．

3．2　ProofofTheorem4

P7℃Qf’Qfmeorem4・Ift＝0，then免，t＝免，OistheidentityoperatoronH（IBn）

and粛（IBn）＝瑠（IBn）・Hence免，tisaninvertibleboundedlinearoperator丘om

瀦（取）onto瑠動）・

Chooseak∈Nnl＆，Pnh，P・Then瀦（Bn）＝瑠k（Bn），瑠（EBn）＝肇：k（B71）

andfbranyf∈H（Bn）

Clll′lI媚（鋸≦1廿日職（瑚≦q肌豪（町　　　（1）

瑚′‖御〃）≦】肌燭（町≦q日月l御〃），　　（2）

WhereClandCiarebothpositiveconstants dependingonlyonα，P，kandn．

Similarly，CbandC4arebothpositiveconstantsdependingonlyonβ7P，kandn．
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Wenowconsiderthecaset＞0・Since毎フ＋β＞－1and毎フ＋β＋tp＝桓＋α，

Theorem2and¶leOrem3givefbrf∈H（Bn）

か－r）神勅卿か≦輔1一世β榊膀（3）

上1（1－7う桝β榊卿か≦繍1－r）輌聯′）動（4）
WhereqandC6arebothposithTeCOnStantSdependingonlyonα，β，P，Sandn．

Moreover，Proposition25givesfbrf∈H（Bn）

玩蒜‖′‰（町≦小一r）如α舶匝
22叫桓＋α什毎＋α

2乃C桓＋α

and

完詔鳩＋β（町≦小一r）輌断碑
22叫毎＋β廿桓＋β

2乃C々＋β

＝′悔．α（瑚（5）

ⅠⅠ′悔．β（町（6）

Itfbllows丘om（5），（4）and（6）thatfbrf∈H（Ⅰ‰）

馴紘㈲＝Ⅰ刑叫幽Ⅰ冤．α（瑚

≧甘（0）lp＋

≧げ（0）lp＋

＝げ（0）Ip＋

≧Ⅰ′（0）lp＋

2乃C毎＋α

22叫毎＋αけ桓＋α Jl（1－サα聯鋤dr
2乃C毎＋α　　1

22叫桓＋αl＋毎＋α

2円C毎叶α

22叫桓＋α廿毎＋α

上1（トサβ榊免，動枠

上1（1－サβ榊物か
2乃C桓＋α　12－1桓十βl

22叫毎＋叫＋桓＋αC62乃旬叶β

（免，fJ）（0）Ⅰク＋

Il離紬悔．β（町

2乃侮＋α　12－肉汁創

22叫桓＋可＋毎＋α（完2乃C毎＋β

≧鞘裾悔㈲
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where

C7＝lnin

2乃C桓＋α　12」毎＋β1

22叫毎＋可＋毎＋αC62乃C桓十β

Ontheotherhand，itfbllows丘om（5）⊃（3）and（6）thatfbrf∈H（Bn）

】Ⅰ新刊紘㈲＝l（虜甥（0）】p＋ⅠⅠ離朽悔＋α（町

≦l（卿（0）町謡射1（1－r）姉御虜豹匝

＝l刑ク＋語射1（1一世α柳腰∫，鋤か

≦l州p＋篇q小一r）如β榊鋤d7′

≦lJ（0）tp＋ C5
2円C桓＋α〔22叫毎＋β恒叶β

2一睡＋α1）J　2円C毎叶β

≦QlI′悔鼎，

q＝maX

Where

11卿底．β（町

qc毎＋α2叫毎＋創＋毎＋β＋匝＋αl

C毎＋β

By（2），（7）and（1），fbrf∈H（EBn），Wehave

‖卿廟≦旨（去）圭■肌蠍町

By（1），（8）and（2），fbranyf∈H（Bn），Wehave

■剛一舶）≦旨㈲棚吻㈲・
1

（8）

（9）

（10）

（9）impliesthat免，tisaboundbdlinearoperator＆om瀦（Bn）into肇フ（Bn）・

By（10），9gS・tisaboundedlinearoperatorB．om肇フ（Bn）into瀦（Bn）・Since

（虜∫，t），1＝免，tOnH（Bn），thesetwofactsshowthat免，fisaninvertiblebounded

linearoperator丘om瀦（Bn）onto肇フ（IBn）・

Nextweconsiderthecaset＜0・Since誓＝－t＞0，thepreviouscaseglVeS

that免・t，－tisaninvertibleboundedlinearoperatorB：Om肇フ（Bn）onto瀦（B71）・
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ByLemmalofl10］，itholdsthat免＋t，－t＝虜（S＋t）＋（～t）・＋t）＝虜∫，t＝（免，t）‾1

0nH（Bn）・Hence免，tisaninvertibleboundedlinearoperator丘om瀦（Bn）onto

瑠（鋸・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□
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