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1　は　じ　め　に

　拡散項を含むLallgevin方程式，すなわち確率的拡散方程式は自然現象を研究する数学

的道具としてしぼしぼ登場する。その例として微粒子や量子の運動，界面の成長などノイ

ズに影響を受ける現象を挙げることができる［1］［3］［5］［！0］［11］。しかし，自然現象を記述

する多くの方程式は非線形となり，解析的に解を得ることが困難なため数値的に求める方

法が広く用いられる。

　本稿では確率的拡散方程式を数値的に解く蒔に生ずる問題点を指摘する。普通，偏微分

方程式を数値的に解くために時間・空間をセルに分割して離散化する。対象とする方程式

が自然現象を正しく記述しているならば，セルの大きさをゼロとした極限が存在して，元

の連続な偏微分方程式の解と一致するはずである。したがって，そのセルの大きさがある

程度以上小さけれぽ得られる結果はセルの大きさに依存しないことが示されなけれぽなら

ない。しかし，この事実が成立しない場合がある。以下本稿では「成長する荒れた界面」

［7］［8］を記述する方程式であるEdwards－Wilkinson（EW）方程式［2］を取り上げ，空間次

元が高い場合，離散化の程度（セルの大きさ）に数値積分の結果が依存し，連続極限にお

いて界面の揺らぎが発散することを明らかにする。さらに，その原因が白色ノイズの仮定

にあることを示す。白色ノイズより特異性の小さいノイズに置き換えることによって発散

を避けることができる。本稿では線形であるEW方程式を用いて議論するが，その他の

多くの非線形方程式にもこの問題は存在する。

2　Edwards－Wilkinson（EW）方程式

まず始めにEdwards－Wilkillsol｝（EW）方程式［2］を紹介する。

（2．1）
∂んR’）一醐ゆ＋卿）．

式（2．1）がEW方程式である。この方程式は自己アフィンの対称性を有する「成長する荒

れた界面」の運動を記述する簡単なモデルである。〃（r，のは4次元で一辺の長さみの基

盤上での界面の高さを表し，時間’と基盤上の位置rの関数である（r∈［0，ゐ］つ。右辺の

最初の項は界面の表面張力，つまり界面が滑らかになろうとする効果を表す。ンは正の定

数である。確率変数であるη（r，’）に対しては普通最も数学的性質が明らかなガウス型白

色ノイズを仮定する。すなわち平均0（〈η（r，の〉＝0）で，相関は
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（2．2） 〈η（r，’）η（r，〆〆）〉＝21）δ4（r－r！）δ（’一期）

と与えられる。また初期条件は雇r，の一〇とし，境界条件は周期的境界条件を採用する。

すなわち，e‘を／番目の軸に沿った単位ベクトルとすると，雇r＋Lα，の＝雇r，のを満た

す。界面の荒さは高さの揺らぎで評価する。すなわち奴r，のの平均自乗偏差ω（ゐ，の≡

＜｛雇r，の一〈雇r，の〉｝2ソ〆2を界面の荒さを表す指標とする。ここで，〈…〉は確率変数

｛η（r，の｝による平均量を表わす。

　「成長する荒れた界面」の研究が盛んな理由の一つに臨界現象の研究においてその重要

性が明らかとなったスケーリング則［3］が成立し，定量的な理解が期待されることが挙げ

られる。スケーリング則とは時刻オとシステムの大きさ五に対して界面の揺らぎ卿（五，の

が次の形に表されることである。

（2．3） 卿¢，の＝．LαΨ（〃しり．

ここでスケーリング関数Ψωは十分小さな姻こ対してノの形で増加し，やがて飽和し

一定となる。すなわち，

Ψ◎）～」0β⑰《1のとき），

Ψ（∬）～60π∫’（灘》1のとき）

を満たし，かつβ＝α／gである。粗さ指数α（自己アフィン・フラクタルに対しては

Hurst指数と呼ぶこともある），動的指数zを基盤の次元4の関数として表すことが研究

の目的である。βは成長指数と呼ばれる。

　式（2．1）は線形なので容易に

（2．4） ㎡㈲一（P／レ）ム脳（欝’一exp膨2レ㈲

を得る。この結果の導出は4章に詳述されている。ん1＝踊とおくと，

㎡（ゐ，’）一（・／・）炉嘱勝1－exp（誤レ竹／が）

＝五2－dΨ（〃五2）

となり，スケーリング式（2．3）を満たしα＝（2－4）／2，g＝2となることが分かる。しかし，

式（2．4）の被積分関数は波長（㏄ん一1）が短いところでん一2のごとく振舞い，ゴ＞2，つま

り基盤の次元が2より高い場合，積分値は発散する（紫外線発散）。この事実は離散化の

単位に結果が強く依存することを示唆している。

3　数値計算（その1）

　まずEW方程式，式（2．Dを離散化する。空間的な離散化の単位をαとして基盤を

（21v）4個のセルに分割する（1＞＝五／2α）。格子点の位置をxFβiで表す。ここでiは4次

元の整数で，i二U，ゴ2，＿，∫∂，∫‘一〇，±1，＿，±N（」一1，2，＿，のである。時間的な離散化の

単位をτとして，ち＝ノτ（ブ＝0，1，＿）と表す。式（2．1）を陽解法で離散化すると，
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（3．1）　　　　　ぬ（x、，ち＋1）一ぬ（x、，ち）＋（レτ／α2）Σ伽（x、＋αe、，ち）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　－2ぬ（xご，ち）十ぬ（xご一ごze‘，ち）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　十τη〆（xご，ち・）

が得られる。ここでe∠は1番目の軸に沿った単位ベクトルである。確率変数η〆（xピ，ち）は

ガウス型で空間的，時間的にそれぞれ独立な分布を持つ。相関は次のように表される。

（3．2）　　　　　　　　　〈〆（xガ，ち）〆（xノ，ち・）〉＝2五）α一％一1δh，肖＆、，彪…　δガd，どa（男，〆．

後の議論に便利になるように指数φを導入した。式（2．2）の離散版の場合はφ＝4であるこ

とに注意する。平均0，分散1の正規分布に従う確率変数B（xご，ち・）を用いて，

（3．3）　　　　　　　　　　　　　　　　ηノ（xご，あ）＝～厄Z：アα一ψ／2ズ1！2B（xガ，ち）

と表わされる。しかし，求める値下読そのものではなく，ぬの分散であることからB（xぎ，ち）

＝～而σ（σは［一！／2，！／21の値をとる一様乱数）としても十分な精度が得られることが分か

っている［4］。結局，EW方程式（2．1）を離散化した

（3．4）　　　　　　ぬ（xガ，ち＋1）＝ぬ（xど，あ）÷（レτ／のΣ｛雇xガ十αeご，あ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2ぬ（xど，ち・）十ぬ（xピーαQ，あ）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋》至万α一φ12τ1・2百互σ

を以下に数値計算の対象とする。

　上記の式に式（2．2）に相当するφ＝4を代入して界面の揺らぎω（五，のを計算した。

ω（L，のは

　　　　　　　　　　ω2（㈲一（繭）岬臨ち）一石（ち）｝ろ

　　　　　　　　　　万（あ）一（，熊1）岬・（・・，ち）

より求める。ここでΣFΣ錐一κΣ㌫一N…Σ面一押である。以下，五＝50，ソ＝0，5，1）＝

0．005とする。σ盃τ／α2と定義されたσを0．1に固定してαをTable　1のように変化させて

4＝1 6＝3

α τ α τ

1．0 0．1 1．0 0．1

0．5 0，025 0．5 0，025

0．2 0，004 　 一

Table　l：Values　ofαalldτadopted　to　calculate　tlユe　surface　fluctuatio11ω（五，の．

計算した。4＝3では計算時間の制限からα＝0．2の場合は計算できなかった。なお，

d＝3，一〇．5の場合を除き10回計算しその平均値を求めた。ゴ；3，α＝0．5の場合は計算
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時間の制限から計算回数は1回のみである。

　’一1000まで計算し，横軸にオ，縦軸に躍とした両対数グラフをゴー1の場合，4＝3の

場合，それぞれFig．1，2に示した。

　得られた結果には顕著な違いがみられる。4＝1の場合，α，τの変化にかかわらず

ω（五，のはほぼ変化．していない。また，スケーリング則に従って直線的に増加しているの

が分かる。それに反して4＝3の場合はαの値が小さくなるにつれてω（L，のの値が大き

く変化している。これは離散化の単位αにZ〃（五，のが依存することを意味している。

㌦
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Fig．2：Surface　fluctuationω（ゐ，のas　a　fullction　of　time’forげ＝3
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4　連続極限

　前節における数値計算の結果を理解するために解析的な考察を行う［6］。雇恥，のを空間

的にフーリエ変換すると，

（4．1）　　　　　　　　　　　　　　　ぬ（kη，毒）＝（21＞F十1）一dΣε一瓶π’Xソ3（x∫，ち）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
となる。ここで離散的な波長ベクトルk。＝（ん。、，ん。、，＿，編）はん。戸2π〃（L＋α），η‘二〇，

±1，＿，±1＞（／＝1，2，＿，ので定義される。雇xど，0）＝乃（k。，0）＝0という初期条件での式

（3ユ）の解は，

　　　　　　　　　　　　＾　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　　＾
（4．2）　　　　　　　　ぬ（kη，ち＋1）嘉Σ［1一γ（1｛2己）PイB（kπ，ち・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝0
と与えられる。ただし，y「（k。）＝（4レτ／α2）Σ去、sin2（島、、α／2）である。

　式（4．2）に式（3．2）を代入して

（4．3） z〃2 iL，ち＋1）　二　21＝）α一φτ（21＞十1）一d

・澤桔三図￥鴇判

が得られる。ここでΣ1。｝はn＝0を除くΣ窪F卍Σ鋸一パ・・Σ鋸．丼を表している。式

（4．3）の連続極限はムと’を固定してα，τ→0とすることによって得られる。連続極限によ

って式（3．1）は式（2，1）に収束するはずである。

　式（4．3）を計算するためにΣ1。｝を次のように2つの部分に分ける。

　　　　　　　　　　　　　エ　り　　　　　ヒ　　　　　　　レじ
（4．4）　　　　　　　Σ1。｝＝　Σ　　Σ　…　Σ　十（その他の項）．
　　　　　　　　　　　　π1コーNcπ2≡一2Vc　　　ηd＝一1Vc

N。は1《N，《1＞r ﾆなる整数でNとの比は固定される，ろ一N。／2＞《1．再度最初の和にはn

＝0が含まれないことを注意する。

　式（4．4）における最初の和においてα，τ→0でγ（k。）→匠ん2，｛1－y（k，、）｝2耽→

exp（一2レ徽）となることを使って，

（・．・）　（D／・）rヅ…五｛1一・x・卜・剥｝／礁（轟／・・）

となる。積分領域はΩ＝｛∩宏1協；t酬≦2πゐ／α｝｝∩｛∩乳、協；囮≦2π／五｝｝cである。ここ

で｛…｝cは｛…｝の補集合を表す。α→0の極限において式（4．5）がもっとも大きな寄与と

なる。4＞2のときはαが0に近づくにつれて式（4．5）の積分は発散するためこの方法は

無効となる。

　式（4．4）のその他の項において伽＝π〃（2N÷1）と置く。｝z（k2z）≦（4レτ／α2）sin2（舶／2）

であるから，｛1－y（k。）｝2’！τは次の条件のもとでτ→0という極限を取ると1となる。

（4．6）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、σ≡τ／α2〈（2レゴ）一1。

この条件は放物型の偏微分方程式を陽解法で数値的に積分するときに現れる。この結果，

その他の項からのω2（L，のへの寄与は，
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（4．7） ω／・・）㎡・
轣cん「象・・㎡㌍・・σ（象・il晦γ1－1意（⑳／・）

となる。ΩはΩの周辺の領域で

（4．8） Ω一
_｛勉；1勉1≦π／2｝｝・｛ム｛勉・1裾≦・・／・｝罫

式（4．7）の積分は常に有界である。

　式（4．5）と式（4．7）より4〈2の場合連続極限をとったときにω（ゐ，’）が有限となるため

には次の条件を満たさなけれぽな：らない。

（4．9） φ＝6．

躍〈2の場合では式（2．1）を直接積分した式（2．4）に収束してα一（2－4）／2，g－2が得られる。

　一方，6＞2の場合，被積分関数は〃≡屡＋露÷…＋凋1／2－0付近で〃d－3のごとく振

舞うので，積分値は発散しない。そのため，積分領域をΩ＝∩ム｛〃朗洲≦π／2｝に置き

換えた式（4．7）が直ちに得られる。鼠ムのを有限に保つためには

（4．10） φ＝2．

を満たさなければならない。逆に白色ノイズを仮定するならぽ，すなわちφ一4とするな

らぽ，z〃2（L，のは4＞2ではセルの大きさαに依存して，α2昭に比例することが分かる。

前節における4＝3の数値計算の結果を見ると，’＝1000でα＝1．0のときおおよそ既一1．。

＝0．05，α；0．5のときω。一。．5＝0．07である。両者の比ω。一Lo／”。．。．5はα（2－3）／2値の比（1．0／

0．5）一1／2とほぼ一致している。数値計算の結果は解析的な考察によって確認されたことに

なる。

5　数値計算（その2）

　前節における解析結果よりゴー3の場合にはφ一2として式（3．4）の計算を行うと，α，τ

の変化にかかわらず界面の揺らぎ”の値は一定のはずである。その事実を数値計算によっ

て確かめるために，φ一2として計算をやり直した。その結果をFig．3に表した。ただし，

φ以外のパラメータは3節と同じにした。

　α，τの値は異なっていても，躍（五，のの値はほぼ同じであることが確認される。4＞2

ではφ＝2とすることによって離散化の単位に依らない正しい結果が得られることが数値

的にも確iかめることができた。

　システムサイズを半分にしてセルの大きさも半分にすると，分割されるセルの数が同じ

であるから直観的には等価な計算をしていると思われる。そこで，φ＝4，4＝3のとき，

A L＝100 a＝／．0

B L＝50 a＝0．5

となるA，Bの2つの場合を計算し比較した。その結果をFig．4に示したが，明らかに

両者は異なる値を与える。δ＞2の場合においてEW方程式の数値計算：はシステムサイズ

とセルの大きさの比，すなわちセル数のみには依存しない。



確率的拡散方程式の数値計算における注意 21

（劇、

v）

0．1

0．01

a＝0．5
a＝1．0　一一一一一一一一一一

0．1 1

O
t

1 100 1000

Fig．3：Surface　Huctuatioll　zo（zっ’）as　a　fullction　of　time’for　4＝3，φ＝2．

（
コ
）
≧

0．1

0．01

A

B

0．1 1

O
t

1 100 1000

Fig．4：Comparison　of　zo（．L，’）s　obtained　ill　two　cases，　A　alld　B．　See　text　for　details，

6　ま　と　め

　EW方程式を数値的に求めようとした時，4－1の場含では解析的に求まる結果と同じ

結果を数値計算によっても求めることができた。しかし，ゴ＝3の場合ではEW方程式の

数値計算による界面の揺らぎω（L，のが離散化の単位αに依存することを示した。界面の

揺らぎは巨視的な量であり，離散化するセルの大きさといった微視的な量に依存してはな

らない。依存する結果が得られることはEW方程式がもはや物理的な意味を持たないこ
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とを意味する。しかし，空間的な白色ノイズの仮定を破棄し，白色ノイズより特異性の低

いノイズに変更すれぽ，界面の揺らぎω（L，のは微視的な量αに依存しなくなる。

　EW方程式は線形であるため，解析的に解が得られ数値計算における誤りを予測するこ

とができ，またそれを修正する方法も求めることができた。しかし，非線形で解析的に解

くことができない方程式，例えばKPZ方程式［9］などに対しても解決方法は予測できない

が同様なことが起こりうる。確率的拡散方程式を数値的に求める時には注意が必要であ

る。
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                               Abstract

   A Langevin-type diffusion equation is studied by means of numerical integration.

We show that the assumption of Gaussian white for the noise is occasionally invalid for

stochastic diffusion equations such as the Edwards-Wilkinson equation in dimensions

larger than two, because the derived results depend on discretized unit. Less singularly

correlated noise is required to obtain reasonable results. The same situation can

appear in a wide class of nonlinear stochastic partial differential equations.


