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2変数最大エントロピー分布の適用性

寒川典昭＊　荒木正夫＊＊　寺島　彰＊＊＊

　　　　　　　　G沼．和62年5月25日受ヨ里）

Applicability of the Two-Variate Maximum

　　　　　　　　　Entropy Distribution

Noriaki SOGAWA,* Masao ARAKI, **

　　　　　and　Akira　TERASHIMA＊＊＊

　　　The　apP三icability　of　the七wo・variate　max圭mu聡entropy　distribut圭on（2MED）to

the　two－variate　gamma　type　distribution（2GTD）and　the　ob＄erved　hydrologic　histo－

gra瓢（OHH），　whe無several　low・order　moments　are　know且，　was　exami総ed　by　e肝

p1◎y三韮g　the　iteration　method　to　calculate　releva総t　perameters．　Real　and　es毛圭憩a毛ed

va1穏es　of　the　mo凱en七s　were　usedも。　examine　the　possibiiity　of　improving　the　ap－

p夏icability　of　the　2M£D　to　the　2GTD　a鍛d　OHH．　After　investigat圭ng£he　variatio職of

the瓢omen七s　by　using　sirnulatio籠data　from　the　2GTD，　va玉ues　o麦the凪。鵜e鍛ts　were

changed　a就輸ca玉玉y　a簸d塁sed　to　analyze塩e　sensitiv三ty　of　the　2MED．　The　2M（硅，4，

2，2），which　stands　for　the　2MED　glvell　the負rsもfo羅r　moments　w玉th　respect　to

variables劣，　y，　a捻dκ夕，　was　in　good　agreement　with　a銀y　types　of　2GTDs　and　OHHs．

The　2M（3，3，1，1），　which　sta臓dsまGr七he　2蟹ED　g圭ven七he丘rst　three無oments　wi七h

respect七〇κand夕a益d　the五rst　mome塾t　with　respect　toκ夕，　was　i蹴good　agreemen七

w隻th　theもwo．variate　exponen毛ial　type　distributio鴛and　theもwo・variate　exponential

type　OHH．

●

雀 ま　え　が　き

　　2地点で観測された水文量を同蒔に頻度解析するとき，2変数の同時確率密度関数が必

要である．従来水文統計における2変数分布として，指数分布1）・2）・3），正規分布4），ガンマ

分布2），3）が用いられてきた．ところが，2変数指数分布，2変数正規分布は周辺分布が指

数分布，正規分布をする場合であり，このような水文データは特殊な場合に限られている．

一方，2変数ガンマ分布は広く非対象形を表現することができ，岱用面において有効な分
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布とされている5）・6）が，変形ベッセル関数を含んでいるためその取り扱いに困難を生じる

場合がある7）とともに，3変数以上に拡張したときパラメタ推定が難かしい．

　このような現状に鑑み，1984年，我女8）は2変数最大エントロピー分布を提案した．こ

れは，1変数最大エントロピー分布9）の性質を保持したままでの2変数への拡張であり，

小標本を取り扱う水文統計にとって有効な分布であること，3変数以上の多変数lo）及びm

変数を条件とした（n－m）変数の条件つき分布11）へと拡張可能であること，密度関数式が

簡潔で利用しやすいこと，等の特徴を有し，水文量の多変数統計を可能ならしめた．しか

し，母集団の再現性及び実測データの適用性の検討については，水文統計上重要な未解決

課題として残されていた．

　本稿は，我々が用いたパラメタ同定法について概説しながら，主として次の4項目を通

じて上述の問題を解決したものである．

　1）典型的な5つの形状を示す2変数ガンマ分布を母集団と仮定して，2変数最大エン

トロピー分布で十分な精度まで：再現するのに必要なモーメントの次数を把握する．

　2）シミュレートしたデータから得られるモーメントの精度を明らかにし，シミュレー

ションデータからのモーメントを用いた最大エントロピー分布と真値のモーメントを用い

た最大エントロピー分布の比較から必要なデータ数を推定するとともに，データ数を固定

した場合の生起データの相違による最大エントロピー分布の変動性をとらえる．

　3）モーメントを人為的に変動させ，最大エントロピー分布の感度を分析して，許容で

　きるモーメントの変動域を明らかにする．

　4）実測の水文データを用いて最大エント戸ピー分布を求め，データの頻度確率と比較

することにより，最：大エントロピー分布の実データへの適用性，及び必要とされるモーメ

ントの次数を検討する。

　尚，3～6章において，適合度の改善及び適合度の良否の判断は，必要に応じて3次元

立体図，等確率線図，断面図，メッシュ確率を用いながら，我々が頻度解析を通じて得た

経験に基づいている．いずれ客観的な判断指標の導入を検討しなけれぽならないと考えて

いるが，現時点ではこのような方法に頼らざるを得ないことを付記しておく．

2．　理論式の概説＊＊＊＊β）

　2．1　2変数最大エントロピー分布

確率変数κ，夕の同時確率密度関数をρα，ッ）とするとエント揖ピーは次式で定義され

る．

礪γ）一一∫∫ρ囲1・p（的夕）・… （1）

いま，密度関数の具備すべき条件と任意関数g。（κ，ッ）の期待値を

∫∫ρ（…）δ・・y一・，
（2）

＊＊＊＊ ｶ献8）の記述は不十分であったため補足を加えて再記する。
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　　　　　　　∫∫翫（κ，ツ）蜘）…y一晦（剛・・一・・Z…・M　（・）

と書くと，（2），（3）式を欄約条件として（1）式を最大にする分布，すなわち最大エントロピー

分布は次式で与えられる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムグ
　　　　　　　　　　　蜘）一・x・｛一λ一Σλ。9。（κ，ツ）｝　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ＝王

ここに，E［・］は期待値記号である，え。はラグランジュ乗数であり，（4）式が（2），（3）式を満

足するように決定される．（4）式は，特定のg．（κ，ッ）を与えることにより，2変数の，一

様，指数（相関がない場合），正規分布になり得る8）．

　いま，1変数における4次までの統計モーメントは，それをもつ確率分布の形状と深く

かかわっているため，ここでも統計モーメントで情報を与えることを考える。κ［0，。。），

ッ［0，。。）とすると，（3）式は次のように書き換えられる．

∫1∫1が勘）・・dy一漁・・一・……・輪・

∫1∫1煎・）・・dy一・・…一・・獄…・脇・

　　　　　　　　　／l∫1吻％囲・・dy一漁

　　　　　　　　　　　o＝1，2，…　，ノ＞c，　4篇1，2，…　，！＞4

　このとき，（4）式の最大エソト粋ピー分布は次式となる．

　　　　　　　　　　　　　　　　N¢　　　　　　　No　　　　　　N¢　」v¢

　　　　　　翻…・（…細心一署…L顯趣〆・り

ここに，α，

であり，（8）式が（2），（5）～（7＞式を満足するように決定される．

グラソジュ乗数をもつ⑧式を2ハ4（NのNδ，N6，　Nゴ）と略記する．

　2．2パラメタ同定法

　（8）式を（5）～（7）式に代入して整理すると次式が得られる，

　　　　　　∫1∫陣（一か一瞬磁か小・・

　　　　　　一珂r胴鷺階慧泌二尉）嶋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ漏1，2，…　，2＞‘z，

（5）

（6）

（7）

（8）

βα，γゐ，δ。4はラグランジュ乗数（母数あるいはパラメタと呼ぶこともある）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　このようにして求まったラ

（9）
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　（9）～（11）式は，

解は求まらない．いま，βα，γ∂，δC4の近似値をβ％，γ0∂，δ0。4，残差をβεα，7εδ，δεC4と

おくと

　　　　　　　寒駕典昭・荒木正夫・寺島　彰

∫rr蜘（一美隠か一舗嗣叙・y

一二rr即（　1vα　　　　　」〉わ　　　　　Nc　Nd一Σβ。・α一Σγ6ッLΣΣδ，〆〆　α笛1　　　　　〃篇1　　　　c竺14讐1）嶋

　　　　　　　　　　　　　　　　ブ漏1，2，…，2＞δ，　　　　（10）

∫r∫r蜘（一か一善泌呼捨叡・y

　　　　　　　　　　　　　　ムあ　　　　　　　　　　　　　　　　　　かごルぱ　　　　　　　　　エゾゆ
一輪r∫r・xp（一》匹苔…う一朋醐…仏

　　　　　　　　　　　々漏1，2，…，凡，1漏1，2，…，！％　　　　（11）

　　β。，γδ，δ。4に関する非線形連立方程式であるため，このままの形では

　βα＝β％十βεα，　γ∂＝＝γoδ十γεδ，　9c4＝9004十‘ε‘4　　　　　　　　　　（12）

となる．これらを⑨～（11）式に代入して，βε。，γεδ，δε曜に関してテーラー展開し，（βεα）2，

（γεう）2，（δεc4）2以上の微小量の項を無視して整理すると次式が得られる．

　　　　Nロ　　　　　　　　　　　　　　　　　Nδ
　　　　Σ（2f。のド漁zレ，。）β・。＋Σ（乙，う一。μゴる，う）γεδ＋

　　　　α＝王　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ＝1

　　　　N¢1＞d
　　　　ΣΣ（2㌃÷c，6一一κμゴ2捲，4）δε。4罵Zゴ，ゲ。μゴ属，。，レ1，2ジ・．，N。，　（13）

　　　　o講1δ哲1

　　　　ガロ　　　　　　　　　　　　　　　　エ　む
　　　　Σ（2。，戸yμゴz。，。）βε。＋Σ（る，ゴ．み一，μゴる，う）・εゐ＋

　　　　σ翫1　　　　　　　　　　　　　　　ゐ窩1

　　　　みさ　ハた
　　　　ΣΣ（ろノ招一。μノ島，げ）δε。4一る，ノー。μノ乙，。，河，島…，N占，（14）

　　　　σ犀14弩1

　　　　ムrα　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N西
　　　　Σ（z々．α，ド。んz。，。）β・。＋Σ（z々，z。δ一矧μ渦，δ），εδ＋

　　　　α響1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う＝1

　　　　エ　ご　かぜ
　　　　ΣΣ（る．。，」。r♂々」易，4）・ε。・一る，1一。んる，。，

　　　　σ冨1づ鳶1

　　　　ん＝1，2，…　，！＞o，　　1漏＝1，2，…　，N4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
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ここに，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　NG　Nd　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ルリ　　　　　　　　　　　　　　エ　に
　　辱∫r∫r漁・（一裂曜一署淘δ一朋肋り…y （16）

である．（13）～（15）式は未知数（β％，γεδ，δεc4）の数

と方程式の数が一致した線形連立1次方程式であ

り，解くことが可能である．

　具体的には図1のフP一チャートに従ってβ。，

γゐ，δc4を算定する．ここで，初期値βoα＝0．0，

γ％＝0．0，δOc4譜0．0としているのは，この場合

が経験的に最も収束性がよいためである．

　βα，γδ，δc4が求まると，（8）式を（2）式に代入す

ることによりαは次式で算定される．

　　　　　　　　　　　　　ルロ　　　　　　エゾか
　　　・一1・｛∫r∫r・x・（一碧躍一濁…し

　　　　む　エ　ぜ

　　　顯娠が）・・dy｝　（・7）

　尚，（4）式あるいは（8）式で示された最大エントロ

ピー分布を　2．MED　（Tωo・Vπ7翅θ1瞼κ伽κ彫

．E卿γoρyP短7狛漉侃）と略記することもある．

　3．　真のモーメントを用いた場舎

　　の適用性

　3．1仮定した母集団

s七＆r七

83・・，・，・9・…

ﾂ1ゴ・．・

CalC犠1麟iQn　of
Lqu翫七i。捻（ユ2）

Calcula七io鍛of
・巣ﾊa七i。ns（ユ3）一（エ5）

β・。…一’・，・壽・・構’

@　　　　　　　　　　一5
@　　δε。弄10

轟。

’　　　　　　　yes

End

Fig．1　Flow　chart　of　the　esti－

　　Inatio職　　procedure　for

　　parameters　of　2MED。

　周辺分布が形状母数り、漏％＋甥，り2＝％伽，％≧0）のガンマ分布である2変数κ，ア

についての密度関数は井沢3）により次のように書かれている．

ρ（κ，ツ）＝

　　チエヘユ

（耀）T〆π

r（・）r（吻（。、σ，）2皆㌔、・・（1一ρ）ρ早
・x・｛一≠，）碗（～≒）｝

・∫：（・一・）’号1…’1exp｛の（1竺，）｝恥1（2鶏》諾（・一’）・’
（支8）

ここに，「（・）はガンマ関数，ん（・）はり次の変形ベッセル関数であり，σ1，σ2，ρは定

数である．

　一方，2変数κ，ッについての原点まわりのρ，g次のモーメントを％gと書くとき
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　　　　　　　　　　　　　　　　初・・一（。1論・　　　　（・9）

で定義されたモーメントを基準化されたモーメントと呼ぶことにする．

　以下では形状母数り1，り2がン、雫ジ2のとき，（18）式を2G（リェ，り2，ρ），レェ＝ン2漏レのと

き，2G（り，ρ）と記し，母集団と仮定する．このとき，尺度母数σbσ2はり10＝ソ01＝1

となるように決定する．

　3．2ン1＝ッ2漏りの母集団に対する適用性

　ここでは，指数分布2G（1，0．2），緩やかな分布2G（2，0．5），鋭い分布2G（4，0．5）を母集

団として採用する．表1は，それぞれの母集団がもつ基準化されたモーメントを情報とし

て得られた最大エソト戸ピー分布のパラメタ（ラグランジュ乗数）の値である．適合度は

3次元立体図と等確率線図を用いて判定する（全体図比較）とともに，後述の他の2側面

からも検討を加え，この判定の妥当性を検証する．

　図2は仮定した母集団2G（1，0．2）と，最：大エントロピー分布2M（3，3，1，1），2！威4，4

1，1）の内2ルf（3，3，1，1）の場合の3次元立体図＊＊＊＊＊である．3老はほぼ一致しており，

Table　l　Parameters　of　2MED　to　2G（1，0，2），2G（2，0．5），

　　　and　2G（4，0．5）．

2G（1，0．2）， 2M（3，3，1，1｝ 2き伍（4，4，1，1）・

α 一〇．14418 一〇。工3749

β1（冒Y1》

ﾀ2（雛Y2）

ﾀ3（＝Y31
ﾀ鞠（舗Yの

ユも1441

|0．0029132
@0．0026707

ユ．1308

O．OO69515
O．00050528
O．00013316

δ…1 一〇．15045 一〇．15042

2G（2，05） 2！線（2，2，】．，：L）　　　　2凹（4，4，1，IL｝　　　2愁（4，4，2，2）

鵬 0・57084　　　　　　　　　1●6852 ユ．2734

β1（臨Y三》

ﾀ2（箒Y2）

ﾀ3（＝Y3》

ﾀ、（謹Yの

0．14688
O．フ7881

一2。0921
@2．8953
|0．70465
@0．・068628

一1。5278
@3。2772
|0．89304
@0．077565

　　δ11δ12｛冒δ21）

@　δ22

一1．1866 一1．0480 一2．9656
O．406’41

|0．067ユ29

2G（毎，05） 2麗（2，2，L1》 2剛4，4，ユ，1） 2腿（4，4。2，2）

α 2．工283 5．3627 4．5707
β1（躍Yi）
ﾀ2（鐸Y21・β3（＝Y3）

a辱（譜Yの

一1。8801
@2。3276

一8．4525

@9．7708
|3．1215
O．39584

一7．2592
H0，475
|3．6144
@0。42859

　　δ11δ12（嵩δ21）

@　δ22

一2．6116 一2．3235 一6．3267
@1．0551
|0．22084

＊＊＊＊＊　3，4章の3次元立体図には等確率線図を併記して適合性を判断しているが，紙面の都合で省

　　略した．
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2G《1，0◎2）

2．0

1．0

P（x，y》

ユ．o

ユ．0 G－
ぬ
㍉

＼、

g，〉

W
糞

〉

〉

　　

@　

・

〈

　　　　　　　　P（x，y）

・聯’・’・》訟．0

2．O

　y

Fig．2　Three・di源enslonal　expressio無of　2G（王，0．2）a豆d　2M（3，3，1，1N

2G（2，0・5）

P（x，yl

工．0 2M（4，雀，．2，2）

P（x，y）

’1．0

x
2，0

工。0
1。0

2．0

ゾ　x
2．0

1．0 1．0

2．O

　y

Fig．3Three－dimensional　expressiQn◎f　2G（2，0．5）alld　2M（4，4，2，2》

このような指数分布に対しては2ルf（3，3，1，1）で十分よい再現が得られている．

　図3は仮定した母集団2G（2，0．5）と，最大エントロピー分布2M（2，2，1，1），2，M（4，4

1，1），2ルf（4，4，2，2）の内2M（4，4，2，2）の場合の3次元立体図である．2G（2，0．5）

のモードの位麗はかなり原点の近くにある．21賦2，2，1，1）の適合度は2G（2，0．5）よリ

フラットになり，あまりよくない．2ルf（4，4，1，1）は母集団の形状を概略的に表現してい

るが，まだ十分な適合度は得られていない．2M1（4，4，2，2）になるとん軸及びy軸周辺で

適合度の改善がみられるが，2G（1，0．2）の場合に比べれば適合度は劣る．

　図4は仮定した母集団2G（4，0．5）と，最大エント道ピー分布2M（2，2，1，1＞，2瀬（4，4

1，1），2M（4，4，2，2）の内21頃4，4，2，2）の場合の3次元立体図である．2G（4，0．5）

は2G（2，0．5＞に比べてモード付近での密度関数の値が大きく，その位置も原点から離れ

ている。2！硬（2，2，1，1）は2G（4，0．5）よりフラットにな：り，概略的にしか母集団をとら

えていないが，2G（2，0．5）の場合の2M1（2，2，1，1）に比べればよい適合度を示している．
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2G《4，0．5）

P（x，y⊃

1．o 2M（4，4，2，2｝

P（x，y，

ユ．0

ユ．0 ユ，0

2。0

y　X

2．0

ユ．0 1．0

2．O

　　y

ノ

Fig．4　Three・dimensional　expression　of　2G（4，0．5＞and　2M（4，4，2，2）．

2M（4，4，1，1）は2M（2，2，1，1）に比べてかなり母集団に対する適合度を増し，・モード

付近での密度関数の値，モードの位置がほぼ母集団と一致している．2ル雁，4，2，2）に

すると，κ，ッの小さい領域ではッ＝藩軸に沿う方向に収縮され，大きい領域では拡大され

て，より母集団との適合度が改善されている．

　次に，ッ露0（2G（1，0．2）の場合のみ），0．5，1，0，1．5，2．0におけるκ方向の断面図を普

通紙上に，夕＝0（2G（1，0．2）の場合のみ），0．5，1．0，1．5，2。0，3．0，4．0におけるκ方向

の断面図を片対数紙上に描いて適合度を検討した（断面図比較），さらに，図2～4の立体

図を0．5区画のメッシュに切り，そのメッシュ上の体積をメッシュ面積で除した値により

適合度比較を行った（メッシュ確率比較）．紙面の都合により図は省略するが，これらの

比較による適合度の結果は前述の考察を支持するものであった。

　3，3　り1≒り2の母集団に対する適用性

　ここでは，一方の変数の周辺分布が指数分布，他方は山形分布をする2G（1，2，0．2），両

2G（2，1，0。2）

P（x，y）

ユ．0 2M（4，4，1，1）

P（x，y）

’1．0

x

2．0

1’W 1．0

　＼　　2・．0

y　x

2．0

ユ．0 1。0

2．0

y

〉〉
、

Fig．5　Three－dime旦sional　expression　of　2G（2，1，0．2）and　2M（4，4，1，1工
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Table　2　Parameters　of　2ME：D　to　2G（2，1，0．2＞a塾d　2G（4，2，0．5）．

2G　2，1，0，2 2腿（2，2，ユ，1｝ 2M（4，4，191｝ 2凄4（4，4，2，2）

α 0．44606 ユ．0495 0．98926．

β1

ﾀ2
ﾀ3

n

一〇．22343
@0．475ユ5

一2．7096

@2，8838
|0．76278
O．070337

轍2．6227
@2。8747
|0．76496
@0。069914

γI

x2
ﾁ3
x恥

ユ．1615

O．010136
1．1564
O．0050997
O．00046649
O．OOOO13002

　1．2405
@0．0011730
|0．OOO68954
@0．OOOOO43483

δH
ﾂ12
ﾂ2ユ

ﾂ22

一〇．ユ8365 一〇。16952 一〇．30683

@0。013660
@0。029066
ｨ0。OO工6040

2G（起，2，05） 2踵（2，2，1，1） 2絨（4，4，1，1｝ 2M（4，4，2，21

α L6458 3．9356 3。49嘱

β1

ﾀ2
ﾀ3
ﾀ恥

一2．6333
P．949《

”9．4588
@9。8161
|3．2788
@0。41419

一8．8829

@9．9841
|3．4237
@0．41049

Yl
x2
x3
x辱

0．45067
O．59622

一2．0656
@2．9234
ｺ0．74772
@0．070038．

一1．29フエ

@2．9518
|O．79726
@0．07241ユ

δu
ﾂ12
ﾂ21
ﾂ22

一ユ．工0工6 一〇．95624 一2，5731

@0．24403
@0．51503
|0．066436

童とも同一でない山形分布をする20（4，2，α5）を母集団として採用する．表2は，それ

ぞれの母集団がもつ基準化されたモーメントを情報として得られた最大エントロピー分布

のパラメタの値である．適合度め判定は3，2の全体図比較を用いて行う．

　図5は仮定した母集綱20〈2，1，0．2）と，最大エントロピー分布2照2，2，1，1），2M（4，

2G｛4，2，0・5）

　　　2．O

e　　k
　　　、

工．0

N

P（x，y）

1．0

ユ．0

2麗（4，4，2，2》

ユ．o

P（x，y》

ユ。0

ユ．0

2．G

y
x

2．0’ 2．0

y
！

Fig・6Three・dim・n・i…玉・・p・essi…f2G（4，2，0．5）・・d　2M（4，4，2，2λ
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4，1，1），2跡（4，4，2，2＞の内2M（4，4，1，1）の場合の3次元立体図である．2M（2，2，

1，1）の適合度は2G（2，1，0．2）よリフラットになり，あまりよくない．2M（4，4，1，1）

にするとッ軸上付近では母集団と十分に一致していない部分があるが，全体的にはかなり

適合度が改善されている．21匠（4，4，2，2）は2M（4，4，1，1）とほぼ一致し，この場合相

乗モーメントの次数の増加の効果はわずかであることがわかる．

　図6は仮定した母集団2G（4，2，0．5）と，最大エントロピー分布2M（2，2，ユ，1），2ルf（4，

4，1，1），2！14（4，4，2，2）の内2M（4，4，2，2）の場合の3次元立体図である．2G（4，2，

0．5）のκ方向の分散は夕方向の分散よ．り小さくなっている．この場合も2M1（2，2，1，1）

は2G（4，2，0．5）よリフラットになり，あまり適合度はよくない。2M（4，4，1，1）にする

とかなり適合度が改善され，2M（4，4，2，2）にするとさらにκ軸付近での改善がみられ

る．

4．　シミュレーションデータによるモーメントの

　安定性と最大エントロピー分布

　4．1モーメントの安定性

　ここではモーメントのもつ誤差を検討するために，2G（1，0．2），2G（2，0．5），2G（4，0．5）

を母集団として個数η＠＝10，2G，…，150）のデータを50個発生させ，〃zlo，槻。，〃z30，

肱。，魏50，柳60，茄1，〃312，初21，窺22の平均と標準偏差を求めた．図7は，1例として母集

団を2G（2，0．5）とした場合の肱。と窺60の安定性を示したものである．全体的にみて，

データ数が60個ないし70個付近から平均値が母集団のモーメントに近づき，標準偏差が小

さくなる様子がうかがわれる．また，高次モーメントになるに従い標準偏差が大きくなり，

前章の適合性との関連から最大エントロピー分布への清報としては4次モーメントまでに

留めることが妥当である．

6．o

5．0

4．o

3．0

2．0

ユ。o

　　　一斑eaam与0　　　＿＿＿＿♂Standard　devia七ion

パー一一Real　va加e

20　　40　　ω　　80　まOO　三20　ユ40　よ60　a
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40
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一工0

一20

　！㌔　　　　皿6。

一7へ典7｝｛　　』一一

20　　40　　60　　80　工00　120　エ40　ユ60
　　　　　　　　　　　　　　n

Fig．7　Stability　of　moments　m4もand鋤。（population：2G（4，0．5））．

4．2　シミュレーションデータと最大エント降ピー分布

（1）データ数増加と最大エントロピー分煙

ここでは母集団から発生させるデータを％諾10，20，…，150と増加させ，検討を要す
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るデータ数に対して最大エントロピー分布を求めた。

　　1）　2G（1，0．2）と2M（3，3，1，1）

　母集団を2G（1，0．2）とし，π＝20，40，…，140ごとに2114（3，3，1，1）を求め，3次元

立体図と等確率線図を描いた．図8は％翫40の易合の3次元立体図である。分布の形状は

πご40から母集団に近くなるが，その後のデータ数になっても2F40の分布より適合度が

劣る場合もあった．

　2）　2G（4，0．5）と2M（2，2，1，1），2M（4，4，2，2）

　母集団を2G（4，0．5）とし，％＝10，20，…，150に対する2！照2，2，1，1）と7F70，90，

100，110，130，140，150の2M（4，4，2，2）を求めた．％認10，20，30，40，50，60，80

120の2M（4，4，2，2）は求まらなかった．21匠（2，2，1，1）の場合，20個ごとに3次元立

体図と等確率線図を描いた結果，2F60個程度から真値のモーメントを用いた2M（2，2，1，

1）に近似していることがわかった．舩4（4，4，2，2）の場合，求まった7ケースとも3次

元立体図と等確率線図を描いた結果，どのケースも真のモーメントを用いた2．M（4，4，2，

2）に近似していることがわかった，図9はπ誕70の場合の3次元立体図である．

　（2）同数：の異種データと最大エントロピー分布

　ここでは母集団を2G（4，0、5）とし，1組70個のデータを5組発生させて，各ケースご

とに2M1（2，2，1，1）と2M（4，4，2，2）を求めた．図10は二値のモーメントを用いた場合

と比較して最も離れた形状を示したケース3の2M（4，4，2，2）の3次元立体図である．

ケースごとの変動はデータ数が少ない程大きくなることが予想されるが，7Q個のデータ数

になってもこの程度の変動が存在することを認識しておかねぽならない．又21照2，2，1，

1）の場合，2M（4，4，2，2）より大きな変動を示すことも明らかになった，

P（x7y）

2。O

x

ユ。0

工．0

LO
2．0

y

1．O
P（x，y）

’0ユ

、
＼

〉

恥教

掛、

グ

Fig．8　Three鍾dimensiona玉expression
　　of2厳（3，3，1，1）w玉th　n瓢40
　　（population：2G（1，0．2））．

Fig．9　Three・dilnensional　expressioa

　　of　2M（4，4，2，2）w三th総冨70
　　（PQpulation：2G（4，0．5））．
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5．　モーメントの変動による感度分析

2．O

X

工．◎　　、

P（x，y》

1．0

1．0

2．O

　y

Fig．10　Three－dimensional　expression
　　　of　2M（4，4，2，2）in　the　worst　of

　　　丘ve　cases（populatio捻：2G　（4，

　　　0．5））．

　　6．0≦溺30（真で直6．0）≦10．0，　1。01≦卿11（1．2）≦1．75

2G（1，0，2）に対する2M（4，4，1，1）

　　23．0≦例40（24．0）≦24．39，　0，8≦窺11（1．2）≦1．3

2G（4，0．5）に対する2M（2，2，1，1＞

　　1．20≦甥20（1，25）≦1．35，　　1。05≦”呈11（1．125）≦L175

2G（4，0．5）に対する2M（4，4，2，　2）

　　3．22≦勉40（3．2813）≦3．795，　2．35≦7η22（2．3828）≦2．43

　ここでは，モーメントの人為的変動

が最大エントロピー分布に及ぼす影響

を分析する．母集団として2G（1，0．2），

2G（4，0．5）を採用し，変動させるモー

メントは最高次数の周辺分布に関する

モーメントと最高次数の相乗モーメン

トとし，それ以外はすべて真値に固定

した．

　このとき，採用した最：大エントロピ

ー分布が，3次元立体図から半蜥して

真のモーメントを使った最大エントロ

ピー分布に形状的に近似していた区間

は次のとおりであった．

　2G（1，0．2）に対する2M（3，3，1，1）

　　　　　　　　　　　　　　（20）

（21）

（22＞

（23）
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Fig．11　Three・dimellsional　expression
　　　of　2M（3，3，1，1）with　the　upper

　　　I玉mit　of　m30　population：2G（1，

　　　0．2））．

Fig．12　　Three－dimensional　exPressio獄

　　　of　2M（4，4，2，2）with　the　upper

　　　lim玉t　of　m40（population：2G（4，

　　　0．5）N
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　図11は（20）式で示した窺30の上限値での2瀬（3，3，1，1），図12は（23）式で示した”240

の上限値での2M（4，4，2，2）の3次元立体図である．

　　　　　　　　　　　　　　6。　実データへの適用性

　6．1　2地点流麗

　　石原・長尾12）は合流河月1における治水計画に2変数正規分布を適用した．ここでは，

この目的のために2変数最大エント揖ピー分布を求める．

　使用したデータは，図13の立ケ花地点29年分の年最大流量に対応する小市，杭瀬下の最

大流量：である．ここでは，両三の値を各々の平均で除した基準化した値をそれぞれ確率変

数κ，ッとして2照2，2，1，1）と2M（4，4，1，1）を求めた．このときのパラメタの値を

表3に，2M（4，4，1，1）とデータのメッシュ確率を図14に示す．データ数が少ないので

適合度に関する厳密な議論はできないが，この図より2．M（4，4，1，1）は比較的よい適合

を示していることがわかる．

王（σichi

ノ
Kuisege

Sai㌘iveγ
　　　　　　　　　Chiku祖a

　　　　　　　　　　　r：Lver

Fig．13　Locatio捻of　gaugi離g

　　　statlons．

Table　3　Parameters　of　2MED　to　discharge

　　　data　of　two　statio且s．

2賊（2，2，1，1） 2踵（4，4，1，工）

α 工．8875 9．5384

β1

ﾀ2
ﾀ3
U鉢

一4。工926

Q．6726
一33．053
@39．458
芻H8．184
@　2．9935

Yl
x2
x3
ﾁ恥

ユ．4446

O．22082
一L9346
@5．3094
|2．5014
O．37225

δ1ユ 一LO654 一〇．95042

　　da七a　．．．

舗漁
Pてx．y）

05

　LO　　　　2，0　　　　3．0

＝フ7τ＝フーy　　　　　　　！　　　　、．’・ノζ脅臼7

3・。／　〆　／　〆　／　　！　／
　　　　　　／　　　　ノ　　　　！

x

F圭9．14　Probabilities　of王（oichi－K：uisege　data　a捻d　2M（4，4，1，1）

　　in　each　mesh．
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6．2　年最大日降雨とそれに対応した日流量

　ここでは，上田の28年間の年最大日降雨とそれに対応する日流量の値を各々の平均で除

した基準化した値をそれぞれ確率変動κ，夕として最大エントロピー分布を求めた．表4

は2M（2，2，1，1）のパラメタの値である，モーメント

の最高次数を3次以上に増加させた最大エントロピー分

布は求まらなかった．図15は2ルf（2，2，1，1）とデータ

のメッシュ確率を比較したものである．2M（2，2，1，

1）はデータの全体的傾向をとらえているが，両老のモー

ドの位置が異っており，データは必ずしも求つた分布の

ようにッ軸方向に指数分布をしていない等，よい適合度

をもつとは言えない．又，6．1の場合も同様であるが，

データ数が少ないためデータ1個に付与される確率が大

きくなり，分布形の裾の部分の適合度は考察しにくい．

Table　4　Parameters　of　2M£D

　　　to　　rainfa1トdischarge

　　　data．

2M（2，2，1，1）

α 3．9403
β正

ﾀ2
一9．ユ643

T．4547

Yl
x2
L6623
O．37273

δ11 一1．7工57
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Fig，15　Probabilities　of　Ueda－1（uisege　data　and　2M（2，2，1，1）

　　　in　each　1皿esh，

ア．　あ　と　が　き

　本稿では2変数最大エントロピー分布の実務レベルでの利用をめざして適用性について

種々の側面から検討した．得られた結果を要約すると次のようになる．

　1）2変数ガンマ分布を母集団と仮定して，この分布の三値のモーメントを用いて適合

度を検討した結果，仮定した母集団と適合度のよい最大エントロピー分布との関係は次の

とおりであった．

2G（1，　0．2）：21レ蛋（3，　3，　1，　1），　2G（2，　0．5）：2」M（4，　4，　2，　2），2G（2，　0．5）：2M（4，　4，　2，　2），

2G（2，　1，　0．2）：2M（4，　4，　1，　1），　2G（4，　2，　0．5）：2M（4，　4，　2，　2）

　2）2G（1，0．2），2G（2，0．5），2G（4，0．5＞からシミュレートしたデータを用いてモーメ
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ソトの安定性を検討した結果，データ数が60個ないし70個から安定するが，高次モーメン

トになる程その値の信頼性が乏しく，水文統計に採用するモーメントの次数は4次までが

適当であった．

　3）シミュレーションデータを用いて求めた最大エントロピー分布と真のモーメントを

用いて求めた最大エントロピー分布を比較した結果，2Gα，0．2）の2M13，3，1，1）で40

個，2丁目4，0．5）の2M1（2，2，1，1）で60個，2M（4，4，2，2）で70個のデータ数から両者の

分布の形状が近似していることがわかった．

　4）2G（4，0．5）から7G個のデータを5組発生させ，2M（2，2，1，1）と2M（4，4，2，2）

を求めた結果，同じデータ数でも生起データの相違により，4．2（2）に示した程度の変動が

存在することが明らかになった．

　5）最高次数の周辺分布に関するモーメントと最高次数の相乗モーメントを変動させて，

2G（1，◎．2）の2M（3，3，1，1）と2M（4，4，1，1），2G（4，　G．5）の2M（2，2，玉，1）と2M〈4，

4，2，2＞の感度分析をした結果，許容できるモーメントの変動域を明示することができ

た．

　6）　2地点の29個の流量データを用いて2114（2，2，1，1）と2M（4，4，1，1）を求めた．

この場合，データ数29個に対し2M（4，4，1，1）ほ比較的よい適合度を示していることが

わかった．

　7）　1地点の年最大臼降雨とそれに対応した1地点日流量の28個のデータから最大エン

トロピー分布を求めた結果，2瀬（2，2，1，1）のみパラメタ同定がなされた．これはデータ

の傾向を概略的にとらえていたが，適合性は十分ではなかった．

　今後は9γ（κ，：y）の与え方を種々検討することにより，さらに鍵用的に有効（たとえぽリ

ターンピリオドに妥当で安定した値を与え得る）な分布へと改善していくとともに，適合

度判定のための客観的指標の導入を考えたい．

　尚，本研究を行うにあたり，当時僑州大学大学院生佐藤健次君（現在（株）東：京建設コン

サルタント），及び当時学部学生刑部　博君（現在（株）玉野総合コンサルタント）の協力を

頂いた．言卜して謝意を表する．

　計算にあたっては，信州大学回報処理センター一HITAC　M－240Hを使用した．
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