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積分法による層流旋回流の理論解析

池田敏彦＊　土屋良明＊＊　堀越長次＊＊＊

　　　　　（昭和54年5月31B受理）

Theoretical Analysis of a Laminar Swirling* Flow

　　　　　　　　by Integral Method

Toshihiko IKEDA, Yosiaki TUTIYA and Tyozi HORIKOSI

　窪、he　velocity　aad　pressure　pro五1es　for　an　axisyn｝metric　quasi－cylindrica正　viscous

swirling　How　are　calculated　by　usi1激g　integral　I鳳ethod．　Whelエthe　swirl　velocity　is

su備cie血tly　Iarge，　the　axial　velocity　near　the　ax1s　is　decelerated，　and　the　flow　has　a

stagllation　point　on　the　axis．　On　the　other　hand，　the　pressure　oa　the　axis　is　abruptly

i蔦creased沁the　fiow　directlon，　while　the　w∂1互pressure　is　decreased　monotonously．

　　　　　　　　　　　　　　　1　は　じ　め　に

　周速度と軸速度がほぼ同じ大きさの管内層流旋回流において，流れにそったある位履で

流れの構造が急激に変化する現象，いわゆる渦流崩壊現象がしばしば｛影響される．

　この現象に関する実験門門は数多くなされており1）～8），崩壊を伴う流れの特微として，

撫遡軸付近の軸速度の減速，軸上よどみ点および逆流域の存在等が知られている．一方，

この流れの特性や原因を説明しようとする試みも数多く提案されている9）lo）．それらの代

表例を列挙すると

　量）流体力学的不安定性モデル1D12）

　iD有限遷移モデル13）～15）

　iii）ナビエ・ストークス方程式の数値計算16）17），あるいはその方程式を準円筒流近似し

　　た式の数値計算18）19）

である．

　本研究はiii）の立場（ナビエ・ストークス方程式を準円筒流近似した運動方程式の計算）

で，崩壌流れの特徴である軸付近の軸速度の減速，軸上よどみ点の存在を説明しようとす

る一試みの報告であり，K義rman－POhlhausenの境界層計算法に類似な積分モーメント法

を適胴し，管口での初期分布を系統的に変えて，流れ方向の速度および圧力分布を求めた．

従来の階差法を用いた計算18）と比較して，積分モーメント法を胴いた場合，計算時閥が短
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かく，小容量の計算機で計算の実行が可能である．

　　　　2　基礎方程式

　円柱座標κ，7，θ，速度成分％，り，ω，圧

力ヵを用いて（図1＞，定常，軸対称な非圧縮，

粘性流体に対する遮続の式およびナビエ・ス

トークス方程式は

　　　∂％　　　　　　∂〃
　　万＋万÷7＝o　　（1）

　　　　∂％　　∂％　　　1∂ρ　　　∂2％

　　　　∂κ　 ∂γ　　ρ∂κ　　∂72

　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　ρ

　　　∂ω　　　∂卿　　　　　　　∂2zθ　　1

R

『

e
　　　　　　　＼、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．1　Cylindrical　coordinates　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　velocity　compoRents

　　　・一初一一一一＋・（∂2z4　　　1　　∂％　　　　∂2z護∂72＋7m∂7＋∂κ2）　　　（・）

　　　聯＋帯一芋一ユ審＋・（；舞＋藩÷1塞）（・）

　　　㌦＋㌃÷望一・（∂2zθ　1∂ω　　zo　∂2ω∂72十7∂γ…戸十∂κ2）　　（・〉

である．ここで，剛％～0（δ），zσ海～0（1）として準円筒流近似を行うと，

　　　　　　　∂κ　　　　　　　　　　∂”　　ガ
　　　　　　石一＋万＋ア。　　　　　　　　　（5）

　　　　　　・蕃＋磯一一÷蕃＋・（∂2z己　　！　∂％∂72÷ア∂7）　　　（・）

　　　　　　　ω2　1∂1う
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7＞
　　　　　　　7　　ρ　∂7

　　　　　　・讐＋學謬L・（∂2zo　　　　1　　∂ω　　　　zσ∂72十7　∂プ　一戸）　　　（・〉

となる．

　次に以下の無次元数

　　　　　　x－R㌔〆y《養）2イP「力
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万ρ宛2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9＞

　　　　　　　　　％　　　　　　　1～8・θ　　　　　　　ω
　　　　　　σ＝＝一，　　y＝　一　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w＝一＝
　　　　　　　　　％　　　　　　　　　　　z6

但し，R：管半径，痴：平均軸速度，1～6：レイノルズ数（訟齪／り〉で無次元化し，

　　　　　　　　　　　　　　1＝2yカ，κ＝防　　　　　　　　　　 （10＞

とおいて変数変換すると，式（5＞～（8）は



　　　　　　　　　　　　積分法による層流旋國流の理論解析　　　　　　　　　　　　　15

　　　　　　　　　鰻＋券一・　　　　　　　　　（・・〉

　　　　　　　　　畷＋蕃一一器呈＋・尋（　∂σ1！一一　∂Y）　　（・2＞

　　　　　　　　　K2　　∂P
　　　　　　　　　了r＝溶ア　　　　　　　　　　　　　　　　　〈13＞

　　　　　　　　　畷＋弓卜・r羅　　　　　（・4）

となる．一方，境界および初期条件は

　　　　　　　　　　　　　　　∂σ
　　i）中心（卜0＞：κ竺1竺可謹0　　　　　　　（15）

　　ii）　管壁　（】♂＝＝1）：σ罵ノ罵K罵0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

　　iii）　管口　（X＝；0）：κ＝κゴ（y），　こノ＝σ∫（y），　1）＝＝1）ゴ（yつ　　　　　　　　　　　　　　　　　（17＞

である．問題は条件式（15）～（17）のもとで，式（11）～（三4）の未知数σ，！，κ，P，を求め

ることである．

　　　　　　　　　　　　3　積分モーメント法の適用

　積分モーメント法による近似解を求めるために，境界条件を考慮して軸速度σ，周速度

wを
　　　　　　　　　　　σ（X，r）罵（1－Y）（びG÷σ1y÷ひ2Ση〉　　　　　　　　（18＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ4y〈1－y＞
　　　　　　　　　　　K（x，η＝駒＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・〆1＋、42y幽2

とおく．ここで，ひ。，σ1，σ2，・4はXの関数であり，rは旋醐強さを表わす定パラメータ

である．式（18）で，ひGは軸上軸速度を表わし，び1置σ2篇0，σo竺2のときボアズィユ

流になる．式（19）で，η→0のときW。・「過ηとなり，軸付近で剛体囲転（強制渦）を示

す分布である，半径方向速度γ，圧力Pは式（11）（13）に式（18）（19）を代入して積分すると

求まる，

　　　1醐一・殉一一∫隈4y一÷畿匹÷（4ひ2　4σ14x　　4x）r・

　　一麦（4び1　4σ04x　　4x〉匹畿K　　　　　　　　（・・）

　　　P（x，γ〉篇Po（x）＋∫濃4Y一瓦（x）＋P｛y－1・（・＋騨）

　　　　＋㌻1・an－W）｝．　　　　　　（・・）
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ここで，Po（X＞は軸上の圧力であり，速度ひ，　y，　Wおよび圧力1）は断面Xにおけるσo，

び1，σ2，・4および．Poの値が決定されると求まる．

　これらの未知数を求めるために，以下の五つの条件式

　　　表∫1σ一あ…は［・］・一1一・　　　　（22＞

　　　〔σ器÷ノ器］。。。結［殼］。。。÷・［轟（Yl竪）〕。。。　（23＞

　　　［σ農＋ノ1劉。。1一一去〔畿］。，1＋・〔尋（γ認）〕y＿、　　　　（24）

　　　表／l（σ・＋丑　　2）一〔y器〕1（式（・2）の・次…・・〉　（25）

　　　我∫1σκ一［r器い式（・4）の・次モー…）　　（26）

を用いる．式（18）～（21）を式（22）～（26＞に代入して整理すると，Xに関する連立常微分方

程式

　　　欝＋・畿÷・幾・　　　　　　　（27）

　　　畷＋諜＋・（ひ1一σo）一・　　　　　（28）

　　　鵠÷r脚）齢・（・σ・＋・σ什σ・）一・　　　　（29＞

　　　α（ひ。，θP1，σ2）畿＋G・（び・，ひ・，ひ・）雪讐＋・・（び・，び・，び・）薯鍵

　　　　＋÷鋸）繋＋去一審＋・（こ／o十乙11÷乙12）＝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

　　　珊畿÷遡）畿＋耶〉｛饗＋F・（び・，び・，ひ・，畷

　　　　　　4盃
　　　　÷▽〒再＝o　　　　　　　　　　（3！）

を得る．ここで，

　　　H（蝋・÷÷）…聾去・α（陥ひ・）一興＋給

　　　　＋砦，G・（び。，ひ1，θP黛）一一器÷釜＋÷一，鍋，α，破〉



　　　　　　　　　　　　積分法による層流旋回流の理論解析

　　　　韮÷÷＋響，鯛《・÷藩）・・n一質一オ、1・（・糊

　　　　遇・醐一、蓋、「5髪、＋》・÷A・（　1　　　　11　　　　830孟一60五・＋15君・〉

　　　　諸、1・（∠4一トv「1十∠42），　F2（盆）一先、＋》r＋孟・（i詣＋轟、〉

　　　　＋（3　　　　18、44　　2、42）1・（癬》・刷・F・（み〉一赤去÷V・＋五・

　　　　（，蓋論）＋藩。1・侮》・÷∬），鴫，σ・，び・，A＞

　　　　一σ・（8　　　23、4G　　／14）＋業＋σ・（か塾）＋》・÷A・｛σ・（一，詣，

　　　　＋、1去r轟）一σ・（　　1　　　　3312丑・＋8A・）＋研（茅「渥）｝

　　　　＋》、転，｛び・（1　　　11　　　　13π60孟・＋60A・）＋喘＋、覇，＋訴）

　　　　轟（1　　　1署＋3孟・）｝＋1照＋》・＋孟・〉｛業＋σ・俵一一）

　　　　梁｝

である．

　とくに，流れが周速度成分を持たないとき（・4≡…0），式（27＞～（31）は

　　　　　　　　　　畿＋・釜給＋・袈・

　　　　　　　　　　　σ・欝＋三農＋蝸一輪）一・

　　　　　　　　　　　4PG
　　　　　　　　　　　　　十8（5乙12－1－3乙11－1一び。）罵0
　　　　　　　　　　　4x

　　　　　α（び0，σ1，ひ2）畿＋・・（び・，仏，伍）畿＋碗（σ・，α，碗）畿

　　　　　＋器一聯＋u・〉一・

になる．ここで，係数G、，G2，　G3は式（32＞と岡じである．

（32）

（33）

（34）

17
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　　　　　　　　　　　　　　　4　初　期　分　布

　図2に初期軸速度σゴ（Y）と周速度購（V）の分布を示す．ひか（Y）は軸中心部で最も一様

流に近い雑［・醗抽ギの・P遍一＠お・び連続の矧1ひ・陶から・

ひ2’罵び1‘＝σα＝4／3すなわち

　　　　　　　　　　　σ・（r＞一｛｝（トy・）一昔（・イ）　　　（35）

とした．一方，励（V＞はrと護の組合せにより，渦コアの大きさη厩，最大周速度罪漉

を任意に与えることができる。表1にrと、4に対するη厩とW漉の関係を抜すいして示

した．なお，初期軸上圧力Po（0）＝0とおいた．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Table　l　IIlitial　values　of　vortex　core

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　radiusη厩and　Inaxlmum　swエrl

　　　　Ui　t5　Wl　　　　velocity阪vs・君and’

1

O．5 僅
指

17α5　0　α57　1
　　Fig．2　1nitial　velocity　pro簸les

η痂 0．1

98，000

0．2

22，997

0．3

9，093

0．4

4，185

剛
0．5

1．0

1．5

2，0

2．5

3．0

r＝0．072

0．144

0．216

0．289

0．361

0．433

0．154

0．308

0．462

0．615

0．769

0．923

0．260

0．521

0．781

1．041

1．301

1．562

0．430

0．856

1．284

1．712

2．140

2．568

　　　　　　　　　　　　　　　5　計　算　結　果

　式（27）～（34）の計算はルンゲ・クッタ・ジルの方法で実行した．図3は周成分のない場

合（A簸0），式（35）の初期軸速度で出発したときのいろいろな断面における軸速度σの分

布である．中心軸付近の速度はしだいに加速されて，X→。。でひ・→2すなわちポアズ

　　　　　　　慧

　　　　　　ぞ

　　　　　　Q．5

00　　10

　　　Fig．3

100X謹0 5 璽◎ 15 20

　翌　◎　　薯　0　　壌　◎　　翁“　2

Axial　velocity　profi王e　with　non　swir1
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　Fig．4　Velocity　and　pressure　prof三1es

　　　（a）　ひ2f＝罵σ1ま譜乙石。∫響4／3，　η2π‘・＝・0．3，　躍7π，漏1，3

　　　（b）　こノ＝2∫ロ　乙rエf漏　こる‘響4／3，　η7πf匹0．3，　Wηz∫響2．5
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イユ流（図中で一点鎖静長で示した分布〉に漸近する。図4（a）（b）に，初期軸速度式（35），

初期渦コアの大きさη〃・FO．3，　Po（0）罵0に固定し，初期最大周速度W砺を変えた場合

のいろいろな断面におけるσ，確およびPの分布を示す．図（a）はW癖篇1．3の場舎で

ある。σの分布（図中の実線〉において，軸付近で最初流れは減速されるが，ある位置か

ら加速されて，図3と同様に，X→。。で硯→2（ボアズィユ流）に漸近する．一方，周

速度W〈図中の破線）はXの増力1】と伴に減衰する．圧力Pの分布において，軸中心と管壁

との圧力差がWの減衰と伴に小さくなり，やがて半径方向ηに対して一定となる．図（b）

はW勘霊2．5の場合であり，σは軸付近でしだいに減速され，X罵6．6×10－3において

軸上に”よどみ点”を持つ．この軸上よどみ点の出現は渦流崩壊現象との関連で興味深い．

　このように，軸上軸速度びGの変化が最：も重要な将徴量であるので，図5（a）（b）にη厩

篇0．3，0．2にそれぞれ固定し，鵬漉をいろいろ変化させた場合のひGの変化を示す．図

（a＞で，協・∫篇0は周速度成分がないときであり（A≡0），図3でみられたように，σGは



20 池田敏彦・土屋：良明・堀越長次

2

o
O

（a）1

α5

　　　　　0．7

　　　　　薯

し
（
）

0

3

2骨

筆

2
憾

’2

璽 2
x　i〆σ「2

ヨ・

（b＞1

w厭i瓢05

竃

O
O

2昌
　　　　　1．5
　　2ノ

讐

ロ　　　　　　　　　　ロ

2　　X

Fig．5　Axial　velocity　distribution　olユthe　axis

　　（a）　U2ε＝こノ1ど漏σoゴ＝4／3，η7癖＝0．3

　　（b）　τノ2∫篇ひ1f＝＝乙颪Gピ＝4／3，　η7ノ乙f漏0。2

x1σ2
3

しだいに増加しX→・。でポアズィユ流に漸近する．W厩の値が大きくなるにつれて，

σGは最初減速されるが，ある位概から加速される場合（皿〃zFO．7，1．0，1．3）と，減速

しついにはよどみ点に達する場合（”厩＞1．5）がある．この軸上よどみ点の位置はW厩

の増掬と伴に上流に移る．図（b）のη・zFO．2に対しても図（a）と同じことが言える．こ

れらの結果は，旋回が強くなるほど軸付近の減速が著しく，上流でよどみ点を持つという

実験結果と定性的に一致している．

　図6（a＞（b）はσ2∫郎び1FひGガ＝4／3，η〃‘ド0．3，0．2にそれぞれ固定し，塀厩を系

統的に変えた場合の軸上圧力．P。の分布を示している。図（a）はη漉麗0．3の場合であり，

W瞬の値が小さいとき，X高島に圧力は降下するが，その値が大きくなるにつれて，圧

力は上昇し，その勾配も大きくなる．図中の○印はσoがよどみ点を持つときの圧力に対

応する．なお，図中の破線はボアズィユ流のときの圧力を示す．図（b）はη庸＝0．2の場

合であり，図（a）と同じ傾向を示している．図中の破線は壁圧，P1の分布を表わす．図か

ら，び。がよどみ点を持つ場合において，Piはしだいに降下するが，　Poは上昇している
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Fig．6　Pressure　distribution　on　the　axis

　　　（a）　σ2ξ讐こノ露鴇ZZoゴ嵩4／3，　η”パ讐0．3

　　　（b）　伍ま漏　σ豆漏　乙㌔‘編4／3，　ηアπξ匹0．2
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ことがわかる．

6　結 論

　ナビエ・ストークス方程式に準円筒流近似を行ない，積分モーメント法を用いて速度お

よび圧力分布を求めた．この結果，周速度が大きくなると軸付近の軸速度が減速されて，

軸上でよどみ点を持つ。一方，軸上でよどみ点を持つ流れにおいて，試圧は流れ方向に下

降するが，軸上圧力は上昇する．

　最後に，本研究に対して懇切なる御指導を賜わった電気通信大学，大路通雄教授に厚く

感謝の意を表わします．また，数値計算に協力いただいた信州大学院生，森田雅之慰に感

謝します．なお，本研究は長野高専，倉沢英夫助手との協同研究の一部であること，およ

び科学研究費の助力のもとで行ったものであることを付記します．

　計算は信州大学計算機センターを通じて，東京大学大型計算機センター（H∬！1C　8800

／8700＞を利用して行った。
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