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1 緒 言

　ある実変数9の複素函数旧くZ）が9の変化に応じて数平爾に画く軌跡，あるいはベ

クトルW（2）の頂点が画く軌助；をベクトル軌跡と呼び，　この軌跡が円となる場合の理

論を円線図と略称している事は周知の通りである．しかして円は中心位置1と半径の大き

さが与えられ鼠ば簡単に画けるし，また軌跡が円となる複素函数の一形式

宛＝α緬9
〇十49

は交流電気圏路の諸関係式に相当多く現れるので古くから交流電気回路および交流電気

機械の研究に円線図が相当広く出勤1され，重要な研究結果も数多い．しかし一見して平

易に見えるためかF…線図の基礎的理論の研究はCour，　Arnold，　Bloch諸氏の初期研究か

ら後，余り発展していない．そのため電気圓路或は霊気機械の研究に円線図を応胴する

人々は各自著心して部分的理論を得て利用するか，あるいは型にはめて組立てられてい

る結果を利用するのみである．

　筆者はこの欠陥を省み，円線図利用に必要な諸理論を出来るだけ明確に，しかも明快

なものにし，隣線図理論を自由な形で電気回路および油気機械の諸濁題の考究および計

算の中に浸透出うkるものにしたいと思い，この方面の研究に微力を向けている．表題の

複素数幾何学の円線図への応用もその一環である．複索数幾何学は，ここ数年来新しく

その重要性を再認識されている数学の一分野であることは周知の通りであるが，しかし

複素数幾何学に含まれる諸理論の中にはプ丁くから用いられているものも多く，したがっ

て勿論それらが古くから円線図理論へ応用されている．したがってここに述べる諸理論

の取扱いも，どこから新しい，どこから古いと云い得ないが，ただここでは円線図を電

気嗣路の考究，計算に応用するとき必要な大方の理論的結果を，すべて複素数幾何のみで

導出している．ここに取扱った事がらは，複素数幾何学以外の諸：方法で導出されたもの

は多くの交流理論に関する著書，円線図に関する著書で示されているから，それ等と比

較して複素数幾何学法の優れていることが解っていただけると思う．本交では第6章に

両者の比較について少しふれている．

＊　電気工学教室，助教授
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　　　　　　　　　　　　　2．　直線の方程式

　2．1与えられた点λを過ぎ与えられた角∠みの傾きを持つ直線
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　　　　　　　　　　　　　第1図ゑ＋彦z直線

題意の直線吻は

　　　　　　　　　　　　　　揃掌盆一トBg，　　　　　　　　　　（1）

ただしzは実変数である．（1）の共役ベクトルを取れば

　　　　　　　　　　　　　　甑一ふ招々。．　　　　　　　（2＞

これと（1）から9を消去すれば

　　　　　　　　　　　砂一阜疵一蓋一馬息　　　　　（，）

　　　　　　　　　　　　　βた　　　　　β々

すなわち題意の蔵線方程式は式〈3）で与えられる．原点を通る直線は上式においてゑ

は零したがって・傷も零とおけばよい．すなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　wん　　　　　　　　　　　　　　w
　　　　　　　　　　　　　　「r～一＝一二　〇．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4＞

　　　　　　　　　　　　　　B　　β左

　2．2与えら劇た点孟を過ぎ，ベクトル盆と直角をなす直線

　題意の直線Wは

　　　　　　　　　　　　　　密二互＋ブ滋，　　　　　　　（5）

ただし9は実変数である．式（5）の共役複素数をとれば
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　　　　　　　　　　　　　　　臨＝血々一ブム2．　　　　　　　　　（6）

式（5）と式〈6＞から2を消去すれば

　　　　　　　　　　　　　　　擁！　癩
　　　　　　　　　　　　　　　τ十一7－2＝0．　　　　　　　　　　　（7＞
　　　　　　　　　　　　　　　．4　／4た

すなわち題意のような直線は式（7）で与えられる．勿論これは式（3）に参欝ブ・4の関

係を入れても得られる．

　2．3　与えられた二点・4，Bを過ぎる直線

　題意の直線Wは

　　　　　　　　　　　　　　　　密＿盆

　　　　　　　　　　　　　　　　．　　．＝z・　　　　　　　　　　　　　　（8）
　　　　　　　　　　　　　　　　B一ノ1

ただし9は実変数である．

式（8）の共役複索数を採れば

　　　　　　　　　　　　　　　　w々一君た

　　　　　　　　　　　　　　　　島一蓋、＝嵐　　　　　（9）

式〈8＞と式（9）から9を消去すれば

　　　　　　　　　匹叢r躯一h一鑑…知　　　（・・）

　2．4与えられた一点から与えられた直線に下した垂線

　与えられた直線を式（4）の如きものとする．次に与えられた点Pを過ぎ上の直線に

直角な直線の方程式は式（3＞の表示法を採り

　　　　　　　　　砂一＝瓢殊一♪一職瓦

すなわち

　　　　　　　　　　　宛淳熊♪＋転．　　　　（、1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βん　　　　　　　　　　　　　βん

求める直線の足丁は式（3）と武（11）からWんを消去した時のWの値で
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　　　　　　　　　　　．　》＋蓋　みA＿ム
　　　　　　　　　　　トー…2…幅÷瓦　至　　　　　　　（12）

特に．Pが原点と一致した場会には

　　　　　　　　　　　　　　弓一幾今　　　（・3）

　　2．5直線群

　イ列えば一点を通る直線群は式（3）において

　　　　　　　　　　　　　　　　B　　ゴ2θ

　　　　　　　　　　　　　　　　マさ　　ど
　　　　　　　　　　　　　　　　B々

と遣きθを変角とすればよろしい．また平行直線群は式（3）において

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ窪欝αえ

とおきλを実変数とすればよろしい。

　　　　　　　　　　　　　3，　円の方程式

　3．1与えられた中心位置◎と半径盆を持つ円

　題意の円Wは

　　　　　　　　　　　　　　　…　　　　　　　ゴε
　　　　　　　　　　　　　　　珂罵Q十Rε　　　　　　　　　　　　（14）

で表わされる．ただし9は実変角である．

この共役複素数をとれば

　　　　　　　　　　　　　　砂Fφ、択、・一ゴ・．　　　　　　α5）

式（！4＞と式（20）から

　　　　　　　吻ケた一（Qん卯÷（2w々）＋φΦた＝左左ん，　　　　　（16＞

すなわち式〈16）は円を表わす方程式で，しかも円方程式として基礎的なものである。

一般的に

　　　　　　　　　　繍・海＋蓋斑＋帥、÷辮一〇，　　　　（17＞

ただし蓋，Bは複素定数，御は実変数である方程式において

　　　　　　　　　　　　　　　　．4＝君ん　　　　　　　　　　（18）
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の関係があれば式（17＞は，中心位置Qは

　　　　　　　　　　　　　　　θ＝一み．　　　　　　　〈19＞

半径μ～1は

　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　の　コ
　　　　　　　　　　　　　　L～～1　＝諏　13Bん一　卿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

の円を表わす．

　　　　　　・　　α÷わ2

a・ @w覧搬力蠣滑る円耀式

　　　　　　　　　　　　　　　・　　α十∂z
　　　　　　　　　　　　　　　w＝6＋ケz　　　　　’（2・〉

において，乙，6，と及び∂は複素定数，9は実変数とすれば，伽の軌跡は円であるこ

とは周知の通りである．式（21＞を変形して

　　　　　　　　　　　　　　　　　oBしα
　　　　　　　　　　　　　　　2話一諦　　　　　　（22）

これの共役複素数をとれば　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　‘　oゐwた一伽
　　　　　　　　　　　　　　　2＝　．　　　．　．　　σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　砺一4々wた

式（22）と式（23）から2を消去すれば

　　　　鰍一撒当山雛1艶）轄1畿鴫　（・・）

式（19＞および式（20）によりFiの中心Qおよび半径Rは

　　　　　　　　　　　　　　ぴ蜂二艇。　　　　　（25＞
　　　　　　　　　　　　　　　　α」彦一40々

　　　　　　　　・・　　6み々一4ごz々　ゐ6々一認ル　α廉一δα々
　　　　　　　　R1～々＝．．　　．．　∴一コ丁一一．．　　．．
　　　　　　　　　　　　αゼ々一40々　40ん一〇4々　o砺一46々

　　　　　　　　　　　　」認一うの（磁一砺。・〉　　　　　〈26＞

　　　　　　　　　　　　　　（α♂々一40た）（40々一α」々〉
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　　　　　　　　　　　ノユ3．3　匹韓嬉から導かれる円方程式
　　　　　　　　c十dε」2

　　　　　　　　　　　　　　　　　乙＋b～9
　　　　　　　　　　　　　　拓篇　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）
　　　　　　　　　　　　　　　　　a＋ケ～z

において乙，6，aおよび∂が複索定数，2は実変角とすれば，吻は円であることは周

知の通りである．式（27）を変形して

　　　　　　　　　　　　　　♂㌔当院鳥．　　　　　　　　（28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂一4珂7

共役複素数をとれば

　　　　　　　　　　　　　　ご㌧喚写隼　　　　　（29＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　砺一4ん確ん

式（28）と式（29）から9を消去し

　　　　　魅（乙贔＿（を観　・　　～あメ，＿　6あ、．．　　　　．．　卿→一　．。　　　　。．一wんcclr　4幽　　60ん一44々）携箔詮一q　（・・）

円の申心位置φおよび半径ノ～は

　　　　　　　　　　　　　　ゆ4々一竺　　　　　〈・・＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　06ん一44た

　　　　　　轟一晦；痂唾勲・）一触に聾
　　　　　　　　　　　　（06々一44た＞2　　　　06ん一44々

　　　　　　　　　」≒籍器蜘デ　　　（32）

　3．4　　冊2一α（1十εノz＞砂÷あεノz＝0から導かれる円方程式

　　　　　　　　　　砂・一乙（1＋、ゴ衿砂＋6、ゴ・一〇　　　　　（33＞

において∠δ鴬2∠α，　gは実変角とする．式（33）を変形すれば

　　　　　　　　　　　　　　～・一wL姫　　　　　　（34＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　σw一∂

共役複素数をとれば
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　　　　　　　　　　　　　　、『ゴ㌔肱2一嚥　　　　　〈35＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　長子＿6ガ

両式から9を消去すれば

　　　　　W2洞ろを2一】レ7アPゐ〈αたW十α肱）　→一　（σZ｝ルW十σ々う1〃1々〉　一Z｝b々と＝0，　　　　　　（36＞

しかるに∠わ篇2∠αの開係があるので

　　　　　　　　　　砺一1ゐ陳，　　・・6一｝雇　　　　　〈37＞

ゆえに式（36）は

　　　　　　碗甑一16D｛鵬一罐＋繭千16［｝一・．　　（38＞

よって玩！は原点を中心とし半径．配が

　　　　　　　　　　　　　　1～ノ～ん紫　1δ1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39＞

の円か，あるいはσを中心とし半径Rが

　　　　　　　　　　　　　　RR々窮ασ々一圃　　　　　　　　　　　（40）

の円であることを示している・この結果は少し複雑で颪ちに了解でき兼ねることがらを

含んでいると思うので少し説明を加える．式（33）から

　　　　　　郎諺（・2或》｛乙（・身一ジ

　　　　　　　　一庶嬉ド誓＋へ》置；ど望iアー濃い・・〉

上式において〔∠6一・∠嚇条件・・あ・ので〕廟磯数諒たか・一三・門

は実変数なので

　　　　　　　　　　　　　ピ字与〉接　　（・2＞

を満足する2の変域では

　　　　　　濠考∴》ド／照門　　（・・）

の大きさ》；πは

　　　轟一》ド1＋豊》ド／1ぜ㌻彦｝｛一～≒喋

※土
t1戸を写評1y憐
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　　　　　　　　　　一》（ご詐㌻嘉ド与与

　　　　　　　　　　十誰　　　　（・・）

となり2の値には無関係に一定である．

すなわち式（42）を満足する2の変域では硯はαを中心位置とし半径Rが

　　　　　　　　　　　　i婦i》・÷》幽61　（45＞

の円である．しかるに

　　　　　　　　　　　　　　　　（　一ゴ9／2　　　　　ゴ2〆2㍉＋ε）2＜彦　　　（・6）

を満足する9の変域では式（43）は

　　　　　　　　に掌：儀ブ》彦一（ご済　 （・7＞

となり

　　　　　扉》｛考∴ブ瞬写事※

　　　　　　　　※肖・函享＝冠雪

　　　　　　　　〆募＋些》彦《メゴ蒋　　（・8）

で9の値：により変る．したがってこの9の変域では伽はゴを中心とする円とはならな

い．しかし

　　　　　　　鶴砦豊ブ》ダド㌢磐　　　〈・9＞

なる夕’を考えれば，ナ’の大きさは

　　　　　　　》爺一》｛｛牛豊噺ご／鴇｝※

※｛ご1∴》F丁丁努
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　　　　　　訂（＜粛／2〆／2）・＋濃一（・　22＋・竺）・訂彦・（・・）

すなわち（・6）を齪す・・畷・或では隔礁を中心とし，糊砺調な・円

である．

　　　　　　　　　4　パワー表示用基線

　表題のパワー表示用基線という語は余り適嘉でないが，ほかにこれより良いと思われ

る語も見出せないのでこの表題を用いる．竃気回路の諸量，例えば電流電圧簿に関して

の円線図において，この円線図を利用して直ちに電力を知ることができるようにするこ

とが多い．

そのときに電力表示胴尺度に基点と周盛りを与える線，これが表題の基線である．

　4．1　円の半極線

　与えられた円を

　　　ww々一（（2んw十Q罪々）十QQ々

　　　一1ヒ1～一転0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（51）

とする。この円の外に原点がある場会には極

として原点，窪た原点が円内にあるときは極

線として原点を通りQに直交する線をとり，

これらの半極線の方程式を最初に求める．

　4．1．1　原点が円外にある場合

　原点Oから円に引いた接線の接点を求める

方法は数樋考』えられるが，ここでは式（51）の

　　　　　　　　　　　　　　　Qた　　Q

　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　2

式（51）と式（52）から

　　　　　　　　　　稀1々竺　　　　　・

武（54）を式（53）に入れ

　　　　　　　　　　　　　盈ん　　φ
　　　　　　か＿2
　　　　　　　　　　　　　　Qん　　　Qん

ゆえに

j

＼

噂
　
　
・M Q

、
L

『＼
層　＼

一 0
－
3

q∫‘
十

第2函原点が円外にある半弓線

画とOQを直径とする円との交点として求める．　OQを直径とする円の方程式は

僻ゲぐ瀞＋誠）一q

2（QQん一R1～ん）一φ魂

（o一「一）齢一三一風）一α

（52）

〈53）
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匹＠讐）尋（d…讐略（鶴蜘）

」δφに颪（〉的、一盈はパ颪〉，

No．10

Q々

すなわち接点1吻および！＞は

沸ノ竺

　　　　　　　　　　　Qた

ル」盆φ・勲・ψφ・勲・一ブv蜘．

Voゆ、＿盈、（緬、一颪一÷ブv燕、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
（54）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q四

極線の方程式はM及びルを通る直線で式（10＞により

　　　　　　　　　　　　　吻＿ル砂々＿轟
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝断二……“』一一…丁……，
　　　　　　　　　　　　　乃ン＿1＞　雌＿2Vん

すなわち

　　　　　　　　　0魂＋ゆ飢一2（QQ々一RR々）一〇．　　　　（55＞

またこれは式（51＞と式（52）から直接求めることもできる。二極線の方程式はM／2，A72を

通る直線で

　　　　　　　　　　　汐一斗　 夙一再2
　　　　　　　　　　　　　　マ　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　　　壱（M一ル戸壱（砥一編

すなわち

　　　　　　　　　φ魂＋卿F、一（α2々一R泓）一〇．　　　　（56）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　喋．2　原点が円内にある場合

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　極0’を求める方法は色々あるが

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここでは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0’OeO（2　＝0！レf2　　（57）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　なる関係を用いる．原点0を通り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Qに直交する直線の方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ調＋碑、一〇．（58）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　この藏線とQ円との交点は式（51）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　と式（58）からW々を消去して求

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　められる．すなわち　　第3図　原点が円内にある半極線

」

＼．

L
M ＼

＼　＼

@　＼

Q

＼

一
0＼
@　＼
@　　＼

＼

十

’

N

一J
む
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これから

すなわち

ゆえに

　　　複素数幾何学の円線鴎への応用

　・　　Q　・…
　WL∵一（QQた一Rノ～ん）＝0．
　　　　Qた

隔ブ》亀（R鳥一QQた）・

二一ブ》塞（RRた一QQん），

ルー一》畿（R二一QQた）・

ブ》綜（臨一酬一ブ》艶一¢血）｝

（59）

205

　　　　　　　　　OM2
　　　　　00’＝　＿一
　　　　　　　　　〇Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　QQん

　　　　　　　　　1～Rん一QQ々

　　　　　　　＝》菰　　　　　　　　　　（60）

ゆえに

　　　　　　　o一一》遮磯二＠』一磁切・。

　　　　　　　　　　　　θ・4～癒　　　o・　　　（61＞

半極線は0／2の点を通りゆと直交する直線で式（7＞の表示にならい容易に

　　　　　　　　　　　φ沸＋¢翫一（Q（～ん一1～R々）コ0　　　　　　（62）

を得る．式（62）と式（56）は全く同形である．

　4．1．3　任意の点1から三極線へ下した垂線の長さ

　半極線に垂薩な直線はQに平行である．∫をすぎQに平行な直線の方程式は式（3）

により

　　　　　　　　　　　¢魂一φ嘱一（Q々1－Q兵）瓢0．　　　　（63）

この直線と半極線の交点（｝は式（56）あるいは式（62）と式（63＞から求めた吻の値と

して @　醍鹸二面ヒ面出釦．　　（64）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Q々

垂線の長さIGは
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　　　　　　　　　　6身一（QQ・一三一（Q・1．±．鯉．　　　（65）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Q々

特に1が式（51）に示す円周上の点であれば1濡Wで

　　　　　　Q、1＋鎚一Q溜＋Q肱一w翫＋QQ、一R鳥．　　㈹
式（66）を式（65＞に入れて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　渉瓶
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　（67）　　　　　　　　　　　　　　o－1＝一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（～た

これは円周上の点Wから半弓線にトした垂線の長さはlWPに比例することを示す．

すなわち半極線は纏！i2に比例する量のパワー表示用基線となる．

　なお一般に極線に平行な直線は

　　　　　　　　　　（2々アレ「十QW々一π　（QQ々　一1～1～た）　＝＝0　　　　　　　　　　　　　　　（68＞

と表わし得る．ここに2zは正或は負の実数である．この直線へ円周上の点研から下し

た垂線の長さは

　　　　　　　　6＿吻＿π（QQヒ餓）一（Q魂÷卿・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Qん．

　　　　　　　　　　　　一（洞）（QQ・一小冊・．　　　（69）

　　　　　　　　　　　　　　　　　2Qん　　　　　2Q鳶

よって，πを適当に選ぶことにより極線に平行な直線は

　　　　　　Pα；阿ZI2÷Po

なる量を示すパワー表示用基線とすることができる．ここにPQは与えられた一定量（実

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　数〉である．また肺軌跡”が一定値Woと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　円π”の和であるとき「稀”Pに比例する量

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のパワー表示用基線としてはW。の頂点ωo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を趣とする半極線を用い得ることは説明を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　要しないであろう．第4図1｝五’はこの場合

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のパワー表示用基線を示す．

」

Q w

釦ぴ

w

ト
M＼、　　　、

、　、

Wo
欝Q

t

ゴ

一
0 十

　
劃
　
4
つ
第 削W’i2用　基　線

　4．2　パワー表示用基線を有する墾の和

　　　あるいは差のパワー衷示用基線

　ある複素数面でP（P点）が，ある与え

られた条件で移動するときこのPに関連

した2つの量σ1とσ2が，それぞれパワ
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一表示用基線直線ムL’1及び五2五’2を持つとする．この2つの基線が平行でない場合に

はその交点を君とすれば式（3）によりム五’1および現五’2直線はそれぞれ

　　　　　　　　　　如一臥ε2’θ’一（かム、ブ2θ1）一〇．　　　　（7・〉

　　　　　　　　　　吻＿燃～202一（直一露2θ2）＿0　　　　（71）

と表すことが出来る．　ここに0エ及び02はそれぞれ五1L’ユ線，五2五’2線が実数軸とな

す：角である．♪よりこれら2線に下した沈丁の足をナ、および九とし，ナ、一♪および

TrPを求むれば式（12）を参照して

　　　　勿功2≠野一学ノ（ム≠・死学！1＞（72）

　　　　九一拓準避一学ノ（写∴学・覗〉（73）

垂線の長さをそれぞれ41，42とすれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴθ叢　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ゴ01
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（P－4＞ε　　　　　　　　　　　　　　　　（P々一∠4々）ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（74）　　　　　　　4エ＝口「1一一PI＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ブ

　　　　　　　　　　　　　　　　（P々一ん），ブ02＿（♪＿4）、一ブ〃2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（75）　　　　　　　42司：rr　Pl窺
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ブ

したがってパワー表示用基線の意味にしたがって

　　　　　　　　　　　　　　　・　　　’　　ゴ。…　　・　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ノθ1
　　　　　　　　　　　　　　（1「ん一・4た）ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨP一・4）ε
　　　　　　　　σ1竺ん141漏

　　　　　　　　こ112　＝漏　1～242　＝　 一

ここに島，馬は実定数である．ゆえに

　　　　　σ3ごσ1十σ2

　　　　　　（Pた一月1た）（ん、εブOI穐εゴθ2

　　　　　　2ブ

・　　　・　　ゴθ2
（P海一・4々）ε

　　　　　2デ

ん1，

　　・　　・　一ゴ02
一（P一・4）§
　　　　　　　　ん2，

一（P一ノ4〉（ん、ε一ゴθ1械，♂ノθ2）

（76＞

（77）

．
ク

2
（78）

である．

　ノ〃1　　　　　ゴ〃2　　　　　　　　　ノ〃3々1ε　　　十ん2ε　　　　　　　＝ん3ε （79）

とおけば

　　　　　　　砺一（P々一、4ん）・’碗一（♪一蓋）・一ブ碗、、，　　　（，。）

　　　　　　　　　　　　　　　　2ブ

　　　　　　　　　　　　　ゴ03　　　・　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ノ03
　　　　　　　　　　　　　　『（P一∠4）ε　　は孟を過ぎ実数軸とθ3をなす直線に♪しかして上式の佛一珊・
　　　　　　　　　　　　　　2ブ
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から下した垂線の長さであることは式（74＞，式（75）を参照すれば了解されよう．すな

わちσ1十σ2のパワー表示用基線はAを過ぎ実軸とθBをなす直線である．式（79）から

し’2

L’3

k3

k2 L’1

k玉

の

θ3θ1

h
・
A

‘

　　　　　　　　　L3
　　　　　　　　　　　　　L2

　　　　　　　　　　　　　　　鎌藍5図ん3とθ3

　　　　　　　　　　　－1ん1s魚θ、＋彦2　sinθ2
　　　　　　　θ・冨tan々、　C。，θ、＋々，　C。，θ、’

　　　　　　　々・＝頑姫6き』内∂蕨手「雇．66雲霧含　：馴…＜だ減訪汗嗣ゐ，蕊五「θ；戸

である．第5図はθ3およびん3の図示的求め方を示す．また

　　　σ4＝σ1一σ2
　　　　　　　・　　　　　　・　　　　　　　ゴθ1　　　　　　　ブθ2　　　　　　　　’　　　　　◎　　　　　　一ブθ1　　　　　　　一ブθ2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）一（P一・4）（ん、ε　　　　　　（P々一ノ1々）（ん1ε　　　　　　　　　　　　　　　一々2ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ん2ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）

（81＞

（82）

（83）

。
〃
ノ

2

L’2

kI
1／1

4θ

L4 θ2

θ

A

L1
装4

L’4

k2

L2

第6図　属　と　θ4
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であって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノθ4　　　　　　　　　　　　　　　　ゴθ2　　　　　　　　　　　　ブ01　　　　　　　　　　　　　　一ん2ε　　　　　　　　　　　　　　　　　漏た壌ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（84）　　　　　　　　　　　た1ε

とおけば

　　　　　　二一（船み・）・ゴの二（P一∠4）・一’疏、、　　　（85）

　　　　　　　　　　　　　　　2ブ

となり，σ1一σ2のパワー表示用韮線も存在する．第6図はθ4及び飯の図式的求め方

を示す．もし，L1ゐ’1と現し’2が平行である場合には五1　L’1線及び現し’2線は

　　　　　　匹砂、～20＿＠、ル職、’2〃〉＿0，　　　　　（86）

　　　　　　匹砂、～20＿（　　　・　　　　’　ゴ2θz2ノ窪一π2／1んε）＿0　　　　　（87）

と表わしてもよい．ここに7η，％2はある実定数である．したがって

　　　　　　、1一（P々一％正ゑん）・’β；φ一…パ。，　　　（88）

　　　　　　　　　　　　　　　2ノ

　　　　　　、、一（Pた一多z2・4々〉・ゴ。；（戸一…蓋）ド”．　　　（89）

　　　　　　　　　　　　　　　2ノ

したがって

　　　　　α一、、、、一（♪々＿7z、直々）、ノ。＿（♪一頭）・一ブθ、、，　　（，。）

　　　　　　　　　　　　　　　　2ゴ

　　　　　　　　　　　。　　　　　○　　∫θ　　　・　　　　●　一ゴθ
　　　　　砺一た，4，ご（Pた一％2・4た）ε一（P一’z・君）・々，，　　　（91）

　　　　　　　　　　　　　　　　2ブ

　σ3＝σ1÷σ2

　　　一岩｛齢響繋七一（・　フ¢、々1＋7¢2ん2・P一　一　　　五　　　ん1十ん2〉♂ゴθ｝（刷・（92）

・か
ｨ｛（・　π、た1＋π2々2・Pん一々、＋ん；『君公）∴（♪一細評飯ノ。｝は雑学孟

なる点を通り実軸とθをなす直線ゐ、五’3に♪から下した垂線の長さである．ゆえにL3

五’3は砿のパワー表示用基線である．比例定数砺は

　　　　　　　　　　　　　　ん3＝ん1十々2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（93）

　　　　　　　　　　　　　　σ4竺σ玉一σ2

のパ厳示欄は竺t三磐盆な・点を膿軸と・を雛・線であ・・上ヒ例

定数々4は

　　　　　　　　　　　　　　々4＝ん1一ん2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（94）
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　　　　　　　　　　　　　　5．　　　円　　　群

　5．1　直線群とその逆数円群

　直線の方程式（3）は

　　　　　　　孟＿孟、ブ”孟，　お一β、’勉　　　　　　　（95）

とすれば

　　　　　　　砂一～2％…｛・瓶～蝋）｝一軌　　　（96）

式（96）においてθA及びθβが一定で・4が変化すれば砂は三軸とθβ角をなす平行直線

群となる．また・4，伽が一定で砺が変化すればWは・4の頂点を通る直線群となる・

砺逆数評とすれば，匹斗を式（96）に繍

　　　　唄贈一画｝＋夢％「｝α働

これによってただちにゾは申心位置Q及び半径Rが

　　　　　・　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　Q＝砕例避ω「ψ｛紳一・一縛’（98）

　　　　　　　　　　　　　　云1去～々＝（♪（♪ん　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（99）

なる原点を通る円であることがわかる．砂が平行直線群であるときはケ円の中心位置《｝

は原点をすぎ実軸と一
i　　　　　πθθ十一　　　　　2）をなす醐上にあ・・と賦（98）からただちに解・・

4

」 5
，

3

．2
W直線群

1 曹

W直線群

’

＼
　
、

，F

一 0 十
一

十

＼， ！

3
、

2 oV円群
’

！

緊
A

．V円群

、
．
＼

1
一1

｝」

、

第7図　平行直線群とその逆数円群 第8膿一点を通る直線群とその円群
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第7図はこの旧辞を示す．Wが盃をすぎる直線群であるときは

　　　　　　　φ噛＋〔孟｛、一海桝÷

　　　　　　　　÷旗繭一・・〉・　　　（…）

すなわちゆは1／2ゑの点を通り1／盗ベクトルに直交する痕線上にある．なおこのFI群は

1／Aの頂点を共有することは説明の要はないと思う．以上複素数幾何学法以外の従来行

われて来た諸方法に比較してみればいかに複素数幾何学法が直裁明快であるかがわかる．

第8図はこの円蓋を示す．

　5．2　円群とその逆数円高

　5．2．1　同心円群とその逆数円群

　　　　　　　吻飢一（Q〃＋Q肱〉＋的ん一盈FO　　　　　　（101）

において1珊が変化するとすれば上式はQ点を申心とする同心円群となる．その逆数y’

　　．　　1

はW＝丁を式（101）に入れ
　　　　γ

　　　レ唄ボ臨ゾ＋轟％譜）＋φ軌1一職一・（・・2＞

IZは円群でその中心位遣σは

　　　　　　　　　　　　　　　％∴鳥・　　（・・3）

その半径7は

　　　　・一》颪㌦），魚≒繭謬襲血・　剛

しR1一＞oのとき

　　　　　　　　　　　　　　　●　　1
　　　　　　　　　　　　　　　砂マ　　プーがα　　　　　（105）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Q，

lRl竺iQIのとき

　　　　　　　　　　　　　　　φ匹φ魂一1－0．　　　　　（106）

これは1／2（♪の点を通り1／φベクトルに痕交する直線である．

μ司一＞OOのときは

　　　　　　　　　　　　　　　g一＞0　，　　　　　7一＞0　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（107）
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式（102）に示す円群は後で5．2。3で示すように源点と1／Qからの鋲離の比が一定であ

る円群である．第9図は同心円群〔W〕とその逆数円群〔りを示す．

6

6

5
5

4
32
1 4

＼ Q
，

＼

＼
一

Q
3十

2

1　1
一曳

、

、

＼

一｝

　　　　　　　　　　　　第9図　同心円群とその逆数円群

　5．2．2　2定点を共有する円群とその逆数円弧

　2点・4，βを共有する円群は線分・4βの同じ鋼にあって孟，．8に等しい角を見込む点

を先端とするベクトルの軌跡円上と見てもよい．

すなわち

　　　　　　　　　　（確一∠D（研ん一β々）　　ゴ2θ
　　　　　　　　　　　，　．　．　　．　罵ε・　　　　　　　　　　　（108）
　　　　　　　　　　（】叩一B）（】肱一ノ1々）

これから
　　　　　　　　　　　　一ゴθ　　　　　9　　ゴθ　　　　　　　　　・　ゴθ　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ゴ。　　　　　　職一（Bたε’一ノ4たεr　・　βε冒一ノ生ε「　・一万ブθw＋　ブθ　一ゴθ翫）

　　　　　　　　　　　　ε　　　一　ε　　　　　　　　　　　ε　一　ε

　　　　　　　　　　　　・ゴθ　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　一ブθ
　　　　　　　　　　澄々Bε　　　　　　　　　　　　　　一∠4βたε
　　　　　　　　　＋㎜万　＝3、㎜　漏0・　　　　　　　（109）
　　　　　　　　　　　　ε　一　ε

ここにθはWが／1，βに見込む角であって，θの種々の値に応じ・4，Bを通過する多く

の円となる．円の中心Qは



No。10

：又半径Rは

　　　　　　複素数幾何学の円線図への応用

　　　’ゴθ　　・一ゴ。　　　・　　　…　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴθ　　一ブ。．　βε一、4ε　　　　　　　　　∠4一トB　　　　　　　　　　　　　　∠4一βε÷ε
Q瓢　ノ・　一ブ〃謹　2　一　2　ブ・一二諦
　　　ε　…　ε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε　一　ε

　　ノ1十B　　、4－B
　＝＝　　　　　　　一　　　　．　　cotθ．

　　　2　　　　　　　　2フ

213

σ10＞

●ゴ0　　　・一ゴθ　・　一ゴ0　　・　　　　　　　　　　　　ブ。βε　　一属4ε　　　　　　β々ε　　　　　　　　　一ノ4々ε
ゴθ　　一ゴ0

ε　　一　ε

孟たお、ゴ∂＿紹々、一ゴo

Wの逆数をγとすればW＝㌃を式（108）に入れ，

ここに

　　　　　　　　　　づθ　　ゴ。
　　　　　　　　　　ε　　　一　ε

　　v（．4－B）（減ヒお、）

　　　　　　2sinθ

　　　　　　　1

（7－1μ）（ら一一1峨）　おんゴ2。

　　　　　　　　　　　　　ウ　コ　　ど　　ニ　ど
（γ一1／β）（臨一1／ム）　．4βた

α漏
ﾚ・4βた

ゴ。　　一・ゴθ

ε　　　　ε

ゴ2（θ一の

（111）

（l12）

（113）

ゆえにyFは1μと1／Bの2点を共有する円群である．γの1／・4，1／βを見込む角はθ一α

である．

　5．2．3　2定点からの距離の比が一定である円群とその逆数Pヨ群

　2定点を減，Bとする．下の武

　　　　　　　　　　　：謬…劣〉監…書ll一〆・　　　　（11・）

でμは躍と澄，βからの距離の比であって，μが色々と異なった値を採れば研は円群

となる．式（114＞を変形すれば

　　　　　職一（響師響甑）＋A孟1ヨメββを一・（・・5）

となり，円の中心位置Qは

　　　　　　　　　　　φ4三肇β一蓋＋遥、（β一A〉・　　σ16）

円の半径1～は

R一
t（砂禦擁繊L無≡1望泓
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　　　　　　　　一、≒V蕉二君職階）・

砺醐翻とすれば，匹‡獄（1、5）に入れ

　　　　　　　四一（λ能缶評㌦郭端鑑り

　　　　　　　　　　　　　　1一μ2
　　　　　　　　　　十　　　　　　　。　＝0．
　　　　　　　　　　　　．4、4ヒμ・おβん

Uの｛キ1心位機（1は

　　　　　　　　　　ムーμ臓　1μ’・（1／・4－1／β）

　　　　　　　㌍肋、一磁＝ガ7一・’

半径7は

翼。．10

（117＞

（118）

（119）

　　　　　　　・訂蓋モ鑑盆篶鉱一職㌦血

　　　　　　　　訓〉〈11／ノ4．一　1／β）　（1／ノ4舟　一　1／β々）．　　　　　（12。）

　　　　　　　　　　　　　　　1一μ’2

ただし

　　　　　　　　　　　　　　　〆一・磨　　　　（・21）

である．すなわちUは1／Aと1／βからの距離の比が〆である円群となる．特に例えば

・4が原点上にある場合には式（118）から

　　　　　　　三一（↓匹↓協Bた　 β）＋憲一・　　　圃
でゾは1／・Bを中心とする同心円群である．

5．1．1はこの逆の場合を述べてある．

　5．3　直　交　円　群

　二組の円群において，一組に属する何れの円も，他の組に属する何れの円とも直交す

るとき，この二組の円群を直交円群という．刎の軌跡が円であるとき

　　　　　　　匹學聖畝砿6醸素離3　　　（、23）
　　　　　　　　　　σ十わz〃

は円で，もし面1と囑が互いに直交する円群〔痘線群も含める〕であれば，等角写像の

理によって
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　　　　　　　　　　　砂、』＋塑躰．．杜C．．　　　（・24）
　　　　　　　　　　　　　　α十δ砺　　　　　　σ十う勧

と

　　　　　　　　　　　・　　ご4十Bzσ2　　・　　　　c

　　　　　　　　　　　賑π鴫蹴＋諺＋6泌，　　（125）

の円群は直交するが，これを複素数幾何で取扱ってみる．

　ε3．1ω1，ω2がいずれも平行直線群である場合

ω1が平行直線群であれば，これに直交する円群は平行直線群である．今z〃、が実軸に平

行な直線群，Z〃2は虚軸に平行な直線群とすれば

　　　　　　　　　　　　　　”1一ブy翫ω1々十ブy．

　　　　　　　　　　　　　の，一x燃＿x

　　　　　　　　　　　　　　　フ　　　　ーフ

ここにyは臥直線と実軸との距離，Xはω2直線と虚軸との距離である．今

　　　　　　　　　　　　　η1＝σ÷∂繊，

　　　　　　　　　　　　　砂2慧σ十δz〃2

と写像変換を行えば，式（128＞を式（126）に入れ

　　　　　　　　　親一（σ＋ブδy）　”1ん一（磁一Zδ々y）

　　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　6々

これは実軸と角∠∂をなす直線群であり，武（129＞を式（127）に入れ

　　　　　　　　　　”r（α十xう）　”2た一（αた＋xbた）

．
ゐ
．
フ

ープ砺

（126）

（127）

（128）

（129＞

（130）

（131）

これは実軸と角∠乃をなす直線群である．すなわち防と”2は直交する直線群である．

次に

　　　　　　　　　　　　　　汐、’一．C．．4　　　　　（・32）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　σ÷うみワ1　”1

　　　　　　　　　　　　　　砂，’一．ご．．一卓　’　（、33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　α÷δ”2　四2

の写像変換を行えば，”1＝CIW1’を式（130＞に入れ



216 藤井真一 No．10

一｛
・Cん
フーr

　δ々

　　　　　　　　吉（号一寄

また苑＝C／W2’を式く131）に入れ

　　　　　　　　　　　とん

一し＋∴姻

　　　　　　　　∂　　δた

）÷・Y

　　　　　　．ご

．
旦
．
6π1，’十　　　．

　　　σ　　　σん

　　　㌘÷一十2X
　　　う　砺

（135＞

すなわちW1’は原点を通り，中心が（一ブC／∂）え1〔え、は実変数〕にある円群である．した

がって式（124）で表されるW1はW。。点を通り中心が四。。十（一ブC／δ）λ1の円群である．

また噸、黙を鋤中心がぐ、，〔、、は実魏〕にあ。隣である，し瀞。て式（125）

　　　　　　　　　　　　∂

で表されるW2はW。。点を通り，中心がW。。＋C／∂．λ2にある円群である．　W1とW2の直

交は簡単に証明出来るからはぶく．さらに

　　　　　　　　　　　　　　匹鮨±鐸・，　　　　（・36＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　γ十δW1

　　　　　　　　　　　　　　吟α÷β望・　　　　　（、37＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　γ十δW2

の写像変換を行っても，式（136＞に式（124）の四1を代入，また式（137）に式（125）の

W2を代入すれば容易に

　　　　　　　　　　　　　　匹學學躍・，　　　　（、38＞
　　　　　　　　　　　　　　　　グ十∂’繊

　　　　　　　　　　　　　　　　・4’十一β’”2
　　　　　　　　　　　　　　偽二一一一∵∵．一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（139＞
　　　　　　　　　　　　　　　　αノート6’zσ2

の形に整えることが出来，W1と躍2が直交円群であることを証したと全く同様に出来

る．すなわち直交十寸群をもととし，これに何度一丁式の写像変換をくりかえしても，

得らるる直交円群は一点を共有する形のもの一種類だけである．第10図は直交直線群の

一次式写1象変換によって得らるる直交円群の一例として♀一と奪の関係を示す．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zρ1　　”2
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ユ

十
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4
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7
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6

一

第10図　直交直線群の写像変換によって得られる直交円群

　5．3．2　ω1が同心円群，ω2は砺円の中心を通る置線群の場合

ル、が同心円群であれば，これに直交する門群ゆ，はゆ、円群の共通中心を通る直線群でな

ければならない．すなわち勘円丘の中心位概をQとすれば

　　　　　　　翻、、一（Qんω玉＋伽1々）＋的、一二炉0．　　　（140＞

　　　　　　　　　　　　…　　　　　　　　　　　　’　　ゴ20
　　　　　　　　　　　　躍2－Q＝＠2ん一Qた）ε．　　　　　　　（141）

ここに1剰は岡心円群の円の半径である，また0は藏線群の一直線が実軸となす角で

ある．次に

　　　　　　　　　　　　　　　．　盆＋あ、
　　　　　　　　　　　　　　W1＝　．　。．　，　　　　　　　　　　　　　　（142）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　α十ろω1

　　　　　　　　　　　　　　　・　　ノ4十βzσ2
　　　　　　　　　　　　　　w2＝γTr　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（143＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　α十∂卿2

の写像変換を行えば，これはまた薩交円群であるが，ここではこれを複素数幾何で取扱

う．式（142＞，式（143）は
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　　　　　　　　　　潤レ正＿材レ◎〇＋　　∵＿皇一π．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（144＞

　　　　　　　　　　　　　　　α十う”1，

　　　　　　　　　　．　．　　δ
　　　　　　　　　　　　　　　諺＋6島　　　　　（145）　　　　　　　　　　w津瓢罪。。十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　翻　，
ただし

　　　　　　　　　．　　B　　　．　か．4＿αお
　　　　　　　　　　　　　　　　C＝＝一…丁一…一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！46＞　　　　　　　　　w。。犠一一7
　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　∂
　　　　　　　　　　　　　，
と表し得，W。。は軌跡図の原点からの距離を共通に変えるだけでW1とW2の関．係位’置

には影響しないから＿0＿と。C．．の藪を言正すれば充分である．よ。て

　　　　　　　　　σ十ゐ勧　　σ十ゐω2

　　　　　　　　　　　　　。　　　C
　　　　　　　　　　　　狸・㌧爵励、

と

　　　　　　　　　　　　　．　　δ
　　　　　　　　　　　　W2’5．　．．
　　　　　　　　　　　　　　　σ十δ”2

の直交を証す．式（147）から

　　　　　　　　　　　血一÷（箭一乙〉

　　　　　　　　　　　ぬ読（読④

式（149），式（！50）を式（140）に入れ

　　　　　　吻賑｛蚕毒踊扇＝砺颪朔

　　　　　　　　　　＋（　　ごα＋ゐQ〉（傷留一磁幅

　　　　　　　　　　　　　　　　gc々
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　篇0．　　　　　　　　　　十
　　　　　　　　　　　（σ十うQ）（α々十う々Q々）一うδたRR々

この円群の中心σ1および半径筋は

　　　　　　．　　　（）（乙々牽6た（♪ん）

　　　　　　σ1＝（α＋δQ）（姶6、φん）＿66、娘’

（147＞

（148）

（149）

（150）

＞151（

）251（
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　　　　　　司帳（諺＋艦論点私

　　　　　　　一．縞織亜一．　　（、53）
　　　　　　　　　（σ÷ぬ）（伽＋砺9海〉一あ訳ノ～た

なおα＋伽1はσ＋ゐQを共通中心とする同心円群であることは明らかで，その逆数
　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
．　，，は5．2．1項で述べたように，原点と．　．．からの距離の比が一定である円群
α十うω1　　　　　　　　　　　　　　　α十∂Q

である．したが。て7らは原点と．C．からの足騨砒が淀である円群であ
　　　　　　　　　σ＋伽、　　　σ÷6Q

る．

　つぎに式（148＞から

　　　　　　　　　　　　　晩一言（⑤一・

　　　　　　　　　　　　　娠読（姦り

式（154），式（155＞を式（141）に入れ

　　　　　　　．，　　　　　　　6ご々～θ
聯・〆一｛

　　　　十

（6姦＋ム6々φ舟〉～θ＿（娠＋ム6んゆ〉、

　　　　　　6々ご、づ。

＿ゴ01”2’

　　　　　　　　　　　（乙6、＋66、φ）、一’θ一（臨＋66、φ、）、

この円群の円の中心σ2および半径γ2は

　　　　　　　　　　　　　　・　・　一ゴθ
　　　　　　　　　　　　　　∂盈．Cε

σ2＝@（乙6た二；　66鳶（》）ε一一ブ∂＿　　（6諺ん＋66々（：～々）　εゴ。，

　　　　　　　　v66、ごご，

プ2 u（α∂々＋∂砺Q〉♂・・一（6轟＋ゐ6、ゆ、〉～・卜

ゴ。砂・〆トα

（154）

（155）

（156＞

なお乙十伽、はα十δQを通る直線群であることは明らかで，その逆数　丁㎝；7は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ十bω。

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　6
購こ述べてあるように原点と ﾝ6φ樋珊羊である・したが・て露薦は

原点と∵9．π樋る円群である．

　　　σ＋∂Q

　一般に申心位置がQ1，　Q2，半径が瓦，1～2である二つの円が直交するときは

（157）

（158）

1
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　　　　　　　IQrQl12－R、2＋1ヒ，2

また上式の関係にあれば二つの円は直交する．

いまlg2一σ1i2を計算すると

　　　【6r411・一（92一（7正〉（42ん一（11々）一9・σ・・÷卿ヒ（9・σ1・匂1σ・・＞

　　　　　　　　　　　　　　CO々わろ々

十

一｛（6臨＋硬・）∴（乙6・＋66・φ〉・一ゴθ｝2

　　6ごた（σ÷∂（2〉（αを＋ろ々璽

｛（σ＋勘（αん＋わた〔2ん）一66・盆R・｝2

　　　　　ccん

（α＋うQ〉（轟＋6々（診ん）一66々盆廊

　　　　　　Cご勲ん

一｛臨66・φ・〉・プ。一（乙6・＋6麻ゴθ｝2

　　　　　（）cん66々頁鳥

＋｛宙勘（齢6畑端諏評＝幽殖

」

5

P

4
3

5

！
、2 4

’

’ 塾
＼　　1 ／
＼、、

、　　　、

一　　　　　　　　　　　，’

@　／　ノ
、
＼

十

／　　　1！　　’

」 1
1　　　1 ン「！工＼ 1

’　　　、 d
‘ ＼、　2

一
、

’ 、

’． _
／

3

＼ ，ノ

、 ，ノ

一⊃
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第11隈　同心円群とその直交線群を基とした円群

No．10

（159）
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よって揃1と砂2は直交鶏群である．砂1および砂2をさらに一次式で写像変換を行って

も式（138），式（139）の導出と同じことになるから，2定点からの距離の比が一定であ

る階と，その2定髄鵬円群曝1係となる．第・・図は．1。．P・1群と▽↓¶

　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ十日1　　　α÷伽2
群を示す．

　　　　6．　従来の方法と複素数幾何学を用いた場合との比較

　円線図を取扱った経験のある方々は複素数幾何学の応用によって交流回路ベクトルの

円軌跡に関する隅1題がどんなに明解になるかはすぐ解っていただけると思うが，ここに

従来の方法と複素数幾何学を用いた場合の二三の例を示す．

臼油虫芝山の中心位齢よび半径の勅方
　　　　　　　c十dz

　複：素数幾何学を用いて円

　　　　　　　　　　　　　α÷δ9
　　　　　　　　　　W㍉読〔ただし9醸変数〕　　（160）

の中心位置，半径を求むることは3．2節に示している．これは見らるる通り全く闘題に

ならぬ程簡単に導出出来るのであるが，これを従来の方法によると三々手数を要する．

その方法には
（1）

（2＞

（3＞

（4）

（5）

（6＞

）
　
〉
）
7
8
9

（
　

（
（

解析幾何学による方法

複素数逐次計算法

幾何学法

家素数角方程式を用いる方法

鰍値法〔望L・の関係輔い・魚

棚酬饗・肋交触利用す・方法〕

鰍値法〔躍讐数回・或は躍回数ギ

樋限値逐次法

指数函数法

凱・を稠す・方法〕

等がある．策者が試みたこれらの方法から最も手数を要しなかった（7）の極限値法と（9）

の指数函数法を示す．（4）の複素数角方程式を用いる計算法を示している著書があり一

見余り手数を要しておらぬように見えたが，証明に不充分な点があり，これを補えば上

に示す二方法より手数と説明の時闘を要するので取らない．

・稲‘（ｴ矧一・を糊する方法
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肋実数部恥およ雌繍恥の極限値を与える・の概それぞれZ…Z・・および

Z噸，ZQ2とすれば円の中心泣置Q，および半径Rは

　　　　　　　　　　φ一去（〔喧。。評砂〕。認，　　（・61）

　　　　　　　　　　R判吉＠義パ〔功。．勉）1，　　　（162）

あるいは

　　　　　　　　　　Q畦（〔砂㍉＋〔阻9，

　　　　　　　　　　副去（〔㌧ゼ〔砂〕悔）1

である．ここでは，Wpの極限値を使用する．　Wpはよく知られておるように

　　　　　　　　％一÷（笠＋1鍛1＞

故にWpの樋限値を与える2は

　　　　　　警÷｛擁）、鞭藩｝一・

から求まる．故に9p1および9p2は

　　　　　　6＋飼無識（姦編

を満足する2の値であって

　　　　　　　　　　　　》総評

とおけば

　　　　　　　　　蕊ん＿6　　　　　＿（重∂ん＿6

　　　　　　Zp1＝薦凝　2P2＝τ～叛…’

ゆえに

　　　　φ一÷（誓乞1儀）器・

　　　　　　　　　　　諺＿（》ゐ　　　∂＋（｝∂々

Rも式（162）に式（168）を代入し

（163）

（164）

（165）

〈166）

（167＞

（168）

（169）
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6．　1．2　指数　函　数　法

複素数幾何学の円線図への応用

R罵
忽一戸

。幽一40ん

確が実変数Zの複素函数でその軌跡が円である場合には，とにかく

　　　　　　　　　　　　　汐＿φ＋盆、漁）

の形で表わし得るはずである．ここにQは円の中心位置，

（170）

223

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（171）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rは円の半径である．この

考えを基として円軌跡の畑瀬を取1及う方法を筆者は指数函数法と呼ぶことにする．この

方法は今迄余り重視されておらぬが，その重要性を再認識すべきであると思う．表題の

場合には

　　　　　　　　　　　　　　　　エ　　oん十碗9
　　　　　　　　　　　　！（9＞　篇　…！log÷「　　；…二一・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（172）

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　o十49

ゆえに

　　　　　　　恥Q＋Rξた＋璽一＠、畢蝉（Q4＋胸ぞ．　（、73＞

　　　　　　　　　　　　6十42　　　　　　　0一｝一49

式（160）と式く173）から

　　　　　　　　　　　　　　ζτ＝Q6十．～ぞ。ん，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈174）

　　　　　　　　　　　　　　ろ＝（；～4十2？4ゐ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（175）

この両式から

　　　　　　　　　　　　　　φ4・攣．　　　　　（・76）
　　　　　　　　　　　　　　　　αあ一40彦

　　　　　　　　　　　　　　　．　α4－60
　　　　　　　　　　　　　　R菖一嵩　　　　一π一・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（177）

　　　　　　　　　　　　　　　　40ん一α1た

　ここに示したように指数函数法によれば，中心および半径を求める手数は複素数幾何

学によるものと，あまり変らない．しかし円の方程式として式（24）を得るのと違い式

（173＞を得るには円線図に対する，より深い知識が必要である．

6．2　直並列山路の円線図

　複素数幾何学を電気園路の円線図に応用する一例として，第12図のような直並列回路

を取ってみる．図においてRは抵抗値（動を表し，五は自己インダクタンス（E）を表わ

す．R2以外は一定とする．σ，う端子から角周波数ω（一定）の一定値正弦波電圧Eoを加

えれば，抵抗1～2の変化に応じ図示の枝路電流る，∫2等は円を綱くことは周知の通りで，

その取扱い方は多様であるが少し程度の高い交流理論関係の著書には多く記述されてい

る．しかし従来の何れの記述も，ここで示す複秦数幾何学を応用するものより多くの説
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　　　　　　　　　　　第12図直並i列回　路

明と手数を要するように思う．

　力眠る電圧Eoを基準ベクトルに坂り，また

　　　　　　　　　　貌鎗｝

とすれば

　　　　　　レ＿生＿＿一」茎辻2・畢＿
　　　　　　　．　2互2壱　2。2、＋（Z。十Z1）2，
　　　　　　　る＋21＋2，

　　　　　　∵名＋（云転γ∴，

ただし

　　　　　　　2。郷÷ブ。L声るZl．

　　　　　　　　　　　　　　Zo十z1
また

　　　　　㌧能孤寺鴛＋亥〉あ

　　　　　　一（煮名㌧鴛・

上式から

（178）

）97！（

）081（

（！81）



Ro．10　　　　　　　　　　　複素数幾何学の円線図への応用　　　　　　　　　　　　　225

　　　　　　　　　ムー（　z1あ＋2、）ブ。（研ゐ孕＋隅・

　　　　　　　　　一一鶴）脅一ゴ・一〉

　　　　　　　　　　　　　一（∴）鑑＋ブ・一・　（・82）

すなわち

　　　　　　　磁｛一，ブ鉱樹（　z1々為＋2、ん）ム

　　　　　　　　　　　　＋，ブ。（EoLヵ十五2〉（あ≒）峠・・　〈・83）

式（183）はムは円であることを示し，その中心Qz2は

　　　　　　　　　　　蝋島≒），ブ。（Eo五ρ÷・乙2〉・　　（・84）

すなわち

　　　　　　　　　　　！亥1ナ㌔義一・　・85＞

とすれば

　　　　　　　i◎司一詑㌦／鋸÷・・　（・86）
　　　　　　　　　　　　　　　　　，
また半径R∬2は

　　　　　　　　　　耐φ・ト、。（£㍉．　　（187）

　また式（179）から20は一定値

　　　　　　　　　　　　　　為’一．E・。　　　　　（・88）

　　　　　　　　　　　　　　　　　z』＋z、

と

　　　　　却一（煮21）・あ鴛一（尊名ン那二重，）＋嘱’σ89）

の和であるから，為”円を画きこれに4’を添加すればよい。式（183＞を得たと殆ど同

様に
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聯一｛一、講吻（轟、恥、ブ。（島石）※

　　　　　　　　　※磯馴一・

すなわち為”円の中心位鐙（2躍は

iQ屑一
．42Eo

2ω（五ρ＋五2）
　　　　　　　　　　／Q鼠＝一芽＋2磁
，

（190＞

（191＞

また半径R為〃は

　　　　　　嗣φ峠、。（藷牙．

第13図は左円線図，第14図は為円線図を示す．

（192＞
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第13図　ム　円　線　図 第1姻　4円　線　麟

　電気回路に応用した円線図の機能をよりょく発揮させるためには，軌跡円を画き易く

する問題の外，変数尺度，諸電力〔或は無効電力〕表示用尺度，能率表示用尺渡，力率

表示用尺度等の問題がある．これ等の考察結果については他の機会に発表したいと思う

がここでは為円線図に9の変数尺度，入力電力Po，1～2中に消費される電力を表示する

尺度を添加するにとどめる．

　（a）凡の変数尺度
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　円線図が変数の一次式で表わされるときは，均等目盛変数尺渡の根点〔変数尺度を使

用するとき必要な極点〕は円線図上になければならない．ここでは為’の頂点αに取る．

そうすれば1～2が士。。〔純数学的に考えて〕のときる”＝0であるから，変数尺度Sは

根点αにおける円線図円の接線に平行，すなわち0’と円の中心を結ぶ直線に直角であ

る．目盛は直径砂一上に

　　　　　　　　　　　　　　αα＝ω（Lヵ＋ゐ2）　　　　　　　（193）

のようにα点を取り，α点から図示のように0’σと90Qをなして直線α，わ，　oを引き

あ漏1も，茄＝1ならしめる．αわと変数尺度との交点を0〔零〕，0’cと変数尺度との

交点を1と潤盛る．後は01を単位長として2，3，4………と目盛る．

　（b）入力電力

　入力電力PQは

　　　　　　　　　　　　　　1）o羅Eol為icos』｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（194＞

であるから虚軸はパワー表示用基線であって，虚軸との交点を0〔零〕目盛りとした任

意の直線を入力電力表示尺度とすることが出来る．図ではP。直線がそれである．

　（c）1～2中に消費される電力

　R2に消費される電力Pは

　　　　　　　P鵡1一凡｝義121義1，・　（・95＞

しかるに為円線図で為の頂点から円の直径而に下した垂線の長さを♂とすれば

　　　　・田幡一幅÷幻夢ド1∴・（・96）

式（195＞と式（196）からE♂＝P’　とおけば

　　　　　　　　　　　　　R2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P’．　　　　　　　　　　　　　　　　（197＞　　　　　　　　　　P＝一一一…一一EoJ竺
　　　　　　　　　　　　Rρ十．R2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五1ヵ十。R2

すなわちα1ン線がP’パワー表示用基線で，これとの交点を0〔零〕目盛りとした任意

の直線をP’電力表示用尺度とすることが出来，これからまたPは容易に知られる，P

を求め易くするには，円線図上〔為〕R、一〇の点と0’を結ぶ直線0’〔為〕R、一〇を藤いてお

き任意の為に対するPを求めるには為の頂点〔為〕からP’電力表示用尺慶に平行線を

引き，α〔為〕R、＿o線，およびαP’線との交点を図のようにδ’，α’とすれば，ヴるを

P’用尺度で読めばPを得る．

7 結 言

　以上円線図に関連して，古くから知られている諸理論の導出，その他に例を取って，

円の問題への複素数幾何学の応用を示したが，複素数幾何学は解析幾侮学のようにん部
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ッ部に分解して取扱うことがなく，ベクトルそのもので平1宝駆1形に関する問題を取扱う

のが特長である．今迄円線図の諸理論は解析幾何学によって取扱われることが多かった

ので，交流園路のベクトル計算と円線図表示問題の1鞠こ障壁に似たものを感じたが，複

素数幾何学を巧く応用すれば躍釜のベクトル計算から何の障壁もなく自然に円線図の計

算に移行が出来，またその逆に円線図の理論を必要に応じ回路のベクトル計算に織り込

ませることも不自然を感じなくなる．

　本交では電気回路の例題にふれることが殆ど出来なかったが後の機会にこの足りない

部分は補いたいと恩う．

　終りにこの方面の研究にたえず貴重な助言を下さった石橋教授を始め本学電気工学

科，通信工学科，数学教室の先生方に厚くお礼申し上げ，又研究結果の整理に尽力して

頂いた中村鷺に謝意を表する．
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                                 Summary

             Application of Complex Geometry to Circular Diagram

                            Shin-ichi FUJII

          (Department of Electrical Engineering, Faculty of Engineering)

    This paper glves some fundamental and theeretical formulas concerning

the circular diagram which is useful for the analysis of the alternating

current circuit. It is treated by the method of complex geometry, and

consists of the formula oE straight line, that of circle, the center of circle,

the radfus of circle, the base-line of power-scale, etc. Also it contains families

of circles and of their converse circles, aBd the representation of two famiiies

which meet at right angles to other complex plane.

    This paper would suggest that, if the complex geometry be used to the

theory of circular diagram, the barrier between the vector computation of

alternating current circuit and the theory of the circular diagram can be

eliminated, and accordingly that the stttdy of the alternating current circuit

may be promoted more freely and efficiently.


