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1緒 言

　曲げに対するスティフネスをもち，一様な張力で引き張られた円形膜の振動を，周辺

がクランプされた場合について解析した。ジュラルミン，不銃銅，チタニウム等の強靭

な金属またはメッキした雲母等の趣く薄い板は，極めて強く引張った状態でコンデンサ

マイクロホンなどの電気音響機器の主要振動部分に用いられる。ところで通常このよう

な振動体を理論的に扱う揚合には，張力の効熟こ比べて膜面の曲げに対するスティフネ

スのそれは甚だ小であるとして無視されることが多い。しかし嬉し予め加えられるこの

張力がさ程大きくないときとか，または膜の厚みが稚i大となるときには曲げスティフネ

スの影響が胡等程度現れてくると考えられるので，之等の条件がどの位の値をとれば単

純な膜としての取扱が許されるかを一応たしかめることは有意義なことだと思う。

　さらにまた普通に板として取扱われているようなかなりの厚みをもつものでも，何ら

かの方法である限度以上の初期張力をあたえるならば，その振動体はもはや単純な板と

はちがった性質を帯びてくるだろう事が予想される。それならばどの位の張力のときに

単なる板としての取扱が不能となるのだろうか。

　このような曲げスティフネスのある膜と引張り応力を加えられた板とは，導く同一の

理論的な取扱がなされるのであるが，本文の目的とするところは，この剛膜をこ附与され

た諸条件によって，その万有振動の様相がどのような影響を受けるかを定量的に明らか

にして，機器設計に役立たせようとするものである、，
　　　　　　（2）
　W。P．　Masonはこのような剛胆についての解析を行ったが，その途申の推論に疑点

があるので，簡単な弾性論酌考察を行って歪みによるポテンシャルエネルギーの表示を

求め，それを用いて運動方程式を導き，彼の結果と納異った結論を得た。

　単純な円板や円膜のときと異り，剛膜では，規準定数の値が予め剛膜に附与された張

力の強さや曲げスティフネスの強さにも関係するので，このような膜両条件をきめなけ

れば規準定数を求めることができない，，京たこの量が集際に与えられたとしても，その

都度複雑な条件式を解いてゆくことは実用的でない、，それでここでは条件：量と規準正数

または固有振動数の関係を機器設計などに使用する折に重要な役割をする軸対称振動に

ついて数値計算した結果を記した。之等の結果のうちとくに闘有振動数については，飼

一’｡法，同一張力の単純な円膜との比較，または同一寸法で張力の金くない通常の周辺

クランプの円板との比較の形で示したので，之等の図表によって円膜が伴う曲げスティ

フネスの効果や，円板に張力を与えたときの影響がかなり明らかになった．、

※　信州大学助手
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し　本丈の解析結果は，単純な円形膜や周辺クランプの円板をその特別な蝪として含み，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）（4）（5）（6）
勿論，それらは既に知られているものと発金に一致する、，

　　　　　　　　　　　　　2変形瓢ネルギーの表示

　ヤング率E，ポアソン比σ，密渡ρの等：方性物質からなる一様な厚さの平らな薄板

に，その単位断面積当りTの一様な張力を与えたのち，周辺を半径σの円でクランプし

てできた振動体について考えることとし，本：文では之を門形斗升，または単に剛膜とよ

ぶ。その厚みはこのような張力を加えたのちの状態に於いて2乃であるとする。厚みの

中央となる薩1：二にκヅ面を，厚みの方向に2軸をとるような直交座標によって暫く話を

進め乱，この中央面が変形によって9方向に変位ξを起す事によって剛膜内にたくわえ

られる変形エネルギーσを曲げスティフネスによる部分σ1と中央爾の仲場蓬に一よる部分

σ2にわけて応え，それらを夫女次のように評価する．，

　（a）曲げスティフネスによる変形エネルギーの計算，剛脳内の任意点κ，夕，2では，

あらかじめ加えられた一様な引腿り応力7’によって既に次式のような歪が生じていると

みなされる。

　　θκκo講6ンツ。驚7「（1一でア）／E－60，　　6矧。＝瓢＝0　　　　　　　　　（1）

ここに6灘，砺。は夫汝κ，y方向のたて歪成分ε慧，8ッyの，また6；脚は同じく横面恥の

初期値すなわち齋曲が起る前の値を示す。

　次に之がκ方向に曲率半径」硲で薄曲されるならばθ熔は

　　6蔦一60十（1十60）z／Rτ

　　　　　　一・一（1＋・・）器

となることが第1図のような考i察から

容易に理解される。同様に

　　・炉・・一（1＋・・）病

　　・・一2・（・＋・・）蕩

が成立っこともわかる。下等の結果を

等：方性な弾性体の応力と歪に関する一
　　　（7）
般翻係に於て応力のZ：方向成分を零と

おいて得られる。

　　x。一（6筑十σ伽）・Eノ（1一σり，

　　y夕一（6yッ＋σ靴）・E／（1一σ2），

　　Xy－y。一6ガE／2（1＋σ）

ト岳丁寧劉謬（　／

　　　　ま

喋ジ幡
　　　　　、

　　／dり。

・’ ^（玉＋聖匝

　　帳）轡劉廊／

胆評ぬ　　　R

ゴz

に代入すれぽ，それらの応力成分は次のようになる。　　　　繁1図

レf鼻〔・一・（1＋・・）麗＋・｛・・一・（・＋・・蜘
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　　出郷ト〈1＋・・）募£＋・｛・・一・（・＋・・調〕，

　　涛一鐸〔・＋・・〕錨　　　　　　　　　　　②

　一方蛮曲に．よってあらたに生じた歪成分（欝曲のないときの値が零となる歪）は次の

ように表わされる。

　　磁…離砺…．1座論一2・器　　　　　　③
奮曲する以前の応力成分が＆。驚巧。離丁，る漂0であったことに注意すれば，この奮曲

によって剛膜内にたくわえられるポテンシャルエネルギーσ1は之を（2）⑧両式の結果

とともに次式に代入することによって得られる、、

　　俸∬、〔∫∴1｛（ぎ嚇董）碗＋（駈去翫）砺　　　　　　　　＼

　　　　　　　＋（xy。→一xン　2）φ洞4吻

ただしここにSは半径αの膜面全体にナ）たることを示し，また（）内の値は驚曲諭後

の応力成分の平均値を表すものである〔〉そして簡単な演算の結露さ次の表示が得られる。

　　α』漬幾謬）が∬、〔｛（濫1）2＋（1葬）2｝

　　　　　　　＋・・（∂2ξ∂2ξ∂：》2∂夕2）＋・（1一・）（蒜y）2〕・鋤　　　　⑤

　（b）中央面の誤長による変形エネルギーの計算，　これは単なる膜の揚合と全く同様

の考え，即ちそれは単位長さ当りの張力2〃・7’に，建長による増加颪積に乗じたものと
　　　　　　　　　　　　（3）・（5）
してつぎのように計算される、，

　　仏幼丁∬、｛（∂薫∂κ）2＋（1鍔4・の　　　　　　　　⑥

ただしここではTが剛膜断纈の単拉：齎穣当りで与えられているため，2乃だけ普遍の表現

と異ることになった。

3　運動方程式と固有振動

　前節の結果を用いて剛膜の運動方程式を導き，【覇有振動をしらべてみよう。まず，ξ

セこi変動∂ξを与えたときの変形エネルギーひ1，σ2の変分は次のように計算される。

・話法農考助∬、〆ξ・ξ・・　　　　　⑦

　　・隅一呵∫、プξ・ξ・・　　　　　　　⑧
ここにプはラプラシアン，また〆は〆・72なる演算子を示すものとする。（5），⑥両

式から⑦⑧両式に至る回申の運算はかなり長いが，⑤～⑦の誘導は板の変形エネルギ

ーの変分を求めるのと，また（6）～⑧のそれは膜の揚合のものと全く同じやり方で行われ
　　　　　　　　　　　　　　　　（4）（6）
るから省略した。（7）式の表現は板の場合のヤング率Eの代りにE十7て1一のをおいた
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
もので，ヤング率の補正項は引張られた捧の結論を形式的に流用したMaso鍛の結果
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と稚異なっている。

　（7），（8）の結果を加えたものを全ポテンシャルエネルギーσの変分δσとしてとり，運

動のエネルギーの変分δ軌，外力F（κ，夕，のによる仮想仕事をδしとするなど以下全
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）（6）
く板の振動に対する運動方程式を導く場合と同様にして剛莫の運動：方程式

雛型鴇丁ユ二一〃7〆ξ＋・鳩；ξ一F　　　　　⑨

が得られる。

　自由振動の式即ち⑨式の右辺を零とおいて得られる斉次方程式。

　　n〆ξ一一ξ＋券・　　　　　　　　α①
の解で，所定の境界条件を満足するものがすべて求まるならば，一般の変位もそれらか

ら容易に得られることになる。ここにD1，D2は夫々次の量である。

　　卵処籍鷺ぷ勘　恥η・

　㈹式の解のタイムファクターがexp（ブωのの形であるとすれば，問題は結局

　　（1）1〆一D，〆一ω2）ε一〇

を周辺クランプの境界条件即ち7一αで

　　　　　　　　∂ξ＿o
　　ヨ（り篇0
　　　　　　，　∂7

について解くことになる。

のである。

⑪

⑫

⑬

但しこのプは極座標（7，ので原点を剛膜の申心においたも

　⑫式を溝足する癒数のうち，物理的に無意昧なものを除けば次の二種が考えられる。

　　み・（ん7｝zπ7）諾辮。，∫1・・（編・の：鎗窺。　　　　　　　　　　⑭

ただしここにノ’“z，∫7“はそれぞれ窺次の第一種ベヅセル醜数及びその変形ベッセル回数

で，振動板などの場合と同じく溺は振動姿態における節直径の本数，またπは周辺円

も含めた単帯の数に刻饗し，彫瓢0，1，2，3，……及び7¢罵1，2，3，……などの値をとる。そ

して更に鳥朋，妬“は第窺，曝靖振動数をω脚で表すと次の関係が成立たねばならな

い。

磁》脇ρ喧孕，磁細：、嚇1粥　　⑮

固有振動の振動姿態を表す半径方向の画数は⑭式によれば

　　ψ”“zノ“、（砺1、7）＋ψ痴、ノ”，（編1の　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑯

のように書けることがわかる。ここにψ脚，φ“あ、はある定数で，この式に対して，⑬式

の境界条件を適用することにより

（脚註）　※1　本丈では角速度または角周波数も一斗して”振動数”と呼ぶことにする。
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　　ゐπ（α”zπ）　　　　　1フπ（α涜2z）

　　　一。＿ノ　，1（α＿）α紬。、、（α1ω講。　　　　　③の

及び J一一謡総　　鄭　　　　　⑧
の二つの条件式が得られる、，畑中のα“脚，α，茄，は第辮，％圃有振動に対する規準定数

の対で⑯式の馬脚z，ん森とは夫六次の關係にある。

　　α“」。読。“μ，α6”戸ん6“、α，α，、，。≦α6“z　　　　　　　　　　　　⑲

　之等の結果によれば一般に上騰，η闇有振動姿態が次のような定i致鱈期で表わされる

ことがわかるG

Ψ一｛ん（α刀〃～　　　α）唖蝉煽（・痂釜）｝：鐙甥・　　　⑫⑦

　これらの結果がα臓＝α飯のときは周辺クランプの円板に，またα勅一〉OOのとき曲

げスティフネスのない円田の揚舎になってしまうことをたしかめることは困難ではな

い。

4規準定数に関する数値計算

　剛膜では単純な板や膜のとちと異って，規準定数の組α，槻，α痂の値はある特定の甥，

πを指定しても膜面条件によって変り，定つた値にならない。それならば，それら規準

定数の値を決定する量は何だろうか。筆者は次のような状態最をとりあげた。⑮の二品

からω〃～πを消去して⑲の関係を使うと，

　　α協一α2・・。＋421　　　　　　　　　　　　　　　　⑫⇒
ただしここに4は使用材料の強性的物質と寸法だけによってきまるディメンシ臼ンのな

い量で

　　4講α～／ζZ）i7Z）「r）；無V3（1〔＝＝6ガ）コ「！｛左二F7、（i二二み）｝（2α／21z）

　　　　　　　掃V3ぐ1＝＝扉ワ刀左・（2σ／2乃）（∵T〈E）　　　　　　　　　　⑳

で知られるように張力丁とヤング率Elの比の平方根に，直径と厚さの比を乗じたもの

の約一倍半余りの数で，これが決まれば⑰式と⑳式によって対応するα，槻及びα6“凄の

組が決定されることになる。勿論4一→0が単純な周辺クランプの円板の場合に，また

4→OOがスティフネスのない円形膜の場合になる。

　実際問題に当ってその都度⑰の超越：方程式と⑳とを連立させてその根の組を求める

ことはかなりの手数を要するので，実胴上の便利のために次のような手順で4と軸対称

固有振動に対するα。，、，α。。等との関係をかなり詳細に求めたが，その結果の大要を第

2図で君（α。の及び点図B（α6，、）に示した。之等の変化を要約すれば次の通りであ

る。即ちまず周辺クランプの円板では4＝0，したがってα。。属α6。　（之をα。，，Pで表わ
　　　　　　　（11）
す）既に周知の値である。次の張力：τ℃を増すにしたがい，4の値もその平方根に此例し

て増大し，α。π，α6，、は夫女単調に減少または増加してゆき，終りに4一〉。。となるとき
　　　　　　　　　　　　　（12＞
セこはα02zは円形膜の規準定数即ちノ。（κ）＝0の根と一致する（之をα07溜と書く）が他方

4面の方は充：分大きい4に対してはほとんどそれと等しいとみることができる。
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　ところで輿際の数値計算は次のような手順でなされたのである。条件式⑰を書きか

えると次の形になる。

　　一越鶉一・∠瑠　　・㈲

この式の左右両辺は夫々i変数κ，夕だけ

の磁数になっていて，それらの変化の状

況は第3図のように左辺は不連続点をも

つが，それ以外の卿こ対しては単調減少

する酸数であり，また右辺はすべての烹

のッに対してその値とともセこ単調に増加

する。もしκにα。，鵡≦κ≦α。，，pα）値を代

入するならぽ左辺は薩ちに数纏計算さ

れ，一：方それと等しい値を右辺の垂目に

とらせるような夕の値は，函数の変化が

単調でしかも緩慢なことからかなり容易

に求めることができる。このようにκ，ア

の組がきまればそれに対応する4の値は

⑳から直ちに求められる。こうした手順

でκにαω溜≦ガ≦硬ω～Pの範囲で種女な値

を順次とらせてゆけば，必要な閣筆が詳

細に求められる。之等の数値計算には：交　0　　　　2．4048311961　　5．52016，3064

献⑬～⑮の画数値が用いられたカミ・必　第3図　　ハ〃一

規準定数　α6。

浴≠O：軸対称振動）
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戸に応じて一部は爾式の右辺の値を直接数値計算によって求めて補った。

　　　　　　　　　　5固有振動数1こ関する数値計算

⑮式から導かれる次の式は圏有振動数を求めるに都合が良い。

　ω““戸～り「・α“、π・α11“～／α3

No．5

㈱

ところで実際には，それらの岡有振動数を既によく知られた円形膜や周辺クランプの円

板のものと比較して示した方が便利であると思われるので，次に述べる計箕はこの点に

留意してなされたものである。

　まず周辺クランプの円板では㈱式でα脚識αん、＝α襯pカミ成り立つから，そのときの

固有振動をω襯pで表わせばω，ηπp瓢P11／2（α，｝”認の2となり，之と同一の寸法で同一材

料からなる張力丁で引き張られた剛膜の醐有振動数たる㈲式のω脚とを比べてみる

と，張力丁の影響として岡有振動数が

　　　　　　　　　　　ノ
　　・口器一管雛響　　　　　　　　　㈲
倍に増大することがわかる。

　また向様に剛膜の岡有振動数を

一舞踏　　　　　　　　　⑳
の形で表し，単純な膜では4一（α溺rα1。、、）1／2一〉。。，α““ゲ〉α。“、M，α6、，ド〉・。（≒4）にな

ることに注意すれぽ，磯膜と等しい寸法，材料の曲げスティフネスを無視した理想的円

形膜の固有振動数ω，朋Mとの比は

　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　・一篇；：儲＿鴇；雛痘　　　　　　⑫り
で表わされることがわかる。

　第4図Aは4の値とこれら固有振動数の上昇率の関係を慨瓢0即ち軸対称振動につい

て示したもので，之によって膜における曲げスティフネスの効果や円板に張力を加えた

ときの影響など概観される。同図Bは円膜に対する曲げスティフネスの効果を梢細かく

示したものである、、

6　考 察

　前節の結果について若干の意見を述べ，さらに二三の数値例によって考察してみよう

と愚う。

　第4図Aを一見してすぐわかるように，糊有振動数に対する影響としては，膜に於け

　る曲げスティフネスの効果は高次振動になる程強く，また円板に加わる初期張力の効

果は逆セこ低次振動程ノくきい，．最低次振動即ち隅麟0，η一1に対して数値を示せば，直径

と厚さの比の累乗と，ヤング率と初期張力の比との積の数値が1以下のときには単純な

周辺クランプの円膜，またその値が百以上のときは曲げスティフネスをもたない円膜と

考えても置有振動数の変化は一割以．ドに止まることがわかった、
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No．5

　数値例として次に示すような条件の蜴・合をしらべてみる。
　　　　　　　　　ロのく　ラ
　　材料：金属チタン，Ed。13×1012　dyne／cm2，2旗0．0017cm，27■レ2．26×100

　　dyne1／cm，2α訟1．72CIγk，

このときσ≒0・3と仮定すれば4は57．4となるが，第4図Bによれぽ軸対称圏有振動

の振動数は・曲げステ・フネスの効果を鼻鞭した揚合の1．02倍＠一1），なし．・し1．

05（η一5）倍になることがわかる。したがってこの揚合剤用上重要な低次振動に関する

限り普通のPヨ膜と考えるも差支えないことが判るが，　若し張力がひと桁少くて2丁乃詔

0226×！06dy・・／・mになっている揚合には4－18，1と働，最鰍振動数は約7男，

7z嵩5については36％ものちがいがみられる。

　また他の例について述べると，いまα一2。5cm，乃窯0．025cmのチタニウム製薄板の

周辺をクランプするに際して，一様な初期張力をあたえてその最低次一華振動の振動数

を・張力を加えない場合の2倍にするには，第4図Aにおいてη01P篇2．0の点によって

4鞘6・8が必要であり，前記の弾性定数と共7こそれを

　　：7「謂E・42・（乃／の2／3（1一δ2）

に代入すれば所要のTは，L94　dyne／c1112即ち約20k9／職n2であることが判る。しかし

このときπ篇5の振動は僅かにL25倍に上昇するだけで張力の影響ははるかに少い。

7　結 言

　以上周辺がクランプされ，且つ一様な張力を予め与えられた円形剛1莫の変形エネルギ

ーをしらべて運動方程式を導き，その1琵靖振動に対して数値計算を行って，膜剛の曲げ

スティフネスの影響や，引張られた板に対する張力の効果を定量的に検討した。

　その結果一般に膜の曲げ剛さの効果は高次握動程強く，また板に与える初期張力の影

響は低次振動程強いことがわかった。そしてとくに最低次振勤では，剛膜の直径と厚さ

ラ1ξ2之等の数値はポアソン比σを除いてはすべて音響標準器として採用されたMR＿103コン
　　　　　　　　　　　　くエ　　ぐまらラ
　　デンサマイクロホンの振動勝　の値を揚げブ函
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との比の自乗と，ヤング率で初期張力を劇つたものとの積が1以下かまたは100以上の

ときには夫六周辺クランプの円板，または円形膜と考えても大して差支えないことがわ

かった。

　本文巾に於ける数値計算結果はほとんどが比較的重要と思われる軸対称振動（ノ7¢篇

0）に隈られたが，非対称振動に．対しても金く同様な方法で計算が進められる。

　また二二画数として得られた⑳式の結果はそれを規準化（normalization）するこ

とにより規準函数を作っておくことは，その値の同心円内1こおける積分／直を求めること
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）（20）
と共に振動伝送系としての諸特性を蓑示するのに都合が良い．そしてまたそれらの値に

よって示される伝送特性が張力や曲げスティフネス等によっていかに支配されるかを明

らかにすることは，機器設計上極めて重要であるが，之等については次の機会に述べる

予定である，，

　終りに本研究に関して有益な御教えを賜った日本電信電話公社電気通僑研究所音響研

究室長早坂寿雄博士，同室増沢健郎’博士ならびに小林理学研究所能本乙彦博士，さらに

当学部内の関係の諸：先生に深く感謝申」：：二げる次第である。また本文後半に記した数値計

算の大部分を担i漏し，注意深い考察により，筆者に有力な協力をしていただいた多摩川

精機株式会社尾身芳郎君に深く敬意を表するものである。
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                             Summary

          VIBRATION OF STRETCHED CIRCULAR PLATE

                                BY

                       Tsutomu YASUDA

    (Department of Commtinieation Engineering, Faculty of Engineering)

A stretched circular diaphragm, which is not only under permanent tensile

stress but also with some bending stiffness due to itselastic characters, is

treated. An expression of the potential energy taking account of the

bending stiffness and the permanent tensile stress is obtained. And from

this results the equation of motion, the normal functions and the normal

frequencies are found out. Then numerical investigations of the normal

vibrations are carried out. By these investigations, it has become easy to

estimate the effects of the bending stiffness in the normal vibrations of a

circular membrane and of the permanent tensile stress in the case of astr-

etched circular plate.


