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論 文

仮想 的なパ ラメータ変動 を用 いたロバス ト安定性解析方法
―保守性を低減化 した解析方法の提案*

千 田 有 一 †・木村 剛生 ‡・古川 亮 §

Robust Stability Analysis Method Using Virtual Parametric 

Variations
― Proposition of Less Conservative Analysis Method*

Yuichi CHIDAt•õ, Takeo KimuRA•ö and Ryo FURUKAIKA•˜

In this paper, a robust stability analysis problem is considered. ƒÊ-Analysis is a useful tool in order 

to guarantee stability robustness, but obtained results by conventional procedures are sometimes 

conservative. On the other hand, to guarantee stability robustness of active control systems in 

space is extremely important. A new robust stability analysis procedure by using virtual parametric 

variations is proposed in order to carry out tight evaluation of the stability robustness for active 

control systems. Performance of the proposed procedure is verified by an example of a mechanical 

vibration control system.

1. は じめ に

宇宙機や宇宙システムにおいてアクティブ制御を用い

る場合には,そ の信頼性を確保するため,設 計時におい

て十分なロバス ト安定性を保証する必要がある.と くに,

機械振動系では,地 上 と境界条件が異なり,不 安定化の

リスクが増すためにその重要性は非常に大 きい[7].そ こ

で,HO。 制御や μ設計 などのロバス ト制御設計 図 が用

いられるが,得 られた制御器が理論的に安定性保証で き

る制御対象パラメータの変動幅は,そ の制御器が実際に

許容する変動幅に比べて小 さい場合が多い.こ のような

ロバス ト安定性評価の保守性 を低減化するため,制 御系

設計後に,よ り保守性の少ない方法でロバス ト安定性解

析 を行い,許 容されるパラメータ変動幅をタイ トに見積

もることが行 われる.宇 宙システムのように,ロ バス ト

安定性を厳密な形で保証 したい場合,こ のような理論的

なロバス ト安定性の保証は非常に重要である.こ のよう

な観点から,本 論文では,保 守性を低減化 したロバス ト

安定性解析方法 を提案する.す わなち,与 えられた制御

系の もつロバス ト安定余裕 を,理 論的裏付 けのもとでで

きるだけタイ トに見積 もることが本論文の主目的である.

本論文では,制 御対象 として振動系を念頭 に置 く.多

くの機械振動系では,複 数の振動モー ドを制御モー ドと

非制御モー ドに分けて考え,制 御モー ド周波数帯域での

変動はパ ラメ トリックな変動,非 制御モー ド周波数帯域

での変動 については非構造的摂動で取 り扱 うと合理的で

あることが指摘 されている[5].し か しながら,機 械振

動系の物理パラメータは,制 御モー ドと非制御モー ドの

両者に影響 を与えるため,都 合 よくパラメ トリック変動

と非構造的摂動に分けることは困難であった.そ こで本

論文では,制 御対象のパラメータ変動 を,制 御モー ドダ

イナ ミクスのパラメータ変動 と,非 制御モー ド周波数帯

域 における非構造的摂動の二つに分けて表すことを考え

る.そ の際,制 御モー ドダイナミクスのパ ラメータ変動

は,制 御対象の物理パ ラメータの変動 とは異なる,仮 想

的に導入 したパ ラメータの変動 として表す[1].そ の後,

μ解析 を用いてロバス ト安定解析 を行 うことにより,保

守性 を低減化 したロバス ト安定性評価が可能 となる.提

案方法の有効性は,機 械連成振動制御系を例題 とした解

析結果により示す.
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2. 問 題 設 定

2.1 例 題 とす る制 御 対 象

現状 の ロバ ス ト安定解析 方法 の保 守性 を示 し,得 られ

る性 能 を比較 す るため,Fig.1に 示 す機 械振 動 系 を例

題 と して用 い る1.Fig.1の シ ステ ム は振 動 問題 に関

す るベ ンチ マー ク問題[6]と して示 され ている対象 で あ

る.こ の システ ムは,四 つのマ スに よって構 成 され,そ

れぞ れの マス はバ ネ とダ ンパ を介 して結 合 され てい る.

mi(i=1～4),ki(i=1～4),di(i=1～4)は そ れぞれ,

マ ス,バ ネ定数,減 衰定 数で ある(パ ラメー タはTable

1に 示 す).運 動 方程 式 は次式 で表 され る.

(1)

(2)

(3)

(4)

状態変数ベク トルをxpと し,状 態方程式 を次式で表す.

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

制御 入力upは マス4に 加 え られ,マ ス4の 速度yp=x4

が 検 出可能 とす る.制 御対 象 の ボー ド線 図 をFig.2に

示 す.こ の システ ムは四つ の振動 モ ー ドを もち,1次 振

動 モー ドの固有 振動数 は23「Hz],2次 以 上 の振 動モ ー ド

はそれぞ れ66[Hz],102[Hz],127[Hz]で あ る.ま た,一

つのバ ネ定 数kiを 変動 させ た場合,四 つすべ ての振動

モー ドに影響 を与 える系 となって いる.

2.2 制 御 器 の設 計

システム はブイー ドバ ック制御up(s)=-K(s)yp(s)に

よ って安定化 され,前 提条件 として,安 定化制御 器K(s)

は あ らか じめ適切 な方 法で設計 され ている とす る.本 論

文 で用 い た制御 器 は,次 式の3次 のローパス フィル タ と

し,そ の ボー ド線図 をFig.3に 示 す.

(12)

一巡伝達関数のボー ド線図をFig .4に 示す.Fig.4よ

り,こ の系 はK(s)に よって安定化 されていることがわ

かる.ま た,1次 振動モー ドは位相安定化された制御モー

ドであ り,2次 以上の振動モー ドはゲイン安定化 された

非制御モー ドとなっている.こ こで,「位相安定化」 と

は,一 巡伝達関数のゲインが0[dB]以 上であるが,位 相

が-180度 未満 となるために安定性が保証 されることを

意味 し,「ゲイ ン安定化」とは一巡伝達関数のゲイ ンが

0[dB]未 満 となることにより安定性が保証 されることを

意味する[8,9].

Fig. 1 Mechanical vibration system

Table 1 Nominal parameters

Fig. 2 Plant

1 本論 文で提案するロバス ト安定解析方法は一般の制御

対象に適用可能であ り,Fig.1の システムに特化 した

方法ではない.Fig.1の システムは,本 論文で考える

問題 を具体化するために便宜的に用いるものである.

13



146 システム制御情報学会論文誌 第20巻 第4号(2007)

2.3 考 える問題

制御系のロバス ト安定性 を考慮するためには,ロ バス

ト制御理論 によって制御器 を設計することが一般 的であ

るが,許 容 される変動幅は,設 計された制御器が実際に

許容で きる変動幅よりも小 さくなることが多い.そ のた

め,制 御系設計後 に,よ り保守性の少ない方法で改めて

ロバス ト安定性解析を行い,許 容 されるパラメータ変動

幅をタイ トに見積 もることが行われる.本 論文では,ロ

バス ト安定解析問題について考え,与 えられた制御系が

許容す る制御対象の変動幅をできるだけ厳密な形で見積

もることを目的とする.そ のため,制 御系設計問題は本

論文の考慮外 とし,制 御器 はあらか じめ適切な方法で設

計 されているとする.そ のうえでロバス ト安定性解析 に

よって保証 されるパ ラメータ変動の最大幅を求めること

によって,提 案方法を含めた各種解析手法の保守性の度

合いを比較する.ロ バス ト安定解析の保守性 を比較する

便宜上,本 論文では(12)式 の制御器によって構成 された

制御系 について,次 のロバス ト安定解析問題を考える.

[ロバス ト安定性解析問題]与 えられた(12)式 の制

御器 によって構成 された制御系 が,す べ てのki,di

(i=1～4)に ついて,土35%の パラメータ変動に対する

ロバス ト安定性を保持 していることを保証する.

Fig.4か ら明 らかなように,制 御器(12)は 非常に弱

いフィー ドバ ック制御 を行 う.そ のため,制 御系は非常

に広いパ ラメータ変動幅を許容する と予想 される.実

際,制 御対象の各パラメータをそれぞれ ±35%変 動 させ

た端点における256個 の変動モデルにおいて安定判別を

行った結果,す べての変動系において安定性を確認 した.

よって,上 記のロバス ト安定性の保証は各種ロバス ト安

定解析手法 によって可能であると予想 される.

上記 ロバス ト安定性解析問題について,以 下の3種 類

のアプローチ方法が考えられる.

・方法1:す べてのパラメータki,diを それぞれ異な

るパ ラメ トリック変動 として扱い,μ 解析を用いて

ロバス ト安定性解析を行 う方法.

・方法2:パ ラメータ変動によって起 こる摂動 を一括

して非構造的摂動 として扱い,ス モールゲイン定理

に基づ く方法で安定性解析を行 う.

・方法3(提 案方法):制 御モー ド周波数帯域 に寄与

する変動はパラメ トリック変動,非 制御モー ド周波

数帯域に寄与する変動は非構造的摂動 として扱い,μ

解析 に基づいた安定解析を行 う.そ の際,制 御モー

ド周波数での変動は,新 たに導入 した仮想的なパラ

メータを用いて表す.

以上,3種 類の方法 を用いてロバス ト安定性の保証が可

能か どうかを検証 した.そ の結果,方 法1お よび方法2

では安定性の保証が困難であった.一 方,方 法3を 用い

ると,ロ バス ト安定性の保証が可能 となった.

3. 従 来 方 法 に よ る結 果 の 比 較

3.1 方法1に よるロバス ト安定性解析結果

考慮すべ き八つのパラメータkiお よびdi(i=1～4)

はすべ てパラメ トリック変動 として扱い,文 献[3,4]の

方法 を適用 した.以 下 では,-は,各 パ ラメー タの

ノミナル値 を表す.ま た,ki,diは 変動 δiを用いて

ki=ki+δik△i,di=di+δi+4d△i(i=1～4)と 表 され

る.こ こで,|δi|<1(∀i)で ある.ま た,k△i,d△iは δi

を正規化するパラメータである.シ ステム(6)は,デ ィ

スクリプタ表現 を用いて次のように表される.

(13)

こ こで,E0:=diag(I,.M), E0Ap=:A0, E0.Bp=:B0で

あ る.変 動 パ ラメー タ δ1～ δ8を 取 り出す ため,(13)式

を次 の最大 階数分解 を用 い て書 き直す.

(14)

行列L,R,W,Zを 次 式 とす る.

(15)

Fig. 3 Pre-designed controller K(s)

Fig. 4 Loop transfer function
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(16)

この と き,シ ス テム(6),(7),(13)-(16)は,次 式 で 表 さ

れる.

(17)

(18)

(19)

上 式 に基づ き,Fig.5の シ ス テム に基づ い て μ-解析 を

行 う.Fig.5に お いて,P(s),△ δ は(18)-(19)式 で あ

る.△(s)は μ-解析 を実行す る ため に導入 した ダ ミーの

非構 造的摂動 であ る.た だ し,Fig.6に 示 す よ うに,重

みW(s)の ゲ イ ンは-400[dB]程 度 と非常 に小 さ く し,

ロ バス ト安定性 評価 に与 える影響 をご くわずか となる よ

うに設 定 した.上 記設 定 に よる μ一解析 の結 果 をFig.7

に示 す.構 造化特異値 が μ>1と なってお り,ロ バス ト

安定性 は保証 され ていない こ とがわか る.方 法1の 解析

方法 によって許容 されるパ ラメー タ変動 幅 を求 めた とこ

ろ,±17%以 下 のパ ラメー タ変動 であ れば ロバス ト安 定

性 を保 証 で きる こ とを確 認 した.

3.2 方法2に よるロバ ス ト安定性解析 結果

Fig.8の システムにたいして,H∞ ノルム評価を行 う.

△(8)は 非構造 的摂動であ り,kiとdiに ついての,す べ

てのパラメータ変動を一括 して表 したものである.見 積

もった変動量 と,す べての変動を包含する重み関数W(8)

のゲイン線図をFig.9の 破線 と実線で示す.1次 振動

モー ドの固有振動数である23[Hz]周 辺での △(8)の ゲイ

ンが大きくなっていることに注意する.ω からzま での

閉ループ系のH∞ ノルムを求めた結果,||Gzω(s)||∞>1

となり,ロ バス ト安定性が保証されないことを確認 した.

構造化特異値の計算結果をFig.10に 示す.方 法2の 解

析方法 によって許容されるパラメータ変動幅を求めた と

ころ,±0.001%以 下 という非常に小 さいパ ラメータ変動

しか許容されなかった.

Fig. 5 Analysis system of Method 1

Fig. 6 W(s)

Fig. 7 ƒÊ-analysis result (Method 1)

Fig. 8 Analysis system of Method 2

Fig. 9 W(s) and •¢(s)
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4. 提 案 す る ロ バ ス ト安 定 性 解 析 方 法

4.1 提 案方法 の基本 的考 え方

方法2が うまく行かない原因は,位 相安定化 されてい

る1次 振動モー ドのロバス ト安定性 をスモールゲイン定

理によって保証 しようとしていることによる(た とえば,

kiとdiが-35%変 動 した場合,変 動のゲイン線図 を描

くとFig.11と なり,△(s)の ゲインは1次 振動モー ド

において大 きな値 となる).そ こで,位 相安定な周波数

領域の変動はパラメ トリック変動,ゲ イン安定な周波数

領域での変動は非構造的摂動で表す ことを考える.こ れ

を実現するため,ま ず,シ ステムをモー ド分解 し,位 相

安定な制御モー ドとゲイン安定な非制御モー ドに分けて

表す.さ らに,位 相安定化された振動モー ドを表す仮想

的なパラメータ変動 を導入 し,制 御対象のすべての変動

を仮想的なパラメータ変動 と,そ の残差である非構造 的

摂動の二つの変動 によって再表現する.以 下では,仮 想

的なパラメータ変動の導入方法 と変動量の見積方法,お

よびそれを用いたロバス ト安定解析方法を示す.さ らに,

提案方法を用いると,方 法1,2で は困難であったロバス

ト安定性保証が可能 となることを示す.

4.2 仮想的変動の導入 による変動の再表現

ノミナル制御対象はSISO系 とし,m個 の振動モー ド

を持つとする.は じめのp個 は位相安定化 されたモー ド

であり,残 りの(m-p)個 のモー ドはゲイン安定化 され

たモー ドであるとする.こ のとき,制 御対象のノ ミナル

モ デルPn(s)は 次 の よ うに表せ る.

(20)

こ こで,ai,bi,gi,hiは ノ ミナルパ ラメ ー タで ある.一

方,変 動モ デル を次式 で表す.

(21)

1～p次 以下の振動モー ドの変動はパラメ トリックな変動

と考え,p+1次 以上の振動モー ドの変動は非構造的摂動

によって取 り扱うことにする.こ の方針 に従い,Pper(s)

を次のように表現 し直す.

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

ここで,δia,δib,δig,δihは位 相安定 化 された振動 モー ドの

パ ラメー タ変動 を表 し,次 式 で与 え られ る.

(28)

(24)式 は,ki,di等 の 物理 パ ラメ ー タの変動 によって発

生 したすべ て の変動Pper(s)を,δia,δib,δig,δihと,高

次振 動 モ ー ド周 波 数帯 域 での変 動 で あ る非構 造 的摂 動

△(s)に 分 けて表現 し直 した ものであ る.こ れ によ り,位

相安定 な制御モ ー ドの周波 数帯域 にお ける変動 はパ ラメ

トリック変動,ゲ イ ン安定 な非制御 モー ドの周 波数帯 域

で の変動 は非構造 的摂動 として表現 され てい る.一 つ の

制御対 象 の変動Pper(s)に 対 して,δia,δib,δig,δih,△(s)

はそ れぞれ唯一に求め られ る.こ こで,δid,δib,δig,δihは

制 御対象 の物理パ ラメー タとは無 関係 のパ ラ メー タであ

ることか ら,本 論文 では仮想 的 なパ ラメー タ変動 とよぶ.

4.3 仮 想 的 パ ラ メー タの変 動 量 の 見積 方 法

位相 安定化 され た振動 モ ー ドを表す仮想 的 なパ ラメ ー

タの変動 量 を見積 もる手順 を示す.ま ず,(24)式 を状態

方程式表 現す る.ま ず,ノ ミナル制御対 象の状態 方程式

Fig. 10 ƒÊ-analysis result (Method 2)

Fig. 11 P(s) and △(s)
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で あ る(6),(7)式 は正則 な座標 変換行 列 丁 を用 いてモ ー

ド座 標系 で表 せ る.xp=T-1xpと す る と,次 式 を得 る.

(29)

(30)

(31)

Ai,Bi,Ciはi次 振 動 モー ドに対応 した行列 であ る.行

列Ai,Bi,Ciは,座 標 変換行 列Siを 用 いて,次 式 の可

観 測正準形 式 に変換 で きる.

(32)

(33)

同様の手続 きで,(21)-(24)式 の変動系についても適当

な正則行列Ri等 を用いて可観測正準形式に変換する.

(34)

(35)

この とき,(24)式 で 与 え られるPper(s)は 次 式 となる.た

だ し,△(s)は(27)式 の 非構造 的摂動 であ る1.

(36)

(37)

(38)

こ こで,(37),(38)式 の 変 動 量 δia,δib,δig,δihの大 き さ

は,そ れぞれ の変動系Pper(s)に つ いて計算 す る必 要が

あ る.想 定 したすべ ての変 動 につ いて(37),(38)式 を 計

算 し,そ の最大値 がai,bi,gi,hi(i=1,2,…,p)と 求 め

られ た とす る.そ の と き,仮 想 パ ラメ ー タの変動 幅 は,

次 式 の よ うなAiδ,Biδ(i=1,2,…,p)と して求 め られ る.

こ こで,δi(i=1～4)は 正 規 化 された仮 想変 動 で あ り,

|δi|<1(∀i)と す る.

(39)

4.4 仮 想 パ ラ メー タ変動 の抽 出 と μ解 析

つ ぎに,仮 想 的 なパ ラメー タ変動 を抽 出す る手順 を示

す.ま ず,△A,△BのAiδ,Biδ と して(39)式 を用 い るとす

る.こ の とき,(36)式 か ら△(s)を 除 い た部分 の状態 方

程式 は次 式 となる.

(40)

(41)

ここで,ApiとBpiはT△AT-1,T△Bか ら決まる適当

な行列である.(41)式 は,仮 想変動パラメータについて

線形な形式で表 されているので,μ 解析 によるロバス ト

安定解析手法が適用できる.μ 解析はFig.12の システ

ムに基づいて行 う.そ の際,3.1節 で述べ たディスクリ

プタ形式を用いた変動パラメータの抽出方法を利用する

ことがで きる.

5. 提 案 方 法 に よ る解 析 結 果

Fig.1の 系 に対 して,提 案 したロバス ト安定性解析

手法 を適用 した.制 御対象は4個 の振動モー ドを持ち

(m=4),1次 振動モー ドが位相安定化され(p=1),2

次以上の振動モー ドがゲイン安定化 されている.よ って,

仮想変動 として δ1～δ4の 四つのパ ラメータを用いる.

想定 した変動量はkiとdiに 関す る ±35%の パラメー

1 当然 のこ とではあるが
,△(s)と しては,(27)式 に よ

る変動のほかに,高 周波数領域における不確かさに起

因する変動 を同時に考慮することも可能である.
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タ変動であるので,そ れぞれのパラメータ変動 によって

求まる仮想変動量と,残 差 として求まる(27)式 の非構造

的摂動の最大値を求める必要がある.k1とk2を ±35%

変動 させた場合の仮想変動の変動幅|δ1a|,|δ1blを求める

と,そ れぞれFig.13,Fig.14と なり,変 動の端点にお

いて仮想変動量が最大 となる.こ れは,他 のパラメータ

を変化 させた場合 においても同様であるため,そ れぞれ

のパラメータの変動の端点で最大値 を与えると期待 され

る.そ こで,各 端点での値の組合せに基づ く256個 での

変動によって変動の大 きさを見積 もることとし,仮 想変

動の大 きさを(32)-(39)式 に基づいて求めた.た とえば,

すべてのパラメータが-35%変 動 したとするとき,仮 想

変動は次のように求め られる.

このときの(27)式 の非構造的摂動 △(s)の ゲインはFig.

15の 実線に示すように求め られた.1次 振動モー ド周波

数 における非構造的摂動のゲインが,Fig.9に 比較 して

小 さくなっていることがわかる.こ れは,1次 振動モー

ド周波数での変動 を仮想的なパラメータ変動によって表

したことによる.同 様の手続 きで,256個 すべ ての変動

モデルについて仮想変動A1δ およびB1δ と非構造的摂動

△(s)を 計算 した.変 動端点の256個 か ら得 られた仮想

変動の最大値 は以下 となる.

(42)

(43)

また,各 仮想 変動 に対応 して得 られ る △(s)と 指 定 した

重 み関数W(s)の ゲ イ ン線 図 をFig.16に 示 す.W(s)

の 指 定 は,変 動 の各端 点パ ラメー タでの △(s)の ほ か ,い

くつかのパ ラメー タをス イー プ させ て △(s)を 求 め,す

べ ての △(s)を 包 絡 す る ように設定 している .以 上 の設

定 の もと,Fig.12の シ ス テムに対 してμ解析 を行 った.

結 果 をFig.17に 示 す.Fig.17よ り,構 造 化特異 値 を

μ<1と す る こ とがで き,想 定 した変動 に対す る ロバ ス

ト安定性が保証で きた.

参考のため,ノ ミナル制御対象における1次 振動モー

ドの可観測正準形式表現を求めると

とな り,(42)式 の変動量a1,b1は,ノ ミナルパラメータ

の約35%変 動量に相当 していることがわかる.

6. お わ りに

本論文では,機 械振動系 に対 して,制 御対象のパ ラ

メータ変動を制御モー ドのパラメータ変動 と非制御モー

ド周波数帯域での非構造的摂動に分けて表 し,ロ バス ト

安定解析する方法を提案 した.そ の結果,従 来の方法 と

Fig. 12 ƒÊ-Analysis system (Proposed method)

Fig. 13 Virtual perturbation δ1b

Fig. 14 Virtual perturbation δ1a

Fig. 15 Re-allocated △(s)(-35% perturbed case)
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比 較 して よ り広い変動 にたいす る ロバ ス ト安定性保 証が

可 能 となった.よ って,従 来方法 よ り保守性 を低減化 さ

せ るこ とがで きた とい える.本 方 法 は,振 動系 を念頭 に

考 えているが,一 般 の制御 対象 で も応用可 能で ある.

謝 辞

宇都 宮 大学 平 田光男 先生 には有益 な コメ ン トを頂 き

ま した.記 して感 謝の意 を表 します.

参 考 文 献

[1] 木 村,千 田:振 動系 に対 するロバス ト安定性解析 と保

守性 の低 減;第5回 計測 自動 制御 学会制御部 門大会,

pp.829-832(2005)

[2] 劉:線 形ロバス ト制御,コ ロナ社(2002)

[3] 平 田,劉,美 多:2慣 性系に対するμ-Synthesisを 用いた

制振制御;電 気学会論文誌D部 門,Vol.114-D, No.5,

pp.512-519(1994)

[4] 浅井,原:パ ラメー タ変動のモデ リングと設計を同時 に

行 うロバス ト制御系設計法;計 測 自動制御学会論文集,

Vol.32,No.1,pp.35-44(1996)

[5] 渡辺,吉 田:パ ラメータ変動 と非制御モー ドのモデル誤

差 を考慮する柔軟構造物のロバス ト振動制御;計 測 自動

制御学会論文集,Vol.32, No.7, pp.1001-1010(1996)

[6] 野 波,西 村,平 田:.MATLABに よる制御系設計,東 京

電機大学出版局(1998)

[7] F. Otsuki, H. Uematsu, Y. Nakamura, Y. Chida, O. 
Nishimura, K. Ohtomi and M. Tanaka: Vibration iso-
lation control of centrifuge rotor; Proc. of the 5th 
International Conference on Motion and Vibration 
Control, pp. 415-420 (2000)

[8] 木 田:ス ペースクラフ トの制御,コ ロナ社(1999)

[9] G. F. Franklin, J. D. Powell and A. Emami-Naeini : 
Feedback Control of Dynamic Systems (4th ed.), 
Prentice Hall (2002)
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