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研究成果の概要（和文）：本研究では大きく分けて三つの互いに関連した研究項目を実行した。
（１）動的CDFTの開発：内部電磁場をあらわに含んだハミルトニアンを基礎に、動的CDFTを開発した。得られた有効一
電子方程式に含まれる動的交換相関エネルギー汎関数に関しても、断熱的近似であるAVEAを提案した。（２）磁場下固
体の強束縛近似法の開発：磁場下固体の電子構造を計算する相対論的な強束縛近似法を開発した。本手法を磁場下シリ
コン結晶に適用した。（３）磁場下超伝導体のための静的CDFT：磁場下超伝導体に適用可能な静的CDFTを開発した。様
々なスピン対称性に加え重心座標依存性を持つ超伝導秩序変数を再現できる理論である。

研究成果の概要（英文）：In this study, we have mainly performed three topics of research as follows:
(1)Dynamical CDFT: On the basis of the Hamiltonian which explicitly includes the internal electromagnetic 
field, we developed the dynamical CDFT.  Concerning the exchange-correlation energy functional that is con
tained in the resultant single-particle equation of the dynamical CDFT, we also proposed adiabatic approxi
mation called AVEA.  (2)Tight-binding method for solids immersed in a magnetic field: We developed the rel
ativistic tight-binding method for solids immersed in an external magnetic field.  We also applied this me
thod to the crystalline silicon immersed in an external magnetic field.  (3)Static CDFT for superconductor
s immersed in a magnetic field:  We developed the static CDFT for superconductors immersed in a magnetic f
ield.  This theory can reproduce the superconducting order parameter which has various spin symmetry and d
ependence of the center of mass coordinate.
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１． 研究開始当初の背景 
本研究では、大きく分けて三つの互いに関
連した研究項目を実行した。研究開始当初の
背景を項目ごとに述べる。 
(1) 動的電流密度汎関数理論の開発 
通常の密度汎関数理論（以下 DFT）では、
基底状態における電子密度と全エネルギー
以外の物理量の予言は保証していない。した
がって、電流が誘起された系（例えばスピン
軌道相互作用の強い系や外部電磁場が印加
された系など）を DFT で扱おうとしても、誘
起された電流の効果をあらわに取り込むこ
とは困難である。 
静的電流密度汎関数理論（以下、静的 CDFT）
は、基底状態における電流の効果の取り込み
が可能な理論である。われわれは最近、拡張
された制限付き探索理論（以下 ECS 理論）に
よって静的 CDFT を「v表示可能性の問題」が
ない形に拡張した。一方、動的状態を扱う第
一原理理論として最も広く用いられている
のが Runge と Gross による時間依存密度汎関
数理論である（以下 TDDFT）。この理論も、DFT
の場合と同様に、誘起された電流を予言する
ことは不可能である。静的 CDFT の開発と同
様に、われわれの ECS 理論を動的な場合に拡
張して、さらに基本変数として電流密度を付
加すれば、動的に誘起された電流を予言する
新しい理論が構築できる。本研究の主目的は、
この動的電流密度汎関数理論（以下、動的
CDFT）を開発することである。 
動的 CDFT による計算には、動的な交換相
関エネルギー汎関数が必要不可欠である。現
実的な対処法は、静的な交換相関エネルギー
汎関数として開発された表式を借用する断
熱的近似である。最も用いられている断熱的
近似の一つに、静的な局所密度近似の表式を
借用した断熱的局所密度近似（以下 ALDA）が
ある。しかしながら、いくつかの物質系では、
ALDA を用いた TDDFT-ALDA は、量的にも質的
にも実験との不一致が大きいことが知られ
ている。ALDA を超えるためには、まずは、非
一様性を動的な交換相関エネルギー汎関数
に如何に取り込むのかを考えるべきである。
そのためには、動的交換相関エネルギー汎関
数を電流に依存した形で与えるべきだが、そ
の具体的かつ有効な近似形はまだない。われ
われは、静的 CDFT において、電流に依存し
た交換相関エネルギー汎関数の開発に成功
している。これを vorticity 展開近似（以下
VEA）と呼んでいる。この VEA を断熱的近似
で 用 い た 動 的 CDFT-AVEA は 、 従 来 の
TDDFT-ALDA を超える理論として期待できる。
この開発も本研究の目的のひとつである。 
(2) 磁場下固体の強束縛近似法の開発 
上記のような「電流が誘起した系を扱う一
般的な第一原理理論の開発」とともに重要な
のは、その理論の能力を最大限に引き出す電
子構造計算手法（バンド計算手法）の開発で
ある。電流が誘起した系の典型例の一つに、
外部磁場が印加した固体がある。固体の周期

的なポテンシャルと外部磁場をともに考慮
した電子構造計算は、簡単な格子系の場合を
除いて、現実の三次元物質ではほとんど適用
例はない。これが実現できれば、磁場下での
固体（金属）で観測されるド・ハース‐ファ
ン・アルフェン(dHvA)効果も、第一原理の立
場から再考することが可能となる。磁場下固
体の電子構造計算手法を開発することも本
研究の目的である。 
(3) 磁場下超伝導体のための静的 CDFT 
電流が誘起した興味深い系の一つに磁場
下超伝導体の渦糸状態がある。外部磁場と温
度に対する渦糸状態の変化が記述できれば、
超伝導臨界磁場や転移温度も見積ることが
できる。このような第一原理理論は今まで無
かった。この研究項目は当初の研究計画には
挙げていなかったが、本研究課題で扱う CDFT
を用いればこの第一原理理論は開発可能で
あることが分かってきた。具体的には、超伝
導秩序変数と電流密度を基本変数に選んだ
「磁場下超伝導体のための CDFT」の開発も本
研究の目的である。 
 
２． 研究の目的 
目的 1: 動的 CDFT の開発 
本研究では、スピン軌道相互作用や外部電
磁場などによって電流が誘起された系に対
して有効な第一原理理論として、すでに開発
済みのECS理論をもとに動的CDFTを開発する
。この開発には、動的な交換相関エネルギー
汎関数の近似形の開発も含んでいる。 
目的 2: 磁場下固体の強束縛近似法の開発 
目的1で開発した動的CDFTの能力を最大限
に引き出すための電子構造計算手法の開発
を行う。その第一ステップとして本研究では
、磁場下固体の強束縛近似法の開発を行う。
スピン軌道相互作用が本質的に重要な系へ
の適用も想定して、相対論的な効果も考慮に
入れた強束縛近似法の開発を目指す。 
目的 3: 磁場下超伝導体のための静的 CDFT  
 外部磁場が印加した超伝導体では、超伝導
秩序変数とともに電流密度も系の基底状態
を決める基本的な変数である。それら基本変
数を再現する第一原理理論として磁場下超
伝導体のための静的CDFTを開発する。 
 
３．研究の方法 
本研究で行った三つの研究項目ごとに研
究の具体的な方法を述べる。 
(1) 動的 CDFT の開発 
  動的 CDFT を開発するために、まずスター
トのハミルトニアンの設定をする。このとき
注意しなければならないのは、外部から印加
した電磁場によって誘起された電流や電荷
が生む内部電磁場をハミルトニアンに含め
なければならないことである。通常この効果
は小さいとして CDFT を構築するのが一般的
だが、今回の場合には適用を想定している系
が、誘起された電流の効果が本質的に重要な
系であるので無視するわけにはいかない。例



えば、メタマテリアルと呼ばれる人工構造物
の電磁場に対する応答現象や、磁場下固体の
電子構造などである。 
 次に、そのスタートのハミルトニアンを使
って動的 CDFT の構築に必要な二つの定理を
証明する。オリジナルの TDDFT における 
(i)存在定理 
(ii)電子密度による変分原理 
を、動的 CDFT 版へ拡張するのである。その
際、われわれの ECS 理論を一旦動的な理論へ
拡張して、基本変数として電子密度と電流密
度を選んでやるという方法をとる。 
 そして、この二つの基本定理を使って、電
子密度と電流密度を正しく予言する有効一
電子方程式を導出する。 
 有効一電子方程式には、動的な交換相関エ
ネルギー汎関数が含まれる。このエネルギー
汎関数の適切な近似がなければ、動的 CDFT
は全く機能しない。われわれはすでに静的
CDFTにおいてVEAによる近似的交換相関エネ
ルギー汎関数を得ている。これを直接、動的
CDFT に導入することで、従来の ALDA に対し
ては非一様性の補正を含んだ近似が出来上
がる。動的 CDFT の交換相関エネルギー汎関
数の最初の提案としては妥当なものと思わ
れる。 
(2) 磁場下固体の強束縛近似法の開発 
 通常の DFTの有効一電子方程式には磁場が
含まれていないのでブロッホの定理が成り
立つ。そして電子構造を計算する際には、こ
のブロッホの定理を利用する。一方、磁場が
印加された固体など、電流が誘起された系に
おける動的 CDFT の有効一電子方程式には、
原子核や電子による周期的なスカラーポテ
ンシャルの他に、磁場に関連したベクトルポ
テンシャルが含まれる。この場合には通常の
ブロッホの定理は成り立たず、新たな並進性
に関連した「磁気的ブロッホの定理」が成り
立つ。まずはこの磁気的ブロッホの定理の確
認をする。そして、それに関連して「磁気的
なブリルアンゾーン」も確認して、電子構造
計算の準備をする。 
 具体的な電子構造計算手法（バンド計算手
法）には強束縛近似法を採用する。磁場無し
の通常の強束縛近似法の飛び移り積分を使
って、磁場下での強束縛近似法の飛び移り積
分が表せるという特長がある。解くべき固有
値問題に現れるハミルトニアン行列は、上で
述べた磁気的ブロッホの定理を使うことで
その次元は小さくできる。解いた結果は、磁
気的なブリルアンゾーン内の各点に対して
プロットされる。相対論的な効果に関しては、
摂動論的に取り込む方法と、ディラック方程
式によって full に取り込む方法の二通りの
方法が考えられる。dHvA 効果に直接関連する
金属のフェルミ面の形状に関して、前者の方
法ではうまくいかない物質系があることが
知られているので、今回はディラック方程式
を基礎にした方法を採用した。理論形式の複
雑さや数値計算の負荷は大きくなるが、結果

の精度を考えてこのような方法をとること
にした。 
 (3) 磁場下超伝導体のための静的 CDFT 
 磁場下超伝導体の第一原理理論を作るた
めには、(1)の場合と同様に、スタートのハ
ミルトニアンに内部電磁場の効果を含めな
ければならない。マイスナー効果や渦糸状態
の記述のためには必要不可欠である。さらに
超伝導現象は、温度に対する振る舞いが重要
なので（転移温度や臨界磁場の見積もりな
ど）、理論は有限温度の場合に適用できる形
式にする。そのためにまず、Mermin による方
法を参考にして、われわれの ECS 理論を有限
温度の場合に拡張する。 
磁場下超伝導体の熱平衡状態を決める物
理量は、電子密度や電流密度のほかに、超伝
導秩序変数がある。超伝導秩序変数はクーパ
ー対を表す二粒子状態に比例した量である
ので、スピン一重項、スピン三重項、あるい
はその混合状態といったスピンの対称性の
ほかにも、重心座標依存性も内包している。
磁場下超伝導体の渦糸状態では超伝導秩序
変数の重心座標依存性は本質的に重要であ
るのでこの依存性も残しておく。 
これらを基本変数とした有限温度ECS理論、
すなわち磁場下超伝導体のための静的 CDFT
を開発する。 
 
４．研究成果 
研究成果を三つの研究項目ごとに述べる。 
(1) 動的 CDFT の開発 
動的 CDFT の開発は、上の「研究の方法」
で述べたように、有効一電子方程式の導出部
分とそこに含まれる動的な交換相関エネル
ギー汎関数の近似形の開発の２つの部分か
ら成る。前者と後者は独立に実行できる。23
年度は動的な交換相関エネルギー汎関数の
近似形の開発を行い、24 年度以降に本格的な
有効一電子方程式の導出を行った。 
23 年度は、動的な交換相関ポテンシャルを
考察した。動的CDFT-AVEAでは、静的CDFT-VEA
における交換相関ポテンシャルを借用する。
静的 CDFT-VEA では交換相関エネルギー汎関
数の具体的な表式はあるが、それに対応する
ポテンシャル表式は無かった。電子密度およ
び電流密度による変分を実行し、交換相関ポ
テンシャルの具体的な表式を導いた。この表
式は動的CDFT-AVEAの交換相関ポテンシャル
として使えるものである。 
24 年度は、動的 CDFT におけるスタートの
ハミルトニアンを考察した。外部電磁場など
の影響により、ハミルトニアンには系内部で
誘起された横場のエネルギーが含まれてい
なければならない。通常の静的 CDFT ではこ
の効果は小さいとして無視をするが、メタマ
テリアルの電磁応答現象のような場合には
内部の電磁場を精度良く記述しなければな
らないので無視するわけにはいかない。この
事情は、磁場下での超伝導状態（渦糸状態、
マイスナー効果）の場合も同じである。24 年



度はこのような系の記述に不可欠な内部電
磁場をハミルトニアンに取り込むことに成
功した。 
25 年度は、24 年度で得たハミルトニアン
を基礎に動的 CDFT を完成させた。具体的に
は以下のことを行った：(a)動的 CDFT におけ
る存在定理の証明と、ディラック・フレンケ
ル変分原理の密度による変分原理への書き
換え。(b)上記二つの基本定理を用いて電流
密度と電子密度を正しく予言する有効一電
子方程式の導出。動的 CDFT は微視的マクス
ウェル方程式と連立させることによって電
磁波の応答現象が記述できる。これによりメ
タマテリアルの新奇な物性を微視的かつ第
一原理的に議論する理論的道具が整った。 
 
 (2) 磁場下固体の強束縛近似法の開発 
23 年度はまず、磁気的ブロッホの定理の確
認を行った。外部磁場が印加された系のエネ
ルギー固有関数は通常のブロッホの定理は
成り立たず、磁場の影響を考慮に入れた磁気
的ブロッホの定理が成り立つ。さらに磁気的
ブロッホの定理を基礎とした磁気的ブリル
アンゾーンも確認した。具体的な電子構造の
計算には、これら磁気的ブロッホの定理と磁
気的ブリルアンゾーンを利用するのが有効
である。テスト計算として、磁場下シリコン
結晶の電子構造計算を行った。金属ではない
がフェルミ準位近くのバンド構造のデータ
がたくさんあるためシリコン結晶を選んだ。
具体的な計算手法は、強束縛近似法を採用し
た。磁気的ブロッホ関数の影響で、エネルギ
ー状態密度の磁場依存性にバタフライ型の
周期構造が現れた。これは、磁場下二次元正
方格子のエネルギー状態密度で有名なバタ
フライ構造と類似したものである。 
24 年度は、23 年度考察済みの磁場下固体
の並進対称性に加え、さらに相対論的効果も
同時に考慮した強束縛近似法を開発した。相
対論的な強束縛近似法の定式化は従来には
無くさらに磁場印加の効果も同時に取り込
んだ定式化はもちろん無かった。テスト計算
としては、やはり磁場下シリコン結晶の電子
構造計算を行った。相対論的効果によって、
エネルギーバンドの縮退が解けてさらにゼ
ーマン効果によるエネルギー分裂が確認で
きた。 
25 年度は、24 年度で扱った相対論的効果
をさらに精密化して計算手法に取り込んだ。
24 年度では、相対論的波動関数の小さい成分
を適宜無視した近似的な扱いをした。すなわ
ち 24 年度は一種の摂動論的な扱いをしてき
た。25 年度は、小さい成分の効果も取り込ん
だディラック方程式による磁場下強束縛近
似法の定式化を行った。そして本手法を磁場
下シリコン結晶に適用した。結果は 24 年度
のもの修正する形ではあるが、近似の精度を
考えれば最も信頼できる計算結果が得られ
たと思われる。23、24 年度の結果と定性的に
は共通するものが多いが、以下の特徴が挙げ

られる：(a)磁場によりブリルアンゾーンが
縮小（23 年度の磁場下並進対称性の議論の成
果）した全く新しいエネルギーバンド図が得
られた。グラフの横軸として磁気的ブリルア
ンゾーンではなく磁場の大きさを選べば、特
徴的なバタフライ構造が見られる。(b)相対
論的効果によりエネルギーバンドの縮退が
解けた。軌道およびスピンによるゼーマン分
裂も確認できた。(c)磁場が大きくなるにつ
れてエネルギーバンドギャップが小さくな
り、最終的には消失することが確認できた。 
本手法を金属に用いれば、dHvA 効果を第一
原理の立場から再考することも可能となる。 
 
(3) 磁場下超伝導体のための静的 CDFT 
 磁場下超伝導体は電流誘起系の典型例で
はあるが、当初は研究計画に挙げていなかっ
た。しかし、動的 CDFT の開発や静的 CDFT の
整備を行う過程で、磁場下超伝導体も本研究
課題（拡張された制限つき探索理論の電流誘
起系への適用）の範囲内で十分手に届くこと
が分かり研究をスタートした。23 年度は、最
初の準備として有限温度のECS理論を開発し
た。 
24 年度は、スピン一重項そして重心座標依
存性を無視した超伝導秩序変数を基本変数
とする磁場下超伝導体の静的 CDFT を開発し
た。具体的には、磁場下超伝導体の熱平衡状
態を規定する二つの定理の証明の実行と、そ
れを利用して有効一電子方程式を導出した。
有効一電子方程式には交換相関エネルギー
汎関数が含まれるが、それの結合定数積分表
示も導出した。この表式は厳密であり、常伝
導状態の DFTや ECS 理論などの場合と同様に、
近似形開発の確かな出発点を与えるもので
ある。 
24 年度はスピン一重項のみの定式化であ
ったが、25 年度は、スピン三重項のみならず、
一重項と三重項の混合した超伝導体や、さら
には重心座標に依存したクーパー対を持つ
超伝導体にも適用可能な理論を開発した。と
くに後者の理論的拡張は、磁場下での超伝導
状態、すなわち渦糸状態では重要である。さ
らに 25 年度の理論では、内部磁場の効果を
あらわに取り込んだハミルトニアンを基礎
にしている。「研究の方法」ですでに述べた
ように、磁場下超伝導体では渦糸状態やマイ
スナー効果を記述しなければならず、内部磁
場の効果は決して無視できない。内部磁場も
微視的なマクスウェル方程式を介してセル
フコンシステントに決まる理論形式を開発
した。 
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