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Abstract

The aimofthispaperistoinvestigaterelaもionships betweenrelativeh：ee

loopspacesandtheHochschild（co）homologyandt0giveitsapplicationtO

relativestringtopology．Inparticular，WeShowthat non－triviality ofthe

Whiteheadproduct ofamappingspaceimpliesnon－COmmutativityofthe

loopproductontheI・elativeloophomology．

Letf：X→YbeamapfromaQ－Poincar6dualityspaceXtoaspaceY

dndYZthespaceconsistingofallpathsonY・Wedenotebyev：LfY→X

the evaluationfibration whichis the pullback ofthefree pathfibration

YZ→YxYalongthemap（f，f）‥X→YxY．LetSec（ev）bethespace

Ofsectionsoftheevaluation且brationevwithbasepointswhichsendstoT

to（X，Cf（X）），Ⅵrherecf（X）denotestheconstantpathatf（X）・Weshowthat

thereexistSana血ralinje？tivemap7T＊（Sec（ev））⑳Q→H＊＋dimX（LfY；Q）

WithdegreeofdimX．

AsanaPPlicationoftheresult，WeglVeaCOnditionfortherationalre1－

ativeloophomologyI丑＊（LfY；Q）tobenon－COmmutativeprovideXis a

Closedorientedman放）ld・Letmap（X，Y訂）bethe connectedcomponent

Ofthemappingspacemap（X，Y）containing f．Weprovethatthenon－

trivialWhiteheadproductOfniap（X，Y；f）impliesanon－COmmutativityof

theloophomologyⅢ＊（LfY；Q）・ThisenablesustoobtainaneXamPleof

non－COmmutativealgebraHl＊（LfY；Q）whiletheChas－Sullivanloophom01－

Ogym＊（LX；Q）iscommutativeingeneral・

Moreover，WedescribetheWhiteheadproductsintherationalhomotOPy

groupofamappingspaceintermsoftheAndr6－Quillencohomology・Asa

COnSequenCe，anuPPerboundfortheWhiteheadlengthofamapplngSPaCe

isglVen・
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Chapterl

Introduction

1．1　Backgrounds andMotivations

ThemainplayersinthispaperarethefreeloopspaceandtheHochschild

homology．LetXandYbetopologiCalspacesamdmap（X，Y）thespace

Ofallcontinu01ユS maPS from X to Y with compact一〇Pen tOPOlogy．The

＆eeloopspaceLM＝maP（Sl，M）isoneofcrucialandinterestingobjectS

intopologyandgeometry．For example，theunboundedness oftheBetti

numbeI・Ofthe丘・eeloop space LMimpliesinfimiteness ofgeodesics on a

Riemannianmamifold；See［19］and［46］・StringtopologyinitiatedbyChas

andSul1ivanl9】isthestudyofalgebraicstruCtureSOnthehomologyH＊（LM）

Ofthe丘・eeloopspace・Inparticular，StringoperationsonH＊（LM）givesrise

t02－dimensionaltopologicaJlquantunfieldtheoryl8】．

Relationshipsbetween丘・eeloopspacesandHochschildhomologieshaVe

beenconsideredbyseveralauthors・Oneofingredientsforthestudyis a

COSimplicialmodelforthefreeloopspace・In［26］，Joneshasprovedthat

thecohomologyH＊（LM；Ⅸ）withcoefRcientsinafieldⅨisisomorphicasa

VeCtOrSPaCetOtheHochschildhomologyofthesimplicialcochaincomplex

S＊（f2；，1）ofacosimplicialmodelf2；，1forLM：

ガ＊（エ〟；駄）望∬払（ぶ＊（n；，1牒））・　　　（1・1・1）

Intherai，ionalcase，aCOmmutativemodelforLMinducesanisomorphism

H＊（LM）望HH．（AVAV），WhereAVisaminimalSullivammOdelforM

（seeChapter2）amdHH．（Al里Ⅳ）istheHochschildhomologyofAV．Let

Mbeaclosedorientedmamifoldofdimensiond，thenthe dualoftheis0－

morphismandaPoincar6dualityofMallowust00btaintheisomorphism

H。＋d（LM；Q）g2gHH－＊（JW；AV）・F61ixandThomasl17】haveconstructed

ani亘iectivemap，Whichisdefinedtopologically，fromtherationalhomotopy

l



groupofaut1MtotherationalhomologygroupofLM：

r：打＊（na山1財）⑳Q→月示d（上郷軌　　　（1．1・2）

Where aut1M denotes the path component of the monoid of the self－

homotopyequivalehcesofMcontainlngtheidentitymap．Ingeneral，there

is a direct sum decompositionoftheHochschild cohom01ogy（calledthe

Hodgedecompositionor入－decomposition）

雪が（AVAV）≡0別瑚AVAV）・

Asfor．thesummandHHa）（Al旬V），F61ixandThomasl17］provethatthe

firstpieceisisomorphicto7T＊（nautlM）⑳Qandfitsintothecommutative

diagram

軋．。（エ叫Q）一三．十方ガ一m（AllAV）

r†　　　笹on　（1・1・3）

恥（na叫（〟））⑳唾．一言ケ耳垢㌢（AllAり・

Thisyieldsatopologicaldescrip七ionoftheinclusionHHa）（AllAV）⊂

HH＊（AllAV）・TheresultsofJones，F61ixandThomasmentionedabove

motivateustogeneralizethemtotheirrelativeversions．

1．2　Results

Inwhatfollows，WeaSSumethatatopologiCalspacehasthehomotopytypeof

aCW－COmPlexwhosehomologywithcoefRcientsinafield肱isoffinitetype．

LetXandYbesimply－COnneCtedspacesandf，9：X→Ycontinuous

maps・LetYZdenotethespaceconsistingofallcontinuousmapsformthe

closedumi七intervalI＝［0，1］tothespaceY．Wedenotebyevi‥YZ→Y

theevaluationmapati．Considerthepullbackdiagram：

巧，g　　＞yJ

evl　匡e両

耳で訂yXy

Weobservetha七Pf，gishomeomorphict0thespace

柏，7）∈ズ×yJl拍）＝7（0），g回＝7（1））．
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Iff＝9，もhenwewriteLfYforPf，f・Forexample，ifXistheonepoint

SPaCeandf，9aretheconstantmapc＊tOabasepointofY，thenj㌔＊，C＊

isnothingbutthebasedloopspaceflY・IfX＝Yandbothf，9arethe

identitymapIY，thenaY，lYisthe丘●eeloopspaceLY・

LetnI，gbeacosimplicialmodelforPf，9andC＊（S＊（nI，9））aHochschild

ChaincomplexofasimplicialcochaincomplexS＊（里，g牒），thatisat0tal

COmPlexofthedoublecomplexassociatedtoacosimplicialspace堅，9・Here

S＊（一；肱）meanSthesingularcochainfunctorovera丘eld肱（forproperdef－

inition，SeeChapter2）・Ourfirstresultisdescribedasfollows・

Theoreml．2．1．LetX，Y beasi77頑y－COnneCfedspaceandf，g：X→Y

．・．∴・∴・．・．．∴・∴∴　∴∴∴．・・・・●J・∴・∴●．・．‥．・．∴　ニ‥

抗（β＊（堅，g；肱））一・一≡→∫＊（巧，g；町

Theoreml・2・lisregardedasageneralizationofJones’work（1・1・1）men－

tionedin§1，1．Chenl10］provedTheoreml．2．1inthecasewheretheunder－

1yingfield駄isthefieldRofrealnumbers・WeproveTheoreml．2．1relying

ontheidealdueto Chen．

AssumethatXisaQ－Poincar6dualityspaceofformaldimensiond，that

is，thespaceXisequippedwithahomologyclasslX］∈Hd（X；Q）ca11edan

Orientaiion classforwhichthecapproduct

－∩［ズ巨ガ＊（ズ；Q）→筏ヱー＊（X；Q）

isanisomorphism．LetSec（ev）bethespaceofallsectionsofthefibration

ev：LfY→Xwithabasepoints：X→LfYwhichsendsTtO（X，Cf（X）），

Wherecf（X）istheconstantpathatf（X）・Then，forn≧1，Wedefinerlby

thecomposite

rl：7Tn（Sec（ev））⑳Q一一一．一生→Hn（Sec（ev）；Qト．エー工‰．d（LfY；Q）．

HeI・e，HistheHurewiczmapandIlisthemapdefinedby

r（可＝∬＊（Ev）（α⑳【ズ］），

lX］∈Sd（X；Q）istherepresentativeelementoftheorientationclassofX

andEv：Sec（ev）×X→LfYistheevaluationmap・

Theoreml・2・2・LeまXbeasimplyconnecfedQ一夕oincarEdualiiyspacewiih

兢e加moねp再卯eOJα舟涼eCⅥんcompJe∬αmdyαβ宜77画かCOmmeCねd叩αCe．

エeまA beα昭一PoれCαrg血αg軸mode号Org血統eβe71βeqfエαmbrec旭md

gね最ey押印αmd（Alld）αm加古mαg九g肋αmmOdeZ舟ry・me710meβeeβ兢αま

3



がはreeごねまねom叩臨mβ払＋d（句y；Q）⊆茸ガ＊（AllA）αmd訂＊（Sec（e可）⑳

－∵‾・・り〃．■・＼ミニーミ・、・∴‥・‥・一一・●・・‥　WJ∴・‥一・∴・HJ∴∴・‥‥∴・∴‥・

払＋轟酋Qト一一三→gg＊（AllA）

rl†　†inclusion

打＊（Sec（e棚⑳Qr言方∬緑AllA）・

LetMbeaclosedorientedmanifoldofdimensiond・Inl91，Chasamd

SullivanintroducedaproductonH＊（LM）ofdegreedcal1edtheloopproduci．

MoreovertheyhaVePrOVedthattheshiftedhomology韮Ⅰ＊（LM）＝H．＋d（LM）

endowedwiththeloopproductis agradedcommutative algebra．Gruher

andSalvatore［20］generalizedtheloopproduct七〇七hatonarelativeloop

SPaCe LfY when Xis asimply－COnneCted d－dimensionalclosed orien七ed

mamifold・ItturnsoutthatⅡ＊（LfY）alsohasagradedalgebrastmCture

Simi1artotheconstructionofloopproducts・Wenowrecal1theconstruction

OfloopproductonH【＊（LfY）・Considerthepullbackdiagram

句yxズ句y→エJyX句y

l levxeu
＿方

△ズ
ズ×方，

Where△xisthediagonalmap・LetComp：LfYxxLfY→LfYbethe

COnCatenationofloops，thatis，CompisdefinedbyComp（（X，71），（X，72））＝

（訂，71＊Ⅶ）．and

（71＊Ⅶ）（可＝
〈71（2可　（0≦士≦喜）72（2士－1）（喜≦士≦1）

forany（X，Ti）∈LfYandf∈［0，11・GruherandSalvatore【20］constructed

ahomomoI・Phism

Åk‥仇（上げ×エJy）→払＿d（上げ×えエげ）

withdegree－dbyuslngtheThomconstruction．Thentheloopproducton

H＊（LfY）isdefinedbythecomposite

払（句y）⑳払（句y）→払（句yx句y）

Åk

仇－d（句yx∬句y）聖彗琉－d（上げ）・

4



Theloopproductonm＊（LfY）isnotnecessari1ygradedcommutativewhile

theChas－Sul1ivanloophomology正Ⅰ＊（LX）isgradedcommutative・Theorem

l．2．2allows us to deduce a criterion for non－COrn皿utativity ofthealge－

braH＊（LfY；Q）・Letmap（X，Y；f）denotetheconnectedcomponentofthe

mappingspacemap（X，Y）containingf・

Propositionl・2・3・Htheraiionalhomoiopygro叩7T≧2（map（X，Y；f））⑳Q

九αβαmOm一桁血gW籠宜励eα函m血Cちがほ乃Ⅲ＊（句y；Q）ねαmm－COmm血血e

gmde　α桓e rm

ExamplesofthespacesXandYinwhich7T≧2（map（X，Y；f））⑳Qhasa

non－trivialWhiteheadprod11Ctaredescribedin、ChapteI・5andChapter6．

Thethreeas岳ertionsmentionedabove，Theoremsl．2．1，1．2．2andPropo－

Sitionl．2．3arestatedinthearticle【38］bytheauthor．However，thereare

somegapsintheproofofl38，Theoreml・1，Theoreml・2，Corollaryl．3］．

Thenmodi＆ingtheproofs，Wehererefinetheseresults andgiveproofb of

Theoremsl．2．1andl．2．2amdPropositionl．2．3．

Suppose that Xis a且nite CW－COmPlex．Let AV be aminimalSulH

livanmOdelforY，BaCDGAmodelforXandハfapodelforf・De－

notebyH蒜（ATW；f）thehomologyofthecomplexoff－derivationscal1ed

theAndr6－Quillencohomology（［2】）．Thenthrationalhomotopygroup of

map（X，Y；f）isisomorphictoH；岩（AllB；f）asabeliangrOuPSforn≧2・

ThisfacthasbeenprovedbyBlockandLazarev［2］，BuijsandMuri1lol7］，

LuptonandSmithl31］；SeeChapter5forprecisedefinitionsanddetai1S．In

OrderJostudyoftheWhiteheadproductofthemapplngSPaCe丘・Omratio－

nalhomotopytheorypointOfview，BuijsandMuri110［7］definedabracket

intheAndr6－QuillencohomologyB宣Q（AIW；f）whichcoincidesyiththe

Whiteheadproductin7T＊（map（X，Y；f））⑳Qviatheisomorphismmentioned

above．WeremarkthattheisomorphismduetoBuijs andMurillois con－

StruCtedrelyingontheSullivanmodelformap（X，Y；f）duetoHaefliger［21］

andBrownamdS2iCZarbal4］・Tc）thisend，thefinitenessofamodelBfor

thesol誓CeSPaCeXisassumedintheresult［47Theoreml・3］andl21，53］・

On the other hand，the　finiteness hypothesis on X assures that

7Tn（map（X，Y；f））⑳Qisisomorphict07Tn（map（X，鞄；lf）），Wherel：Y→yb

thelocalizationmap；See［25，ⅠⅠ・Theorem3・11］amdl42，Theorem2・3］．Then

theisomorphismconstruCtedinl2］andl31］factorsasfollows：

灯れ（map（方，y；用⑳Q－一生灯れ（map（対句；刷上一三ナ垢封A町動丹

Forthedetailofthemap O，SeeSection5・1・Theproofofl31，Theorem

2．1］andtheresultl2，Theorem3．81showthat the secondmap Ois an

5



isomorphismwithoutthefinitenesshypothesisonX．Inthispaper，Wein一

七roduceabracketintheAndr6－Qlユillencohomologywhichcoincideswiththe

Whiteheadproductin7r＊（map（X，鞄；f））uptotheisomorphism．0without

assumlngthat X has afinite dimensionalcommutativemodel．ThlS One

mightexpectageneralizationoftheresul七［7，Theorem21duetoBuijsand

Mu∫illo．

LetXbe asimply－COnneCtedspacewitha CDGAmodelB andYbe

aQ－local，Simply－COnneCtedspace offinitetype．Thenwehave amodel

f‥AV→Bforabasedmapf：X→Y．Now，Wedefineabracketin

月宣Q（Al十月言）

［，巨月芸Q（Allβ豆）⑳月竃（Allβ誘→境昌仙（Allβ豆）

by

［甲湖（可＝（－1）叫m‾1

×∑（∑（斗曹拍1‥・机－1）抽）f（触‥佃）勅）栴＋1・‥功
名≠ゴ

（1・2．1）

WherevisabasisofV，dv＝∑vIV2‥・7）sand

Eむ＝

回（∑柚）＋刷（∑柚）＋剛刷（乞＜刃
た＝1　　　　　　　　た＝1

回（∑困）＋Ⅰ洲∑柚）　（ゴくり・
た＝1　　　　　　　　た＝1

ThefollowlnglSOurmainresultontheWhiteheadproductintherational

homotopygroupofamapplngSPaCe．

Theoreml・2・4・TheisomorphismO：7Tn（map（X，Y；f））→H；6（A巧β；f）

宜βCO7叩α捕geて〟助兢e　Ⅵ侮励eαd pr0血cf玩灯れ（map（X，y；刀）αmd班沼

わmCたe舌如月忘封A坑旦豆）瑚me銅呈湖eJbr7mgα（1・2・号

ItisimpoI・七ant tO remark thatif Xis丘nite，then the bracketin

HAQ（AllB；f）CoincideswiththatduetoBuusandMurillo［7］uptosign・

Letmap＊（X，Y；f）bethepath－COmPOne血ofthespaceofbasedmaps丘om

XtoYcontainingthebasedmapf：X→Y∴Wecanapplythesamear一

gumentasthecaseofthebasedmappingspacemap＊（X，Y；f）；SeeSection

5．1fbr details．

As an application ofthe result，We StudytheWhiteheadlengthofa

mappingspace，The TmLiieheadlengihofaspaceZ，WrittenWL（Z），isthe

6



1engthofnon－ZerOiteratedWhiteheadproductsin7T≧2（Z）・Bydefinition，

WL（Z）＝lmeansthatallWhiteheadproductsvanish・Inl32］，Lupton

andSmithgivesomeresultSandexamplesrelatedtoaWhiteheadlengthof

map（X，Y；f）usingaQuillenmodelforthemappingspace．Inthispaper，

WegiVeanotherproofoftheirresultsusingthebI・atketintheAndr6－Quillen

COhomology；SeeProposition5・2・1．Inordertodescribeanupperboundfor

theWhiteheadlengthofmap＊（X，Y；f），Wei血oduceaPumericalinvariaI止・

Definitionl・2・5（［14，P315］）・TheproducfIengihofaconnectedgradeq

algebraA，WrittennilA，isthegreatestintegernsuchthatA＋A＋・・・A＋≠0

（mfactors）・

Inl51，Buijsprovedthefollowingtheorem．

Theoreml・2・6（［5，TheoremO．3］）・LefXandYbesimply－COnneCiedspaces

W助か如吻eoverQαmdβαCpGAmode埴rg・ガWL（鞄）＝1兢em

WL（map＊（方，y；′）Q）≦ni1月－1・

UsingthebracketintheAndr昌一Quillencohomology，WeCanPrOVethe

followingproposition，Whichrefinestheaboveresul七；SeeRemark5．2．4．

Propositi9nl：2・7・エeL方αmdybeβま7頑和一COmmeCねd5pαCeβⅦ助か毎勧フe

OUerQJAVαm玩五mαg乱g肋αmmOdeJ舟ryαmdβαCかGAmodeg舟rg．

A55umeカム勅er兢α土y由Q壷Cαgαmd兢e d彿re7混血げAV㍉ねTM明一か涙αZ．

〃W工J（y）＝1mdni1月≧2クがほれ

叫map謹，y誹）≦こ圭（nilβ－1）丹

前ere（J＝min匝≧2ld（Ⅴ）⊂A≧叩）．

WehereremarkthattheequationWL（Y）＝1impliesthatLJ≧3．Fur一

thermore，Wisthelargestnu血bersuchthatal1Whiteheadproductsoforder

lessthanLJVanishinYl1，Proposition6・4】．IfYhasaminimalSul1ivan

modelwitha2；erOdi鮎rential，itisreadilyseenthatWL（map＊（X，Y；f））＝1

bythebracket（1．2．1）．

As computationalexamples）We COmPute the Whiteheadlength of

map（CP∞×CPm，C碍×C硲fl）・Recal1that（A（X2，宛n＋1），dx2n＋1＝

媚＋1）and（Q［Z2］，0）aretheminimalSullivanmodelsforCPnandCP∞，

respectively．Letfl：CP∞×CPm→CP∞×CPnbetherealizationofthe

CDGAmap

員：嘲Z2］⑳A（〇2湧出1）－→Q［頑㊨A（y2沌m＋1）

definedby見（Z2）＝ql（W2㊧1），A（X2）＝q2（W2⑳1）＋q3（1⑳y2）and

見（銘仙1）＝Ohrsome鮎払恥∈Q・

7



Propositionl・2・8．エe七mくれ．me710me加β

WL（map（CP∞×CPm，Cj苛×C碍；朗）＝
〈2（m一m＝1，92＝0，曾3≠0）

1（ロがほm宜ze）

ByPropositionl・2．3，WehaVeaninterestingexample．LetXbe a3－

dimensionalsphereS3andYbeaspacewithaminimalSullivanmOdel

（Alld）＝（A（xl，X2，X3，y），d）with匝ll＝2，匝2I＝匝3I＝3andIyI＝7．The

di圧erentialdisgivenbydxi＝Oforanyianddy＝Xl禦禦・Letjb：S3→Y

beamapwhichistherealizationoftheCDGAmapかAV→M（S3）＝

（A（e3），0）definedas

長匝1）＝0，品（〇2）＝鳥（∬3）＝e3，品（y）＝0．

Inthissetting，LuptonamdSmith［32，Example6・6］showthattheWhite－

headlengthofmap（S3，Y；f2）isgreatertham2byusingaQuillenmodel．

Wecangiveanotherproofofthisresultusingthebracket（1．2．1）andhaVe

thefbllowlngreSult．

Propositionl．2．9．Ome九αβ

VL（map（β3，y；朗）＝2

αmd九e71CeH＊（エ允y；Q）由70m－COmm現わ血e・

Theorganizationofthispaperisasfollows．InChapter2，WeWillgive

Preliminaries forour argumentsinthispaper．Wewillrecallseveralfun－

damentalde丘nitionsandresultsonrationalhomotopytheory．Theprecise

definitionsoftheHochschild（co）homologyamdthecubicalsingularchain

COmPlex are describedin this chapter．Chapter3is devoted to proving

Theoreml．2．1．InChapter4，Wewi11beginwithanintroductionofacom－

mutativemodelsforSec（ev）andaPoincar6dualityspace．Theoreml・2・2

andPropositionl．2．3areprovedinthischapter．Chapter6willgiveaproof

OfTheoreml．2．4．TheWhiteheadlengthofmapplngSPaCeSisalsoinvesti－

gated．Inthelastsectionofthis chapter，WeWiuprovePropositionsl．2．8

andl．2．9．
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Chapter2

Preliminaries

2・1　Rationalhomotopytheory

Ⅵ砧referthereader七〇七hebook［14］orl16］forthefundamentalfactson

rationalhomotopytheory．

LetVbeagradedQ－VeCtorspaceoftheformV＝Oi＞1Vi・Thena丘・ee

COmmutativedifFerentialgradedalgebra（CDGA），（Al吊）iscal1edaSulli－

VanabebraifVhasanincreasingsequenceofsubspacesV（0）⊂V（1）⊂・‥

Whichsatis且estheconditionsthatV＝Ui≧OV（i），d＝OinV（0）and

d：Ⅴ（宜）→AV（卜1）hrany宜≧1．

Werecal1aminimalSullivanmodelforasimply－COnneCtedspaceXwith

finitetype・ⅠtisaSullivanalgebraoftheform（Al旬）withV＝Oi≧2Vi，

Where each V甘is offinite dimension and dis decomposable；thatis，

d（V）⊂A≧2V・Moreover，（Al吊）isequippedwithaquasi－isomorphism

（ATW）－∑ApL（X）totheCDGAApL（X）ofdifFerentialpolynomialforms

OnX・Observethat，aSalgebras，H＊（Al局）⊆H＊（ApL（X））≧上す＊（X；Q）．

Example2．1．1．1．Aminimal Sullivan model for the n－dimensional

SPhere Sn，M（Sn），has the form（A（en），0）if nis odd and

（A（en；e2n－1），de2n－1＝e急）ifniseven，WhereIenl＝nandle2n＿1l＝

271－1．

2・AminimalSullivanmOdelforthecomplexprojectivespaceC：Pnhas

theform（A（T2，y2n＋1），dx2＝0，dy2n＋1＝媚＋1），WhereIx2l＝2and

b2m＋11＝27け1．

ACDGAmodelforaspaceXisaconnectedCDGA（B，d）ifthereexists

aquasi－isomorphismfromaminimalSullivanmodelforXtoB・LetA（i，di）

bethe丘・eeCDGAwith回＝0，回＝1andthedifFerentialdofA（i，di）

Sendsftodi・WedefinedthemapEi‥A（ちdi）→QbyEi（i）＝i．Two
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maps～クOandplOfCDGA’S丘・OmaSul1ivanalgebraAVtoaCDGAAare

homoiopicifthereexistsaCDGAmapH：AV→A⑳A（i，di）suchthat

（1・Ei）H＝甲ifori＝0，1・DenotebylAllA］thesetofhomotOPyClassesof

CDGAmapsfromAVtoA

Let f：X→Ybe amapbetweenspaces offinitetype．Thenthere

existsaCDGAmapffromaminimalSullivanmodel（Al有，d）forYtoa

minimalSullivanmodel（Athd）forXwhichmakesthediagram

commutativeuptohomotopy．Letp‥A鞍エBaCDGAmodelforX，

WeCallpfamodelforfassociatedwithmodelsAl々andB anddenoteit

by・

Wbnowrecal1thefbllowingresult．

Proposition2・1・2（［14，Proposition12．9］）・Le土A andC be CDGAs，AV

α乱肋氾mα桓ebmα扇町：A→Cα押α止血omo叩最βm．me71兢em叩

訂＊‥［AlうA】→［Allq

玩血ce（拍　打ぬ頑ec血e．

Inparticular，WeuSethepropositionwhenconstructingamodelforthe

WhiteheadproductofamappingspaceinChapter5．

Remark2．1．3．If7Tisasurjectivequasi－isomorphismandAVisaminimal

Sul1ivanmodel，thenwecanconstruCtaCDGAmap4）：AV→Asuchthat

7T4）＝4｝foranyCDGAmap4，‥AV→CbyinductiononadegreeofVl14，

Lemma12・4］・LetvbeabasisofVandassumethaも4）isconstruCtedin

AV＜lvl．Then4）d（b）isdefined．Since7Tisasurjectivequasi－isomorphismand

7TQd（V）＝〔坤（V），WeCan丘nda∈Asuchthatd（a）＝¢d（V）and7「（a）＝桝V）．

Then，WeeXtendd）With4）（V）＝a・

2・2　TheHochschildhomologyandcohomology

LetE＝（（晶，d））n≧Obeasimplicialcochaincomplex，thatis，（En，d）isa

COChaincomplexforanyn≧0tOgetherwithcochainmaps6i：En＿1→昂1

ando・i：」‰＋1→En（0≦i≦n）satis＆ingsimplicialidentities．Wethenget
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adoublecomplexCb，q（E）givenbyCも，q（E）＝（ち）qwiththeverticaland

horizontaldifFerentials

dl‥q，q（β）→q，叶1（β），dl匝）＝（－1）pd匝），

d2：q，。（β）→q－1，。（動d2回＝ト1）p‾1∑（－1）執可・

The七〇七alcomplex（Ci（E），D）ofthedoublecomplex（Cb，q（E））p，qgivenby

G（且）＝O q誹），刀＝dl＋d2

iscalledtheHochschildcomplexofasimplicialcochaincomplexEandits

homology，HH．（E），iscalledtheHochschildhomologyofE．

Let（A，d）beadifFerentialgradedalgebraovera丘eldkandMadif－

ferentialgradedA－Abimodule．DenotebysAthesuspensionofA，thatis

（sA）n＝An＋1andT（sA）thetensoralgebraonsA．TheHochschildchain

CO7叩IeだOfAwithcoefRcientinMisthecomplexC＊（A；M）＝M⑳T（sA）

WiththedifFerentialD＝Dl＋D2de丘nedby

か1（m【α1Ⅰα2ト車た］）＝d（m）【α1桓2l…1αた〕

一∑ト1）gim匝1向上車極）上向］

功（叫α1lα2ト車た］）＝（－1）l可mα1tα2トlαた〕

＋∑（－1）Eim裾…極－1α十車た】

一（－1）Eた（柚＋1）αた叫α1桓汗・車た＿止

HereEi＝lmI＋∑j＜ilsqilandmlalla2トIak］theelemen七m⑳（sal⑳sa2⑳

・・・⑳sak）ofM⑳T（sA）・Thehomologyofthecomplex，HH．（A；M），is

CalledtheHochschildhomology・ThebarconsiructionofAisthecomplex

B（A；A；A）＝A⑳r（SA）⑳A

withthedifferentialdB＝dl＋d2definedby

dl（可α1桓2ト・桓誹）＝d（α）［α1匝2ト・tα耕

一∑（－1）㌔［α1桓2ト仲井‥桓甜

＋（－1）鞘＋1串1桓2ト・lα掴（軋
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d2（串1回‥車誹）＝ト1）回α可α2ト匝誹

＋∑ト1）隼車1上旬－1αiトlα耕

一（－1）E叫α1Ⅰα2l…偏＿1］α諦・

LetAbeadifFerentialgradedalgebrawithanaugmentationA→肱and．互

theaugmentよtionidealofA．Thenormalizedbarconstruction雷（44A）

ofAisthecomplexA⑳T（sA）⑳AwiththedifFerentialdefinedaswith

thedifFerentialofB（AA，A）・Wethenseethattheinclusion豆（44A）ej

B（44A）isaquasi－isomorphism．

LetAqPbetheoppositegradedalgebraofAandAethetensoralgebra

A⑳AOP・Recal1thatanyA－bimodulecanbeconsidbredaleft（orright）

Ae－mOdule．

IJemma2・2・1（【13，Lemma4・3］）・The榔Ae－mOdulemqp

EA：B（A；A；A）→A

所med軸EA（α目白）＝αわαmdgA（αhlα2ト・Ⅰα誹）＝0舟沌＞0由α占em附ee

γeβ血如乃扉Aαβα榔Ae－mO血ge・　／

Wehaveanisomorphism

（G（A；財），刀）望（〟⑭A叩B（44A），d⑳1＋1⑳dB）

Therefore，theHochschildhomologyisdescribedbythetorsionfunctorin

thesenseofMoore，See［12，Appendix］，

ガ島（4財）＝Tb屯e（A，〟）．

Considerthecomplex

C＊（A；〟）＝（HomAe（B（A；A；A），財），刀′），

whereD′（p）＝d。叩－（－1）Iplp。dBR）rP∈HomAe（B（A；A；A），M）．鞘

Callthe complex兢e Hochschild cochain complexofA with coefBcientin

M・TheHochschildcohomologyisthehomologyofthecomplexC＊（A；M），

HH＊（A；M）・Weseethat

茸茸＊（4財）＝Ex積e（A，財）．
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2．3　Thecubicalsingularchaincomplex

LetIn＝［0，11nbethentimesproductoftheclosedunitinterval［0，1］．An

n－CubeinatOPOlogiCalspaceZis acontinuousmap Zn→Z．Ann－Cube

cT：In→Zisdqgenerateifthereexistaintegeri，1≦i≦n，andan（n－1）－

cubeoJ：In－1→Zsuchthato・（tl，t2，・‥，in）＝J／（tl，‥・，ti＿1，ii＋1，・・リn）

forany（tl，i2，・‥，in）∈Zn・Notethatal10－Cubearenon－degenerate．Ⅵね

denoteby（完（Z；Ⅸ）the hee駄－mOdule generated bythe set ofa11non－

degeneraten－CubesinZ．1楠definethemap

入打Jm‾1→Jm；（毎払‥・亮一1）ト→（転・‥訪＿1，痛，…ふ＿1）

brE＝0，1andl≦宜≦＿m・Let∂＝∑覧1（入官＊－人吉＊）：乱（Z湛）→

CL－1（Z；K）・Then∂isawell－defiheddifFerentialofC＊（Z；Ⅸ）（【33，P・131）and

thechaincomplex（CL＜（Z；肱），∂）iscalledthecubicalsingularchainco汀画ex

OfZ．The cubicalsingular cochain co77WleここOfZ overⅨis the complex

Cm（Z；Ⅸ）＝Hom逼れ（G（Z），呵・血edi鮎rentiald：cm‾1（Z牒）→cm（Z湛）

isde丘nedbyd（甲）＝甲∂hrp∈cm【1（Z；叫．

TheAlexander－WhitneymapandtheEilenberg－Zilbermaparealsode－

finedincubicalsingularchaincomplexes（［33，P・133，P137］）・TheEilenberg－

Zilbermap

EZ：Cn（Zl；Ⅸ）⑳Ck（為；Ⅸ）→q叶m（ZlX為湛）

isde丘nedbyEZ（甲⑱4，）＝PXゆwhereや（resp・4，）is ann（resp．m）－

Cube．TheAlexander－Whitney mapis defined as follows．LetJ be any

Subsetof（1，2，・・・，n＋m）andJCthecomplementarysubsetofJ．IfJ＝

（jl，j2，…，jl），thendenote靖＝人言1人完・・・入五・Forany（n＋m）－Cubeo．：

I＋m→ZlXZ2，WedefineamapAW：ql＋m（ZlXZ2湛）→（Cl（Zl牒）⑳

C＊（哉牒））m＋mby

AⅥ矩）＝∑（－1）瑚（prl瑚C）⑳（pr2掃）∈（G（Zl湛）⑳G（為湛））叫m

wherepri：ZlXZ2→ZiistheprojectionandE（J）isthecardina，1number

oftheset〈（i，j）∈JxJClj＜i）・Weseetha七EZandAWarechainmaps；

See［33，p・133，p138］・

Remark2・3・1・The cubicalsingular chain complex（完（Z；Ⅸ）is quasi－

isomorphictothesingularchaincomplexS．（Z；Ⅸ）・Infact，let

△m＝（（行毎…，㍍）∈RmlO≦ま1≦毎≦…≦㍍≦1）

13



bethestandardn－SimplexandfCn：Zn→△nbeanon－degeneratecubical

Chaindefinedby

Km（毎毎，…，㍍）＝（訂1，∬2，・‥，〇m）上場＝1－g1号2…士官．

Themethodofacyclicmodelsl40，Theorem5．2・3’］allowsustoconclude

that the chainmap pc＊：S＊（Z；Ⅸ）→Ck（Z牒）inducedby pcis aquasi－

isomorphism・LetEZ：Sn（Zl）⑳Sm（Zl）→Sn＋m（ZlXZ2）andAW：

Sn＋，n（ZlXZ2）→（S＊（Zl）⑳S＊（Z2））n＋mbetheEileriberg－Zilbermapand

theAlexander－Whitneymapde丘nedinsingularchaincomplexes7See［39，

§12］or［40，§5］forthe definition．Astraightfbrward computationshows

thatthediagramisstrict1ycommutative：

鳥（ZlX為）一一些一且（Zl）⑳鳥（為）

・・こ　　　　　　　∴・

C＊（ZlXZ2）頂訂C＊（a）⑳G（為）・

Ⅵ楠seethatthemapI㌔‥C＊（Z）→S＊（Z）inducedbylCnisanalgebramap．

Ontheotherhand，thediagram

鳥（Zl）⑳乱（為）－一旦L瑚ZlX為）

曲1　　ト＊

G（Zl）⑳C＊（為）一一盲FG（ZlX為）

doesnot commutesstrict1y，howevercommutativeupto chainhomotopy．

This factis shownbythemethod ofacyclicmodels．We can choosethe

Chainhomotopyh：S＊（Zl）⑳S＊（Z2）→Ct：（ZlXZ2）sothattheequation

伍×彪）＊九＝九伍＊⑳允＊）holdsforany薫：易→昭（宜＝1，2）．

Intherestofthissection，WereCallthein吻rationmap（theslaniprod－

ucり・Let0’∈Cq（Zl牒），thendefineamap、Jl：Cn＋q（ZlXZ2；K）→

Cn（Z2；Ⅸ）by（Jix）（甲）＝X（J才　甲）forany甲∈CL（Z2；K）・Itiseasilyseen

theequality：

d（上∬）＝（－1）q（上血一七〇）・

Infact，thefollowingequationsshowtheequality（2・3，1）：

（伊 （甲）＝血（JXP）

＝ご（∂JXや）＋ト刃化（JX∂甲）

＝（上中）・ト1）曾d（伊甲）・

14
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Ⅵ楠notethattheequation（2．3．1）isaparticularversionofStokes，theorem

andthein七egrationmapISalsodefinedinthesingularcochainalgebraofa

SpaCeSimilarly二
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Chapter3

A cosimplicialmodelandthe

Hochschildhomology

Inthischapterフtheground丘eldisanarbitrary丘eldⅨ・ForanySPaCeZ，

WeWriteS＊（Z）（resp・C＊（Z））forS＊（Z；K）（resp・C＊（Z；肱））・

3・1　Totalizationofcosimplicialspaces

LetZ’＝（Zn）beacosimplicialspaceand△●bethecosimplicialspace

Ofthestandardsimplex）thatis，△●isafami1yofthestandardsimplexes

（△n）n≧0（△0＝（0））togetherwithcofaceopera七ors6i：△n‾1→△nand

COdegeneracyoperators0－1‥△n＋1→△nこforl≦i≦ngivenby

∂甘（毎…ふ＿1）＝

〈（0，毎・‥亮一1）　　（宜＝0）

（壬1，‥・訪，転…亮一1）（1≦乞≦乃一1）

（毎…亮一1，1）　　（宜＝m）

J矩1，…ふ＋1）＝（虹‥九毎2，…ん＋1）．

Theiotalization（orgeOmeiricrealizaiion）ofacosimplicialspaceZ●isthe

Slll〕SpaCe

Tot（Z’）＝■（△●→Z●Tamapofcosimplicialspace）⊂Ilmap（△n，Zn）・

れ≧O

A cosi7叩IicialmodelforatopologicalspaceWisacosimplicialspaceZ．

SuChtha七七het0七alizationTc）t（Z●）ishomeomorphictoW．

ExamPle3・1・1・Considerthecosimplicialspace里，gde丘nedasO芋，9＝

XxYXn・Cofaceoperators6i：0㍍1→巧，gandCodegeneracyoperators
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Jj：喘1→巧，gareglVenby

∂℃（訂，yl，…，仇－1）

〈…

ちJ（可，yl，…，弘一1）

だ，yl，・‥，弘弘‥・，ym－1）

諾，yl，…，ym－1，g匝））

alld

叛描1，…，y叫1）＝（諾，yl，…，yd，凱＋2，…，封叫1）．

Then，WeSeethat堅，glSaCOSimplicialmodelforPf，9・

LetZ’beacosimplicialspace．Applyingthesingularcochaincomplex

functorS＊（－）0VerafieldⅨ七9thecosimplicialspaceZ●，Wegetthesim－

plicialcochaincomplexS＊（Z’）・Thisgivesriset0七heHochschildcomplex

（G（g＊（Z●）），刀），thatis，

乱（g＊（Z●））＝O gr（Z5）・

WiththedifFerentialD＝Dl＋D2definedby

n：gp（Zq）→gP＋1（Zq），仇（可＝（11）q血，

裁：βp（Zす）→伊（Z打），戟（可＝ト1）叶1∑（－1）伊＊回・

Let evn‥△nxTbt（Z’）→Zn bethe evaluationmap andconsiderthe

缶‥乱（ぶ＊（Z・））彗0gγ（△β×恥t（Z●））を垣gm世七（Z・））．

Here［△n］∈Sn（△n）denotestheiden七itymapof△n．

1emma3・1・2・r加7乃叩重ねαC加わm叩．

Proof TheEquation（2・3・1）andcommutativityofthediagram

△β一1×恥t（Z・）竺＝1gβ－1

∂jxll　　レi

△β×恥t（Z●）－「拓→Zβ

鮎r≡几（（－1）5ムde車（－1）七】eV…）

＝γ≡丑ev拘＋七㌔－1両＝垂か・

⊂】
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3．2　ProofofTheoreml．2．1

Recallthechainmap＠f，g＝缶inthecasethatZ．isthecosimplicialmodel

堅，gfor巧，9・Weshowthatthemap◎f，91SaquaSi－isomorphismforprovlng

Theoreml・2・1・Defineachainmap隼，g：TbtC＊（里，9）→C＊（Pf，。）aswith

themap＠f，9，andconsiderthediagram：

Ttg＊（堅，g）

恥tK＊†

恥tC＊（里，g）

◎九g

当，g

∫＊（巧，g）
一一丁・

C＊（巧，g）・

（3・2．1）

Then，thediagramiscommuta七iveuptochainhomotopy・Indeed，giVenp

inTotC＊（堅，9）n（甲∈Cr（堅，g），r－S＝n）・Leth：S＊（△S）⑳S＊（Pf，。）→

C・（△SxPf，g）beanaturalchainhomo呼ybetweenlC・EZandEZ（IC＊⑳IC＊）

StatedinRemark2・3・1・Then，themaph：TotC＊（里，。）→S＊（Pf，9）defined

ash（p）（0－）＝（－1）n甲（evs．h（1△S⑳J））foro－∈乱－1（Pf，。）isachainhomotopy

丘om／も＊◎／to◎TbtK＊．

Ⅵ楠alsoseethatthemapTbtIC＊in（3・2．1）isaquasi－isomorphismbya

SPeCtralsequenceargunent・Definethedecreasing丘1trationofTotS＊（堅，9）

by

げ・－p＝0βr（ズ×yXβ）⊂mtg＊（堅，g）m・
γ‾β＝＝ml

Let2FbethefiltrationofT。tC＊（里，9）definedaswiththenltrationlF・

Isis eaBily seenthat themap Tc）tFC＊preserves thefiltration．Denote by

（iみ，idr）fori＝1，2もhesecondquadrantspectralsequencesassociatedto

thefi1trationiFandby（TotFC＊），：2E，→1B，themapinducedbyTotFC＊．

Then，itfollowsthat（TotlC．）lisanisomorphism

（旦＊（X）⑳茸＊（y）⑳p）曾

1望

（茸＊（X）⑳即の⑳2Bp但＊（y），茸＊（y），ガ＊（y）））曾‾p

守
（茸＊（∬）⑳ガ＊（y）⑳p）q

andthat the difFerentialidl OniEI COincides withthe difFerential1⑳d2

0nH＊（X）⑳H＊（Y）⑳2B（H＊（Y），H＊（Y），H＊（Y）），Whered2isthehorizontal

difFerentialonthebarconstruCtionB（H＊（Y），H＊（Y），H＊（Y））・Thebarcon－

StructionB（H＊（Y），H＊（Y），H＊（Y））is quasi－isomorphictothenormalized
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barconstruction雷（H＊（Y），H＊（Y），H＊（Y））andsimply－COnneCtivityofY

impliesthat（扉て巧）≦1＝0．Wealsoseethatifq＜－2p，

但＊（∬）⑳研（y）⑳2百四＊（y），併（y），∬＊（y）））百一p＝O

bydegreereasons・ThisenablesustoobtainthatlEE，q＝0and2Eぎ，q＝O

ifq＜－2pandusingthisfactimpliesthatthespectralsequencesconverge

strongly．Hence，bythecomparisontheoreml34，Theorem3・9］，themap

TotfC＊isaquasi－isomorphism．

Bythecommutativediagram（3・2・1），itisenoughtoprovethat㊤′is

aquasi－isomorphismforprovingTheoreml．2．1．WerecallaSerrespectral

SequenCeandconstruCtaSPeCtralsequenceconvergingtOH＊（TotS＊（堅，9））

beforeprovingTheoreml・2・1・

WefirstinもroducetheSerrespectralsequenceassociatedtothefibration

ev：Pf，g→X・Fbranynon－degeneratep－Cubeo’：IP→X，a（q＋p）一Cube

5：IqxIP→Pf，9isajiberedq－CubeoverJifthediagram

JqxJp－．ヱす草，g

pr21　↓ev

グ＋（r　＞g

is commutative・Denoteby昂thesubcomplexofC；（Pf，9）generatedby

non－degenerateclユbesfiberedbysomeo‾∈C≦p（X）andplユ七

ダp＝毎∈C＊（巧，g）回転＿1＝叶　　　　（3・2・2）

Then，Weget aspectralsequence，Writtenby（Er，dr），aSSOCiated七〇七he

fi1trationwhichiscal1edtheSerrespectralsequence．

Proposition3・2・1（【41，ChapterII8Proposition6］）・r九ereisanisomor－

pたわmげ政一VeCねrβpαCe

卑官望ガp（ズ）⑳が（ny）．

Recallthecorrespondenceoftheproposition・LetKi，，gbeaⅨTvector

SPaCegeneratedbyal1pairs（5，0．），Where6is（p＋q）－CubeonPf，9Whichis

afiberedq－Cubeovero－：IP→X・De丘netWOmaPS亀：K；，q→均一1．qand

弘‥鞄，。→範，百一1aS亀（庁，可＝何1×入鈷弼），

7年×Jp－1ユ竺Jq×ダー．一生ナ巧，g

pγ21人言　　上

Jp－1－－⊥→Jp－．一一ヱー→・∬
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and銑（房，亘）＝（房（彗×1），可，

79－1×Jp聖Jq×Jpヱ巧，g

pr2J　　　　巨

Jp J　＞又．

hrg＝0，1，1≦宜≦pandl≦ゴ≦百・Putd九＝∑冨＝1ト1）た（∂吾，。一∂緑：

垢，q→Kp－1，qanddV＝∑呈＝1（Tl）k（∂岩，。－∂X，1）・Itisreadilyseenthe

isomorphic

堵q＝（（Fp／F叶1）州諭）望（Hom濫（鞄，。，Ⅸ）戒）．

LetO＝（0，0，‥・，0）∈ZPbeabasepoint．Then，WeObtainthemap

鞄，。－→　　O q（瑚0）），（房，可ト→毎×（。）
0・：Zp→X：nOndegenerai．e

Where乾（0）isafiberofo－（0）・Bythede丘nitionofthedifferentialdvofKp，q，

themapinduceamap

吼（鞄，。凍上→　　0　　坑（瑚0））
0・：IP→X：nOndegenerate

inhomology・1梅seethatthemapISanisomorphismbythe homotopy

liftingproperty・ForanyO・，1et71，72bepathsbetweeno・（0）andthebase

POiI止＊OfX，andlland12theinducedmapfromPL・（0）toEt≡nY・Simply

COnneCtivityofXshowsthattheequalityi，1＊＝12＊‥H＊（乾（0））→H＊（nY），

規範，湖上J：Jp→ズ：望ege。erate月溝（0））こち（茸）㊨榊y）・

Applythe．dualfunctorHom肱（一，駄）七〇七heisomorphism，Wethenobtain

theisomorphismCP（X）⑳Hq（nY）LEf｝q・Themapcompatiblewiththe

di圧erentialsdlOnEf，qamdd⑳lonCP（X）⑭Hq（nY），Wehenceseethe

assertionofProposition3．2．1．

In asimilar fashion）We COnStruct a spectralsequence converglng to

HH・（C＊（堅，g））・Foreachs≧0，theprojectiononthefirstfactorprl：

0号，g＝XxYXS→Xisafibration・Denoteby昂thesubcomplexof

Cl（堅，9）generatedbynondegeneratecubesfiberedbysomeC≦p（堅，。）and

廓p＝毎∈G（C＊（堅，g））l鴫＿1＝0）　　（3・2・3）
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Proposi聖n3・2・2・エeま（島，むむe地坪eC的擁uemCeα55OC最edね伽

滞れ蘭mダ＊．r九e71，

卑官望ガp（ズ）⑳茸坑（C＊（n；＊，。＊））・

ProofTheassertionisshownbyasimi1arpgumentoftheproofTheorem
3・2・1・LetKp，qbeadirectsumOr－S＝P＋qgr，諭Thereeachdirectsummand

私sisaKvectorspacegeneratedbypairs（6，0－）forwhichthefollowing

diagramcommutes：

Jr一旦÷∬×yXβ

pr211pr1

P J　＞ズ・

DifFerentialsdh：梅，q→Ki，－1，qanddv：Kp，q→Ki，q－laredefinedaswith

thedefinitionofdhanddv・Bythesameargumentabove，WeObtainamap

梅，。→　　O O G（拉（0））×yXg），（ち可ト→房信一pX（0）・
01：Zp→X：nOndegenerater－S＝q

Moreoverwesee・thatthedualofthemapinducestheisomorphismofthe

Proposition3・2・3・r加m叩軋gpreβerVeβ伽即m掠れ両軸ed玩（3・2・2）

md（3・2・3）・肋reove恒九em叩旭m巾pec加he押emCeβ玩血cedby隼，g

由扉兢eJbrm・

1⑳即（転。＊）：卑官→卑官

α王統e丘72－加mm．

Proof Given甲∈CS（XxYXql）（S－r＝n）．Assumethat甲∈Pp．Then，

forany5：In→Pf，。inFP‾1，thereexistsanondegeneratem－CubecT

（m≦p－1＜n）suchthatthefollowingsquareCOmmutes‥

Jm－mxJm－ヱ＋巧，g

pr21　巨

Jm J　＞X・

Sinceevr（lSrX5）isin昂－1，◎（p）（5）＝甲（evr（ICrXaL））＝0・Thisfin－

ishes aproofofthefirst assertion・Thesecondassertionisshownbythe

COmmutativityofthediagram：

1

0
g：Zp一→X：nOndegenerate

q（乾（0））→ 0　　O G（レ（0））×yXβ）・
0’：Zp一→X：nOndegenerater－S＝q
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Here，thetophorizontalmap鞄，q→Kp，qSends（5，0’）七〇∑S≧0（evs（jSsX

5），CT）・Thebottomhorizontalmapisalsodefinedaswiththetopmap．□

BeforeprovingTheoreml・2・1，WereCallthefollowlngtheorem・

Theorem3・2・4（［34，Theorem3．26］）．LetEr and岳bejirsiquadranf

呼eCかⅦhe祝emCeβOJc血mo廟CαZ吻eoVerα何d肱αmdみ‥払→島

・‥‥・・‥、・．、．・・・・・，・・・・‥・‥・・、・・∴∴∴　∴．一一’－ご∴一工、∴・一・

麿州⑳麿的αmd拷ヴ＝拷0⑳卿．memαm再Ⅶ叩日加廉繭血′gCOmd血れβ

乞77WZy兢e統計か

J．拷0‥堵0→卑0由αmぬ0m叩旭mかαggp．

・・．∴・工・　こ．・・　‥、・・・ご‥・・‥．．

＿・・∴∴∴　　∴∴∴∴．・．・．∴．‥．・．．川．

Endofproofofmeoreml．B．1．Sihcethebothspectralsequences昂・and

Erarestrongconvergent，itisonlyenoughtoshowthatH（申C欄）isan

isomorphismtoprovetheproposition・WeconsiderthefollowlngPullback

diagram

乃y，。＊　　＞yJ

evl l毎扉

yて謡yXy

ThespaceaY，。＊is contractible，WeSeethatH＊（flY，C＊）⊆工区・Onthe

Otherhand，thehomologyHH＊（C＊（n；Y，C＊））．isisom。rPhictoⅨ・InefFect，

leth，：YxYX（r＋1）→YxYXrbetheprojectiononthelast（r＋1）

factors，thatis，、hr（y，yO，・・・，yr）＝（yo，・・・，yr）．Then，forfaceoperators

6i：nTY，。＊→喝と＊，WeSeetha七

九叶1∂0＝1，毎＋1∂宜＝∂宜‾1んγ（1≦宜≦r＋1）．　（3．2．4）

Themaphqinducesthemap瓦‥C＊（C＊（n；Y，C＊））→C＊（C＊（n；Y，C＊））With

degree－1andthefomula（3．2．4）enablesust0giveD瓦＋hD＝1．It

impliesthatHH＊（C＊（n；Y，。＊））望肱andthus，byTheorem3・24themap

H（軋，。＊）isanisomorphism・　　　　　　　　　　　　　　　□
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Chapter4

TopologlCaldescriptionof

Hodgedecomposition

4．1　Amodelfbrthespace ofsections

Inthissection，Wein七roducecommutativemodelsforthespaceofsections

OfafibrationandforitsconnectedcomponentgivenbyBrownandSzczarba

【41・

Letp：E→XbeanilpotentfibrationwithX a丘nite complexand

Secb）thespaceofal1sectionsofp・Let（B，d）denoteafinitedimensional

commutativemodelforX and（B，d）→（B⑳AllD）arelativeSullivan

modelforp・ThedualspaceB＊ofBisthecomplexHomQ（B，Q）withthe

di仔erentiald＊whichsendsptoT（－1）回pd．WenotethatB＊isaZ－grading

VeCtOrSPaCeeqVippedwiththecoproduct

∂：月＊且（β⑳叩く一三一月＊⑳勘

WherepBistheptoductofB・Now，COnSidertheh：eeCOmmutativegraded

algebraA（B⑳1W⑳B＊）withthedifFerentialdinducedbyDamdd＊．Let

ZbethedifferentialidealofA（B⑳AV⑳B＊）generatedby（1⑳1）⑳1＊－1，

叫2⑳β－∑（－1）Ⅰα2削（α1⑳β′）（α2⑳β′′）・

foral，a2∈B⑳AV，b∈B，β∈B＊，Where6（β）＝∑β′⑳β′′・Wedenote

byJthedifferentialidealofA（B⑳AV⑳B＊）generatedby七heidealZand

b⑳1⑳β－ト1）l甑（わ）

Itfollows丘om［4，Theorem4A］thatthemap

β：A（1′⑳β＊）→A（β⑳AV⑳β＊）／J
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inducedbytheinclusionV⑳B＊L→B⑳AV⑳B＊isanisomorphismof

gradedalgebra．

Wenowremarkthatthesignofthegeneratorb⑳1⑳β－ト1）回β（b）in

Jisdifferentかomthegeneratorintroducedbyl4，§4】．Itiscausedbythe

di庁erenceofthedifFerentialofthedualspaceB＊，thatis，thedifFerentialof

B＊inl4］sends甲tOPd・1鴨canshowthattheabovemappisanisomorphism

bythesameargumentasthatinl4，§3］evenifwechangethedifFerentialof

B＊inl41intod＊．Inconsequence，Wehavethefollowingtheorem．

Theorem4．1．1（【4］）．mealebra（A（V⑳B＊），d＝P－ldb）isacommuiativ’e

modeg舟rSec（p）．

Fixasectiono－：X→Eofpamd denoteby Sec。・（p）theconnected

COmPPnentofSec（p）contaimingo．・Let¢：B⑳AV→Bbeamodelfors

and¢：A（V⑳B＊）→Qisthemapde丘nedby

紳⑳β）＝ト1）Ⅰ可β刷1⑳U）），U㊥β∈Ⅴ⑳針

ConsiderthedifFerentialidealK董OfA（V⑳B＊）generatedby

（Ⅴ⑳が）＜0∪∂（Ⅴ⑳β＊）0∪（旭一岳匝）恒∈（Ⅴ⑳β＊）0）．

Theorem4ユ・2（【4〕）・r偏頗brα（A（Ⅴ⑳β＊）通／∬頼αCOmmWね肋e

modeZカrSecJb）αmd兢epr如ec掠れ

（A（Ⅴ⑳β＊），功一→（A（Ⅴ⑳β＊），卯筍

isamodelfor兢einclusionsecqb，）→Sec（p）．

InthelastOfthissection，WeglVeamOdelfortheevaluationmapEv‥

Sec（p）×X→E．BrownandSzczarbal4］haNePrOVedthatthealgebra

（A（B⑳AV⑳B＊），d）／Iisthemodelforthemappingspacemap（X，E），

WhereIistheidealdescribedabove，andweseethattheprojection

proj：A（β⑳AV⑳β＊），句／∫一→A（β⑳AV⑳月＊），句／J

isacommutativemodelfortheinclusionSec（p）→maP（X，E）bythecon－

StruCtionofcommtativemodels．BuijsandMⅦ・illol6］andKIXibayashi

l28〕haNegivenamodelfortheevaluationmapmap（X，E）×X→E・Let

（bi）監lbeahomogeneousbasisofBanddenoteby（βi）監1aitsdualbasis

ofB＊，thatis，（Pi濃lisabasisofB＊satis＆ingβi（bj）＝毎where毎isthe

Kronecker7s delta．
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Theorem4・1・3（【6］，【281）・Thealgebramap

u：β⑳AV→A（β⑳AV㊧β＊）／∫⑳月，U（α）＝∑（－1）裾（α⑳鋸⑳玩

カγα∈β㊥AVねαmOdeg舟r兢eeVαg祝α如mm叩map（方，屈）×X→且

Theorem4．1．3yieldsthatthecomposite

β⑳AV一一一ヱナA（β⑳AV㊥β＊）／∫㊧β

proj⑳1

（4・1．1）

A（β⑱AV㊨β＊）／J⑳β望A（V⑳β＊）⑳β

isamodelfortheevaluationmapSec（p）×X→B．

4．2　APoincar6dualityspaceanditscommutative

model

Werecalltheresultl30］duetoLambrechtsandStanleyinthissection．

De丘nition4・2・1・Anoriented di丘brentialPoincar6dualityalgebraover

Qofformaldimensiondis atriple（Ad，EA）thatsatisfiesthefollowing

properties

l・（A，d）isaconnectedcommutativedifFerentialgradedalgebra，

2・（4EA）isanOrientedPoincar6dualityalgebra；thatis，EA‥Ad→Q

suchthattheinducedbilinearformsAk⑳Ad．k→Q，a⑳bHEA（ab）

arenon－degenerate，

3・EA（dA）＝0・

ThemapEAis cal1edanOrieniaiionofA Weseethatthemap OA：

A→A＊Withdegree－dde丘nedbyOA（a）（b）＝EA（ab）fora，b∈Aisaright

A－1inearisomorphismwhichcomrmlteswithdi仔erentialS．

Inl30］，LanibrechtsandStanleyhaveprovedthefollowingresults．

Theorem4・2・2（［30］）・エeまgbeαβ宜7叩わーCOmmeCねdPo玩Cαrg血α損y叩αCe

αmdAVα5bg肋αmmOde埴rg・me7ち班βrebreαβか7呼物一cmmeCfedor壱e71ねd

d離re7滴αgア0血Cαrg血αg軸αggeわmAαmdα曾uαざま一毎omo叩たわm

p：AV→A．

25



4．3　ProofofTheoreml．2．2

Let（AVid）beaminimalSullivanmOdelforY．Considerthecommutative

gradedalgebralW㊧AV⑳A（sV）withthedifFerentialDgivenby

か（γ⑳1⑳1）＝d（U）⑳1⑳1，か（1㊥V⑳1）＝1⑳d（可⑳1，

坤⑳1⑳飢車＝仁Ⅷ⑳1＋拗）⑳1－㌢票（リ⑳1⑳1），

WheresVdenotesthesuspensionofVandsistheunlquederivationofthe

algebraAV⑳AV⑳A（sV）de丘nedby

β匝⑳1⑳1）＝1⑳1⑳βリ＝可1⑳γ㊧1），可1⑳1⑳β可＝0．

Then，byl14，§15，Examplel］，（AV⑳AV⑳A（sV），D）isaSul1ivanmodel

bryJand

吉＝〃・E：AV⑳AV⑳A V）→AV

isasemifreeresolutionoflWasaAV㊥AV－mOdule．Herepistheproduct

OfAV andE：AV→Qis the canonicalaugmentation．The map Eis a

modelfbrthemapc：Y→YZWhichsendsyinYtotheconstantpath

Cyaty・Denoteby（AW？d）ami攣1alSul1ivanmodelfbrX・Observethat

AWisaAV－mOduleviaamapf：（Al吊）→（AW，d）whichisamodelfor

f：X→Y．Then，thecommutativedi圧erentialgradedalgebra

（AⅥ′⑳ノ恒Ⅴ），句⊆（A町d）⑳AV⑳AV（AV⑳AV⑳A（βⅤ），刀）

isaSul1ivanmodelforthe丘・eeloopspaceLfY・Here，七hedifFerentialdis

defined as

和）＝d回，絢）＝－∑∑扉（vl‥サ‥Uた）⑳朗畑
J＝l

wherew∈V，V∈V，dv＝∑vIV2・・・Vたandthesignj＝denotesaKoszul

SlgnCOnVention．

SinceXisaQ－Poincar6dualityspace，byTheorem4．2．2，itfollowsthat

thereexistsaquasi－isomorphismpfromAWtOaOrientedPoincar6duality

algebra（A，d）・Since

β⑳1‥（AW⑳A（βⅤ），句→（A⑳A恒Ⅴ），句

isaqu攣－isomorphismbyl14，Lemma14・2］，theinclusion（A，d）→（A⑳

A（sV），d）isacommutativemodelforev：LfY→X・
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Let（ei監1beahomogeneousbasisofAwitheN＝LJAabasisofAd＝

QLJA，anddenoteby（e打た1aitSdualbasisofA＊・Thecompositein（4，1．1）

宮古：A㊥A（gV）→A（Ⅴ⑳A＊）㊧A

isamodelfortheevaluationmapEv‥Sec（ev）×X→LfY・Anexplicit

calculationshows tha上

前（α⑳叫＝∑（－1）Iell〆（α㊨ぶり㊨e芸）㊨eま

ま＝1

＝∑∑（－1）】eil＋刷回＋1）巌e拒）（βγ㊧e芸）⑳eゎ

where6（ei）＝∑5，捕ke言⑳e芸for人言，k∈Q・Wenown。tethatthedifferential

donA（sV㊧A＊）isdefinedby

絢⑳e芸）＝∑∑∑（一1）叫珊瑚＋1）境e芸（諦町‥¢…‰））町⑳e芸

＋（－1）回5℃⑳d＊eた（4．3．1）

forsv⑳e芸∈sV⑳A＊，Wheredv＝∑vIV2・・・Vmand

Er＝吉Ⅰ車軸（∑叫＋1，

礪）＝∑境e言⑳e芸・

Let7T‥（Ad）→（A／A＜d，0）＝（QLJA，0）betheprojectionandEA：Ad→Q

theorientationofA Wethenseethatthedualofthecomposite

∬＊（A㊨坤り上空空し∬＊（坤Ⅴ⑳A＊）㊥A）竺空空理←d（A（5V⑳A＊））

coiAcideswiththecompositerstatedin§1．2．

Lets：X→LfYbeasectionde丘nedbys（X）＝（X，Cf（＝））forx∈X，

Wherecf（X）：I→Yistheconstantpathatf（X）・Considerthecommutative

diagram
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Where△Ydenotesthediagonalmap．Sincethetopandbottomsquaresof

thediagramarepullbackdiagram，

吾：（A⑳A巨作句望（A湖⑳（A仰2（AV⑳AV⑳A巨町か）聖（A湖

is amodelfors．Itfollowsthatthemap吉istheideni，ityonAamdsend

SVt00・Hence，thedifFerentialidealK吉OfA（sV⑳A＊）describedin§4．1is

generatedbythesetoftheform

（βⅤ⑳A＊）＜0∪串Ⅴ⑳A＊）0∪（βⅤ⑳A＊）0．

Theresult［6，Proposition4・2】impliesthattheidealKSCOincideswiththe

kernelofthesurjectivemap

㌢（叫Ⅴ⑳A＊），句－→（A（（βⅤ⑳A＊）10（βⅤ⑳A＊）≧2），句

刷＝〈日‡≡壬≡冒】，

for〇∈sV⑳A＊・Here，（sV⑳A＊）listhequotien七vectorspace（sV⑳

A＊）1／d（sV⑳A＊）0．Therefbre，WeSeethat（A（sV⑳A＊），d）／範isisomorphic

t0（A（（βⅤ⑳A＊）1◎（βⅤ⑳A＊）≧2），み

SinceabasepointofSec（ev）isthesections，itfollowsthattheinclusion

inducesanisomorphism

7Tn（Secs（ev））⑳Q一芸ゝ7Tn（Sec（ev））⑳Q．

WenownotethatSecs（ev）isahomotopyassociativeandhomotOPyCOm一

mutativeH－SPaCe・Givenslands2inSecs（ev）and，foranyx∈X，Wemay

writesi（X）＝（X，ryi）forsomer汚∈YZ．Then，amultiplicationpofSecs（ev）

isdefinedbyp（sl，82）（X）＝（X，71，2）and

71，2（可＝
〈71（叫　（0≦士≦妄）Ⅶ（2モー1）（喜≦モ≦1）

Hencethefundamentalgroup7Tl（Secs（ev））isabelian・Thereforetheresult

l3，Lemmall・8］dedlユCeSanisomorphism

扉Sec舟））⑳Q望HomQ（茸m（（βⅤ⑳A＊）10（βⅤ⑳A＊）≧2，恥Q）

forn≧1，Where岳〕isthelinearPartOfthedifFerentialdonA（（sV⑳A＊）1◎

（sV⑳A＊）≧2）．Moreover，WeSeethatthedualofthemapH＊（pl）induced

bythecanonicalprojection

仇：（A（（βⅤ⑳A＊）1⑳（βⅤ⑳A＊）≧2），句→（（βⅤ⑳A＊）10匝Ⅴ⑳A＊）≧2，融
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ontheindecomposableelementSinhomologycoincideswiththeHurewicz

mapH：7r＊（Secs（ev））⑳唾→H＊（Secs（ev）；Q）・Itisreadilyseenthatthe

h。mOlogyHn（（sV⑳A＊）10（sV㊧A＊）≧2諭）forn≧1isisomorphict。

thehomologyHn（sV㊨A＊，do）ofthelinearpartofthecommutativemodel

（A（sV⑳A＊），句forSec（e7））viathemapH（甲）・Observethatthediagram

叫叫Ⅴ⑳A＊），句塑叫挿花巧1綽Ⅴ⑳A＊）≧2），句

可　　　　　↓勒）
gm（SV⑳A＊舟一一品「伊（師1◎（βV⑳A＊）≧2旬

is commutative．Bycombiningtheresults describedabove，Wehave com－

mutativediagramsforn≧1：

私＋d（句y；Q）

私＋d（Sec（ev）；Q）芸聖二乱＋d（Secs（ev）；Q）

‥i　．　三・

7Tn（Sec（ev））㊨Q上等－7Tn（Secs（ev））㊥Q，

乱＋d（上帯Q）一三ヰHomQ但叫d（A㊧坤Ⅴ）），Q）

r血†　　　†Hom（鞘1⑳EA可剛

乱（Sec式e可；Q）　　HomQ（ガm（A（βV㊨A＊）），Q）

斗　　　　†Hom（紬1）
7Tn（Secs（ev））⑳Q一一三→HomQ（Hn（sV⑳A＊），Q）．

（4・3．2）

（4・3・3）

Ontheotherhand，SinceE：（JW㊧AV⑳A（sV），D）→AVisasemibeeres－

01utionofAVasaAV⑳2－mOdule，theHochschildcohomologyHH＊（AllA）

isisomorphic to the homology of hom－COmPlex HomJW⑳2（AV⑳AV⑳

A（βⅤ），A）・

Considerthecanonicalisomorphism

C‥HomAV⑳2（Al′⑳AV⑳A匝Ⅴ），A）・→HomQ（A（gV），A）

anddefineB＝ED／rl，WhereD′isthedifFerentialofthehom－COmPlex

HomAV⑳2（AV⑳AV㊨A（sV），A）・Then，for中∈HomQ（A（sV），A）and
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SVISV2・・・87b∈A（sV）っwehave

カ仲）（5℃1βU2…β扉

＝（坤（β叫5℃2‥・gVp）

＋（－1）刷∑∑∑

（如侮1…仇一1明帰…叫。）柚1…恥1瑚た叫1・‥ざ項

Wheredvi＝∑viLJilLJi2…Wipandthesignj＝istheKoszulsignconvention．

Infact，forexamPlep＝landv＝Vl∈Vwithdv＝∑vLJl・・・up，

∂刷（項＝dr1刷（1⑳1⑳叫－（－1）Ⅰ輿‾1（榊（1⑳1⑳叫

＝坤）＋（項lrl（車堰晋（り⑳1⑳王））

＝姉可＋（－1）刷∑∑（－1）瑞（ul‥彗＿1類1…坤）仲里）

＋州（羞苧（U⑳1⑭‡）），

ギ＝（馴＋1輝1Ⅰ＋…＋恒ト1l＋恒＋」＋・‥＋届）＋柚（幅1Ⅰ＋‥ヰ届）・

Aninductiononthedegreeofvyieldsthat（．1（4，）（（sd）2（V⑳1⑳王））＝0，

Therefore，WeSeethatHomQ（A（sV），A）decomposesintoadirectsumof

COmPlexes

（HomQ‘（A巨Ⅴ），A），カ）＝0（HomQ（躍（gV），動∂）・　（4・3・4）

p≧O

Thisdecompositionisthedualoftheresult〔451duetoVigugwhichas－

SertsthatthedecompositionoftheHochschildcomplexcoincideswiththe

Hodgedecomposition・Hence，theabovedecompositionofHomQ（A（sV），A）

is precisely the Hodge decomposition of the Hochschild cochain com－

PlexanddenotebyHHa）（AllA）thehomologyofthedirectsummand

（HomQ（βVA），カ）．

Considerthecompositemap

o：HomQ拉VA）聖些史H。mQ匪（A＊）＊ト．⊥H。mQ（gV⑳A＊，Q）

whereLL4：A→（A＊）＊isthemapgiVenbyuA（a）（甲）＝ト1）lpIlalp（a）for

a∈A，P∈A＊andListheadjointmap，tha七is，L（4，）（sv⑳pI）＝4，（sv）（p，）．It
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isreadilyseenthatLisamisomorphismandthatEAisalsoanisomorphism

sinceAisfinitedimensional．

1emma4．3．1．me m叩0毎co7叩α損gelU助兢e d聯re7滴α払う　om

HomQ（βVA）肌dHoml（あ，1）mHomQ（βⅤ⑫A＊，軌

Proqf Theassertionisshownbyasもraightforwardcomputation．Wefirst

notethatifeiej＝∑戒jelforsomeα…，j∈Q，thenthedefinitionof6shows

∂撞）＝∑（－1）Ieille瑚je芸⑳e言　　　（4・3・5）

毎

Given甲inHomQ（sVA）andsv寧e芸insV⑳A＊・WbhaVe

Homl（晶言）0（河（βV⑳e芸）

＝（－1）帖10（項項再γ⑳d＊e芸

＋∑∑∑（－1）gr＋別項サ刷叫締（舟1…恥・叫m））叫⑳ey）

＝（－1）回＋1十回＋凧＋1）（帖回）d＊e芸（頼朝

＋∑∑∑（－1）回＋1＋叫＋向Ⅰ（柚＋1川e掴＋酬刷叫）

×e抱f（町‥¢…Vm））e言（甲（β両）・

鞘seethat榊p（sv）＝OunlesslekI＝lpI＋lsvE＋1，ei（pf（vl…恥‥Vm））＝

Onnlessleil＝匝1Ⅰ十・・＋困＋…＋匝m】ande綽（勒））＝Ou山esslejl＝

Ipl＋lsv，ト　Moreover，fheequationsleiI＝lvll＋…＋lJUrl＋・‥＋lvml，

e綽（勒））＝Oandleたl＝IejⅠ＋leJ】implythat

匝1＋1＋Er＋leil（恒γⅠ＋1）＋le冊Jl＋le州pl＋恒rl）

≡回＋Ie・（Ⅰ・1）（∑叫＋困（∑回）mod2
～＝1，　　　　　　　g＝γ＋1

g≠γ

＝lPⅠ＋Ieたl＋EF

andlekl＝IpE＋回．Therefore，itturnso11tthat

Homl（あ，1）0（河（βγ⑳e芸）

＝－d＊e芸（甲（βU））＋∑∑（－1）回＋因＋ござe芸扉（机・‥命‥・叫m）甲（叫））．

γ＝1
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Ontheotherhand，Wehave

Oか（河（βU⑳e芸）

＝（－1）leたl（回＋1十回）e芸（∂（河（叫）

＝（－1）■eた坤刷＋（項■∑差（ザ伽‥¢…Vm）函γ））・

Thiscompletestheproof．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

EndofiheproofqFmeoreml・B・B・By the commutative diagrams（4．3．2）

and（4・3，3），thecommutativityofthefollowingdiagramyieldsthe asser一

H。mQ（A⑳坤勒唾）÷H。mQ（A（〝㌦A＊）阜H。mQ（A（叫，A）

Homl（梱凧）†　　　　　　　ト

HomQ（βⅤ⑳A＊凋） Hom咽（βVA），

WherethemapIlistheinclusionandListhea胡ointmap．Itisreadilyseen

thathrPinHomQ（βVA），

β左71毎）（釣1‥・βVm）＝0＝瓜oml（裡A7「前，1）0（河（錐1…βVm），

Which satis丘es the conditionm＝00r m≧2・We maywrite eiej＝

∑監1α緑kandp（sv）＝∑監1βkekforanysv∈sVamdsome鳴凋in

Q．Then，forageneratorekinAwithIekl＝－IpトIsvI－d，WeSeetha上

略JH甲）（β可（eた）＝EA（甲（釣）eた）

＝（－1）（1回＋刷le克IEA（eた甲（叫）

＝（－1）（神棚IeたⅠ∑　C鶴亀

＝（－1）dl糾eた1∑　⊂鶴角・

bl＝d－leたl
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Ontheotherhand，theequahion（4・3・5）showsthat

瓜oml（仇（1⑳EA7r）豆‡，1）0（河（β可（eた）

＝（－1）刷e州軸（項1（1⑳EA可珂eた⑳可

＝（－1）回】e出船1

×餉）（∑（－1）Ie抽t（l叫1）＋Ie掴α抽（1⑳抑）e糎）（βU⑳e芋）的）

＝的）（∑（－1）l鵬l＋掴＋鵬掴＋1）＋leたIle州州e爛匝⑳e㌻））

＝　∑（－1）回帰擁l＋叫eたⅠ（l叫＋1）＋le抽l＋d（回＋Ie佃巳ヱ掴＋回明滅

＝　∑（－1）咽＋leた堵動

向Ⅰ＝d－Ieたl

Theequationsyieldtheassertion・

4・4　Non－COmmutativityforⅢ＊（LfY；Q）

Weretainthenotationdescribedinthesectionabove．LetXbeasimply，

COnneCted d－dimensionalclosed oriented manif01d7Y a simply－COnneCted

SPaCeOffinitetypeandf：X→Yaba，Sedmap．Weseethattheshifted

homologyH［＊（LfY）hasagradedalgebrastructurebyGruherandSalvatore

［20］・

ProofqfProposiiionl．2．8．Ⅵ鴨de且neahomeomorphism

ゆ‥Sec（e可→nmap（方，y；丑桝β拍）匝）＝β匝）（可

by4，（S）（i）（X）＝、S（X）（i）fbrs∈Sec（ev），士∈［0，1］andx∈X．Notethatthe

map4，isamorphismofH－SPaCeS．Forn≧2，Wehaveisomorphisms

7Tn（map（X，Y；f））⊆7Tn－1（nmap（X，Y；f））⊆7Tn＿1（Sec（ev））．

Byl44，Chapter X Theorem（7・10）】，the rational　homotopy group

7r≧2（map（X，Y；f））⑳Qhas anon一七rivialWhiteheadproductifandonly

ifthereisanon－trivialSamelsonproductOn7T≧1（nSec（ev））⑳Q・Ⅵ海denote

（β1，β2〉bythenon－trivialSamelsonproduct forsomeβl andβ2・Then，

byl44，ChapterXTheorem（6・3）】，We have the equality H（〈β1，β2〉）＝

H（β1）H（β2）－（－1）1βlIIP2lH（β2）H（β1），WhereHdenotestheHurewiczmap．

We observethat agraded algebrastructure on H．（nmap（X，Y；f）；Q）is

determinedbytheH－SPaCeStructIne OnnmaP（X，Y；f）・Sincethemap
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Ev：Sec（ev）×X→LfYisaJmOrPhismoffiberwisemonoidsfromthepro－

jectionSec（ev）×X→Xtothemapev：LfY→X，itfollowsh⊃m［20，

Theorem4・1（ii）］thatthemapr：H＊（Sec（ev）；Q）→Hl＊（LfY；Q）statedin

Sectionlisanalgebramap．Therefore，WeSeethat

rl（〈β1誹2〉）＝rl（β1）rl（β2）－ト1）】β1睡】rl（β2）rl（β1）

andTheoreml．2．2showsthatrl（β1）Ill（β2）≠（－1）lβlHP2lIll（β2）rl（β1）．ロ

Wegive aexampleofamap f：X→Yforwhichtheloop homology

Hl＊（LfY；Q）isnon－COmmutative・

Example4．4．1．LetC：Pnbethecomplexprojectivespaceandi三CPn‾lL→

CPntheinclusionforn≧2．Theexistenceofanon－ZerOWhiteheadprod－

uctin7T＊（map（CPn‾1，CPn；i））⑳QisshowedbytheresultsofM＠llerand

Raussenl36，Example3．4］．Theyprovedthatmap（CPn－1，CPn；i）isofthe

rationalhomotopytypeofS2×S5×S7×‥・×S2n＋landthenon－ZerO

WhiteheadproductcomesかomtheS2factor・ThereforePropositionl・2・3

impliesthatHl＊（LiC：Pn；Q）isanon－COmmutativealgebra・
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Chapter5

A model fbr the Whitehead

PrOductinrationalmapplng

SPaCeS

5．1　A model for the aqjoirlt Of the Whitehead

PrOduct

Webeginbyrecallingthe definitionoftheWhiteheadproduc七・Letα∈

7Tn（X）andβ∈7Tm（X）beelementsrepresentedbya‥Sn→X andb‥

Sm→X，reSPeCtively．ThentheWhiteheadproduct桓凋wisde丘nedtO

bethehomotopyclassofcomposite

g叫m－1－－－－竺→gmvgm－∇（叫＞X

Where77istheuniversalexampleand∇‥XVX→Xisthefoldingmap．

RecallthatthedifFerentialdofAVcanbewrittenbyd＝∑i≧ldiWith

di（V）⊂Ai＋1V．Themapdliscal1edthequadraiicpartofd．Weseethat

もhequadraticpartdlisrelatedwiththeWhiteheadproductsin7T＊（X）．We

denotebyQ（9）n‥Vn→QenthelinearPart ofamodel否■forg，Where

百：AV→M（Sn）・De丘neaparingandatri1inearmap

〈；〉：Ⅴ×打＊（∬）→唾，

（；，〉：A2vx打＊（ズ）×打＊（X）→Q

by

くり；α〉em＝
〈Q（α）mV（回＝可0　（回≠m）

〈m；αβ〉＝くり；α〉〈叫β〉＋ト1）l亜】〈叫α抽；動
「

35

and



respectively．

Proposition5・1・1（【14，Proposition13・16］）・Thehllowingholds

（dlU；α誹〉＝ト1）叶m－1（項α凋品

扉は代り∈V，α∈灯れ（∬），β∈打m（ズ）．

Wenextrecallthede丘nitionoftheAndr6－Quillencohomologyandthe

isomorphismOh・Om7Tn（map（X，鞄；f））toH蓑（A竹β；f）definedin［2］and

l31］．Wehererecallthecomplexoff－derivations丘・OmaSul1ivanalgebra

（Alld）toacommutativedifFerentialgradedalgebra（B，d）whichdenotedby

Der＊（AViB；f）．AnelementOinDern（AllB；f）isaQ－1inearmapofdegree

nwithO（Ty）＝0（T）f（y）＋（1）nJxlf（X）0（y）hranyx，y∈AV．ThedifFerential

∂：Dern（AllB；7）→Dern＋1（AVB；f）arede丘nedby∂（0）＝dOT（－1）nOd．

Theh。mOlogyofDer＊（Allβ；f），HAQ（ATW；f），iscalledtheAndr6－Quillen

COhomology．

Letα∈7Tn（map（X，鞄；f））andG：SnxX→鞄theadjointofα・Denote

葺：Alな→M（Sn）⑳A巧′aSullivanmOdelforg・SinceSnisformal，there

isaquasi－isomorphism4）：M（Sn）→（H＊（Sn；Q），0）and，foranyv∈AV，

Wem町Write

（¢㊨1）的）＝1⑳f（V）＋em⑳U′，

Thenweplユ七0（α）（V）＝V／・

Theorem5・1・2（【2日31］）・memap

O：打m（map（ガ，鞄；川→垢封A明月豆）

ぬαm豆βOmO叩最βm．

In order to consider theimage of the Whitehead productin

7T＊（map（X，鞄；f））by theisomorphism O，We COnStruCt an aPPrOPriate

modelfortheadjointoftheWhiteheadprodlユCt．Thisisthekeytoprovlng

Theoreml．2A LetXbeasimply－COnneCtedspace，Y aQ－local，Simply－

COnneCtedspaceoffinitetypeandf：X→Yabasedmap．Wedenoteby

（Al旬）and（B，d）aTinimalSullivanmOdelforYandaCDGAmodelfor

X，reSpeCtively．Letf：AV→Bbeamodelforfassocia加dwithsuchthe

models．

Ⅵ海prepareforprovingTheoreml．2．4．WeseethataminimalSul1ivan

modelforSn．VSmhastheform

財（gm∨gm）＝（且4（gm）⑳〟（gm）㊥A（ん十m－1，ご1，ご2，‥弓β）

inwhichdLn＋m－1＝enemandILn＋m－11＝n＋m－1＜匝iIforanyi≧1；

See［14，p1771．

36



1emha5．1．写．エe拍：gmxg一一→y beαm呼び助g反＝′・r偏れ仇ere

eこじおおαmOde持直rg mC九兢α壬兢ed宜叩mm毎β柄C勒comm≠ね血eニ

〟（ぶれ）⑳β

＼βイ
血ereE：財（gm）→Q血統eα≠gme7扉α掠れ・肋reOUerJげg占αまま的g反＝′

αmd如n＝＊ノ乱流ere＊：gm→y血統eco71占われ七m叩ね兢eわαβepOれち兢e71

兢ereねαmOde摘舟rgmC九兢α王統eJbgわⅧれgd宜叩mmCOmmWまeβかまC勒ご

朗一（gm）

AV
／　否＼＼㌔

凡才（ぶれ）⑳β

＼旦〆／

Ⅷ加reてJ：Q→朗‘（ぶれ）血統e現地m叩・

Proof Letg／beamodelforg・Wedefinetheniap否：AV→M（Sn）⑳Bby

紳）＝1⑳げ－（E・1）の（V）＋研け

Then否an再′arehomotopic・Indeed，fand（E・1）。FarehonTtopicand

letH：AV→B⑳A（i，di）beaitshomotopy．Then，themapH：AV→

M（Sn）⑳B⑳A（i，di）definedby

葺（可＝1⑳ガ（可＋椚可⑳1－1⑳（E・1）♂（可⑳1

isahomotOPyfrom百′七〇百．Asimi1arargumentShowsthesecondassertion．

［コ

Givenα∈灯れ（map（方，y；刀）andβ∈打m（map（方，y；月）．Letg：gmx

X→Yandh：SmxX→Ybetheadjointmapsofαandβ，reSPeCtively．

Inordertoconsidertheimageoflα，P］wbyO，WeCOnStruCtamOdelfbrthe

adjointof［α凋Ⅶ

αd（【α，β】轟押m－1×ズーヱ竺（gmVgm）×芳一塑互

Where（glh）isamapdefinedby（glh）（un，X）＝9（un，X）and（gTh）（ur，”X）＝

h（um，X）foranyun∈Sn，um∈Smandだ∈X．Itisreadilyseenthatthe

CanOnicalmap

町：〟（gmvgm）→〟（ぶれ）×QA4（gm）
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isas両ectivequasi－isomorphism，WhereM（Sn）×QM（Sm）i昆thepul1－back

Oftheaugme血ationsM（Sn）→QandM（Sm）→唾．ByProposition2．1．2，

WehaNethefollowinghomotopycommutativesquare

ApL（gmvgm）
（ApL（わ），ApL（壱2））

ApL（gm）×QApL（gm）

†　　　　†
朗‾（gmvgm） 財（ぶれ）×Q財（gm），

Whereil：Sn→SnvSm andi2：Sm→SnvSm aretheinclusions．The

COmmutativediagram

ざれ×ズー三三三（gmvgm）×方とLgmxX

ヽ＼聖レィノ

enablesustoglVethefollowlnghomotopycommutativediagram：

財（gmvgm）⑳β

訂⑳1

（5．1．1）

（5・1・2）

AV
（諦）

（財（ざれ）×Q〟（gm））⑳旦

Where（否，h）isthemapdefinedby（葺，h）（V）＝－1⑳f（V）＋（jl⑳1）5（V）＋

（J2⑳1）瓦（V）hranyV∈Vandム：〟（ざれ）→〟（gm）×Q財（gm）md

j2：M（Sm）→M（Sn）×QM（Sm）aretheinclusions・Indeed，bythediagram

（5・1・1），WeSeethatthediagram

叫gm）⑳β空し（叫ぶm）×Q呵gm））⑳β」竺生叫ぶm）⑳β

l

l

l

AV

ishomotopycomm11tative，Whereplandp2aretheprojection．LetHland

H2behomotopiesfrom（p17T＠1）百両toBandhom（p27T⑳1）て盲了市toh，

respectively・Then，aCDGAmapH：AV→（M（Sn）×QM（Sm））⑳B㊧

A（i，dt）definedby

∬（U）＝一1⑳7回⑳1＋（ム㊧1㊨1）仇回＋（ゴ2㊥1㊧1）筏（U）

foranyv∈Visahomotopy丘・Om（7T⑳1）て百両七〇（B，h）．Ifthereisamap

4）：AV→M（SnvSm）⑳Bsuchthat（7T⑳1）4）＝（否，h），4）andて盲了市is

homotopicbyProposition2．1・2．Therefore，itisonlynecessarytoconstruct

Ofalift¢ofthediagram（5・1・2）forgettingamodelfor（g匝）．
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1emma5．1．4．mere由αmOdeg¢Jor（g匪）βWC九兢αまわrαmyV∈VJ¢（可

九αβmOねrmq日加カrmeTtem㊧加わrβOmeて↓∈βαmd兢eJbggOⅧれgdねgrαm

COmmWねββ柄C勒ご

財（gmvgm）㊨β

＼且／

Proof First，WereCalltheconstructionofalift¢′inRemark2．1．3．For

anybasisvofV，WeCanfinda∈M（SnvSm）⑳Bsotha七da＝4）／d血and

（打⑳1）α＝（轟か・Ⅵ屯m町Write

α＝1㊨f（α）＋em⑳α2＋em⑳α3＋ム叫m＿1⑳α4＋emem⑳α5＋0α，

Whereai∈BandOadenoteotherterms・Weput

α′＝1⑳飽）＋em⑳α2＋em⑳α3両叫m－1㊥（α4＋血5）＋ロα．（5．1．3）

Thenitfollowsthatd（a）＝d（a／）and（7T⑳1）（a）＝（7T⑳1）（a／）．Hence，the

map¢de丘nedby

¢（可＝α′

satisfiestheconditionthat（7T⑳1）4）＝（否，h）．Thusweseethat4）isamodel

for（glh）・Thesecondassertionisshownusingtheequation（5・1・3）．　臼

Combiningtheseresultsweproveourmainresult．

ProofofTheoreml・B・ji・Giventwoelementsα∈7Tn（map（X，Y；f））andβ∈

7Tm（map（X，Y；f））．Letg：SnxX→Yandh：SmxX→Ybetheadjoint

mapsofαandβ，reSPeCtively・First，bytheproofofProposition5．1．1，We

Seethatamode巧fortheuniversalexample77SendsLn＋m－1∈M（SnvSm）

七〇ト1）n＋m‾1en＋m＿1∈M（Sn＋m‾1）．Wechoosearhodel¢forthemap

（glh）asinLemma5・lA・Wemaywrite，mOdulotheidealgeneratedby

elementsofM（SnvSm）ofdegreegreaterthann＋mTlandgenerators

e2n＿1ande2m＿lifthereexists，

紳）≡1㊨f（γ）＋em⑳u2＋em㊤祝3＋叫m＿1㊥祝4，

¢（明）＝1⑳f（V壱）＋em⑳叫2＋em⑳ud3＋ん叫m＿1⑳uf4

branyV∈Vand血＝∑vlV2…叛・Since，（巧⑳1）紳）＝1⑳7回＋

ト1）叫m‾1e叫m＿1㊧u47itb1lows址at0（［α凋旭）（U）＝ト1）症m‾1㍊4．0m
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the otherhand，4）is a CDGAmap andsatisfies the condition ofLeⅡ皿a

5．1．4．Ⅵねthenhave

emem⑳∑（∑ト1）旬裾‥叫ト1）聴抽机…隼1）顧佃・‥項
電≠ブ

Bycommutai；ivityofthediagram（5・1．2）andthedefinitionofO，WeSee

tha七ui2＝0（α）（vi）and町3＝0（β）（vj）・Therefore，

0（［α凋W）（U）＝（－1）叫m‾1㍊4＝［0（α），0（β）】（叶

ThiscompletesthepI・00f． ロ　ー→

Intherestofthissection，Wealso considertheWhiteheadprod11Ctin

abasedmappingspacemap＊（X，Y；f）・Givenα∈7Tn（map＊（X，Y；f））and

letg‥SnxX→Ybetheadjointmapofα・SincegSatis＆gIx＝fand

gTsn＝＊，byLemma5・1・3，thereexistSamOdelforg，否，SuChthat（E・1）否＝f

and（1・E）否＝uE．Thesecondequationshowsthat0（α）isajlderivationof

degree－nfromAVtotheaugmentationidealB＋ofB・1楠thengetthe

mapofabeliamgrOuPS

O′：灯れ（map＊（方，y；川→月忘岩（A明月＋豆）；0′（α）＝0（α）

forn≧2andastraight－forwardmodificationofTheorem5．1．2deducesthe

followlngPrOPOSition：

Proposition5・1ふme7m岬0′：恥（map＊（方，y；J汁→月完（AV，β＋豆）

由αm由omo叩九宜βmJbrγ乙≧2．

ThispropositionalsoenablesustogetthefollowlngCOrOllary．

Corollary　5・1・6・me reβ亡γ乞C掠れ　げ兢e bmCたd d頭med by　兢eJbr一

m血（1・2・1）如月宣Q（Allβ；刀　わ月宣Q（All月＋；f）co汀叩Omdβ　伽

椚・壱励eα恒m血Cまれ町＊（map＊（方，r；川血統e如m叩兢mO′伽m

灯れ（map＊（方，y；川ね月完（Al月ヰ；丑

Proo Givenα∈7Tn（map＊（X，Y；f））andβ∈7Tm（map＊（X，Y；f））・Since

EO′（α）＝0andEOI（β）＝0，itfollowsthatEO′（匝，P］W）＝Obythefbrmula

（1．2．1）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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5．2　TheWhiteheadlengthofmapplngSPaCeS

Inthissection，WeCOnSidertheWhiteheadlengthofmapplngSPaCeS・We

recal1thedefinitionoftheWhiteheadlength；SeeSectionl．Nowweconsider

aupperboundofWL（map（X，Y；f））・Thefollowingresultisprovedby

LuptOnandSmith・

Proposition5．去．1（［32，Theorem6．4］）・LeまXandYbeQ－local，Simply－

commecねd叩αCeβⅦ肋か正eま脚e・茸y由C頑）rmαいたαまねタαmれ五mαZ乱Zg乞一

℃mmOdeりbry O．‖九eJom（Al吊正統em

Wl（map（方，y；月）≦WL（y）・

WegiveanotherproofofProposition5・2・11ユSingthebracketde丘nedby

Theoreml．2．4．Beforeprovlngtheproposition，WeintroduceanumeriCal

invarian七whichis cal1edthedlpdepthforasimply－COnneCtedspaceZ and

recal1therelationshipbetweentheWhiteheadlengthandthedl－depth．

Definition5．2・2・Let（Al吊）beaminimalSullivanmodelforasimply－

connected space Z and dl the quadratic part of d．The dl－depih ofZ，

denotedbydl－depth（Z），isthegreatestintegernsuchthatTL－1isaproper

Subspaceofl左with

lL1＝0，Ⅶ＝くり∈VldlV＝0）andlろ＝くり∈VldlV∈AlL1）（宜≧1）・

Theorem5・2・3（［27，Theorem4・15］［29，Theorem2・5］）・Le壬YbeaQ，local，

Simply－COnneCiedspace．77Lendl－depth（Y）＋1＝WL（Y）．

ProofqFProposiiion5．2．1．LetAVbeaminimalSullivaJnmOdelforYand

m＝d1－depth（Y）・F。ranyV∈V，WemayWritedl（V）＝∑完1ujl里2・‥ujkj

WhereujiarebasisofV・Then，Put

花（γ）＝毎1り2…瑚ゴロ＝1…可

花（叩2‥・㍊β）＝∪恒‥・祝宜－1品叶い‥祝訂W′∈花（可）・
宜＝1…β

1Ve also set

q（打）＝∪端1回

whereUisasetoftermsofAV・Bythedefinitionofdl－depth，盃㍗＋1）（V）＝

（0）andith11owsthat

【抑匝2，…bm＋1，甲m＋2ト・］】（可＝0
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］foranypIM2，‥・，Pm＋2∈鳴2（Allβ；f）・Hence，byTheoreml・2Aand

Theorem5・2・3，WehaVeWL（map（X，Y；f））≦m＋1＝WL（Y）・　　　ロ

WenextprovePropositionl．2．7．

ProofqfProIWSiiionl・f！・7・Letm＝WL（111aP＊（X，Y；f））・Ifn・L＝1，then

the assertionistrivialandsowemay assumetha七m≧2．By Corollary

5・1・6，thereareelementSPl，P2，∴，Pmin鳴2（AIW＋；f）suchthat

［軋匝2，・‥庸m－1，甲mト≠回≠0　　　　（5・2・1）

forsomev∈V・Foranyelementultl2・・・us∈TT（V），thelengthsof

ulu2…usisgreaterthanOrequal七0（m－2）（LJ－1）＋LJbythedefinition

OfLJ・Therefore，theequation（5・2・1）impliesthat

nilβ≧（m－2）（山一1）＋u

andhence wehave

m＜言i（nilβ－1）＋1・

［コ

Remark5・2A．SupposethatWL（Y）＝1andWL（map＊（X，Y；f））＞1．

TheproofofPropositionl，2．7enablesusto concludethatnilB≧LL，and

thatLL）≧3sinceV＝Kerdl．Moreoverwehave

ⅥrL（m顧X，y；川≦こ古（nil8－1）＋1≦nilβ－1・

ThusolエruPPerboundoftheWhiteheadlengthofthemapplngSPaCemay

beless thanthat describedinTheoreml．2．6．

5．3　Computationalexamples

WeshalldeterminetheWhiteheadlengthofthemappingspace丘omCP∞×

CPntoCj苛つ×C碍・Forthis，Wefirstcomputetherationalhomotopygroup

Ofthemappingspace・Letfl：CP∞×CPn→C硲×C碍bethemap

Statedin§1．2．SinceCPnis壬brmal，thatistheCDGAmapp

（A（〇2戒恒1），ぬら症1＝堵＋1）→（Q糎2】／（堵＋1），0）＝詔（CPm；Q）

definedbyp（X2）＝X2，P（宛n＋1）＝Oisaquasi－isomorphism，theCDGA

（嘲Z2］⑳Qlx2］／（婿＋1），0）isaCDGAmodelforCP∞×CPn・
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Proposition5．3・1・Leik≧2andm＜n．Then

穐（map（CP∞×CPm，C曙×C碍；九））

Q　　（た＝2αm函2≠0）

QOQ　（た＝2αれ函2＝0）

0Q（た＝2レ1，2≦Z≦m＋1）
0＜i＝m一m－ヱ＋1

0　　（0班沼rⅧ由e）．

ProofWeputDern＝Dern（Qlz2］＠A（X2，X；n＋1），Qlw2］⑳Qly21／（yT＋1）；PA）

forconvenience・Foranyelemen七sOr，S∈Der－2，WemayWrite

βγ，轟2）＝γ，βγ，轟2）＝βandβγ諦ら軒1）＝O

∂帰串2）＝∂帰だ2）＝07∂帰巌刷）＝一可∑魂戒⑳房）・
宜＋ブ＝m

Whenq2≠0，WeSeetha招r，Sisacycleifandonlyifs＝0，thatisallcyclesof

Der－2generatedbyOl，0・Whenq2＝0，Or，S（魂n＋1）＝Osinceyg＝0・Hence，

01，OandOo，laregeneratorsofal1cyclesofDer－2・Ingeneral，Der－2l＝Ofor

l≧2bydegreereasons．Itfollowsthat

T2沃map（CP∞×CPm，C碍×C碍；郎）賀長「2g（Der＊）＝0（Z≧2）．

ForanyO∈Der－21＋1，WemayWrite

嗅2）＝0，β毎）＝Oandβ最小1）＝∑町戎⑭媚‾机‾宜

Notethatifl＞n＋1，Der－21＋1＝Obydegreereasons・Ⅰtiseasilyseenthat

al1elemerltSOfDer‾21＋1arecycles・Moreover，WeSeethatyg－1＋1‾i＝Oif

andonlyifO≦i≦n一m－l．Therefore，Wehave

T哀map（CP∞×CPm，Cj苛×C碍豆1））

≧㌦す‾2（Der＊）望

〈　Q（た＝2andg2≠0）QOQ（た＝2andq2＝0）

and

打2ト1（map（CP∞×CPm，C碍×C碍沃））

⊆∬‾糾1（Der＊）空　くDQ（2≦ヱ≦m＋1），

打2ト1（map（CP∞×CPm，Cf冴×C碍；郎）≡ガ【2机（Der＊）＝0（Z＞m＋1）・

［］
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ProqfqfProposiiionl・B・8・Bythe de丘nitionofthebracketinH＊（Der＊），

weseethatifや，4，∈H≦‾3（Der＊），then［p湖＝Osincep（T2）＝Oand

4｝（X2）＝0・Thatis［p／，4，／］≠OmeansIp／I＝酬＝－2・Itshowsthat

WL（map（CP∞×CPm，C碍×C碍；郎）≦2・

Ifq2≠0，byProposition5・3・1，H－2（Der＊）isgeneratedbyOl，0・Theequality

［β川舟β］＝OshowsthatWL（map（CP∞×CPm，Cj苛×C碍；郎）＝1・On

theotherhand，ifq2＝0，00，1isageneratorofH－2（Der＊）and

軋1勅1糎㌫1）＝錯‾1媚‾1・

Thiscompletestheproof．

ProofqfPropositionl．2．9．LetelandO2be義一derivationsdefinedby

β1（〇1）＝1，勘（〇2）＝β1（鞘）＝0，仇（y）＝0，

β2（㌶1）＝0，軋（訂2）＝1，勘（〇3）＝0，β1b）＝0．

Itis readily seen that　01amd O2　are nOn一七rivial homology class of

H議（AⅥA（e3）；尾）andH議（AllA（e3）；h），reSPeCtively・Then，WehaVe

【β1，β2］（霊宜）＝0，軌，堀（y）＝e3

foranyi，andl01，02］isanon－trivialhomologyclass・Therefore，theWhite－

headlengthofmap（S3，Y；為）isgreaterthan2andalso，bythede丘nition

OfthedifFerentialdonAVandthebracket（1・2・1），WeSeetha尤

WL（map（g3，y；鳥））＝2．

ThisimpliesthattheloophomologyH＊（LJbY；Q）isnon－COmmlユtative・□
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