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内 容 概 要

本論文は東法的および加法的変数変換によるJll呪体の衣現構造にF対して 生者がイ訓1大学工Ij一

系研究科 (システム開発工学専攻)在学中に行った研究の或巣をまとめたものである.本文は,

4帝から偶成されている

第 1帝では.本研究の背訳およびその必要性と研究目的について述べている

第2車では,鬼法的な変数変換による既約多項Jtの導出およびその変遷を議謡の中心として,

有限体の表現精通に関して乗法的に解析する )1位的準備に,東法的に解析するための指標とし

て人来剰余性なる概念を定義し その性質を明確にする これを用い,まず変数変換x= T人によ

る組織的な既約多項式の導出について考繁する 次に,既約多項式の導出の際に必要となる入来

剰余性判定の一手法として,サイクル長なる概念を用いた容易な判定法を与える.次に,組杜的

な既約多項式の導出を可能とするための粂件を潤たさない元 (l束剰余元)を石古としてもつ既

約多項式に対して.より実用的な既約多項式#出法という挽古から.人刺剰余の除去法について

検討する.さらに.これら既約多項式の卓出および変遷の過程における性質を発注的扱古から明

確にすることにより.与えられた既約多項式から同次の投姑多項式を能動的に導出する手法を提

案する

第3章では 加法的な変数変換による既約多項式の導出およびその変遷を識謡の中心として

有限体の表現構造に関して加法的に解析する 加法的に解析するための軸となる放念として ト

レースなる概念を位fZ;Eづけ.基礎的準備に.これを一般化した1上次 トレースなる概念.さらに加

法的自己回帰既約多項式およびそれに付随する概念を定薙する まず トレースなる概念を用い.

変数変換2=XP- 3;による標数Pの倍数次数の既約多項式の井出法について考察する 次に,こ

れに有限体上での形式微分および相反多41式なる概念を加え.変数変換を素体の適当な非等元S

を用いたx = rp-エ+Sとすることにより.標数倍の次数ごとの無掛 倒の既約多項式の導Lb法を

提案する この導出法において トレースの値が井'Sである既約多項式が重要な役割を果たすこ

とに宕目し.71次 トレースなる概念を用いたトレース非等のn-.性元の特定について検討する さ

らに.これら既約多項式のZf?_Lhおよび変速の過掛 二おける性質を加法的放点から明確にすること

により,加法的自己Bl帰既約多項式およびそれに付随する鞍念を用いた正規基底表現一最′ト多項

式テーブルの-生成法について考察する

第4考互では 結論として本研究の成求を総括して述べる
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第 1章 序 論

近年,f.',,報過信 システム等の関連技術はすへてがデジタル信号による処理 制御の方向に進

んでいるといえるほどデジタル信号処理の応用分野は広く発展著しい アナログ信号に対しデジ

タル信号 (データ)は様々な 意味で処理 応用し易く.それはアナログ信号という矧IRのrJL7報を

もち縛るデータに対してある一定の制限 (限界)を定薮し認めることにより.有限の情報ii-ほ も

つ明確な信号 (データ)となるためである このことは言い換えれば,アナログ信号のもつ無恥壬

の惰雑をサンプ.)ング等によりデジタル信号 (データ)化し有限精度の情報とすることであり,

lt甜i品を減らしていることに他ならない しかし,アナログ信号に対し矧唄の情報をもたせ,そ

のfl7報を完全に催いきるということは不可能であり.デジタル信号化することにより有閑かつ離

散的なデータとして信輪作 保存性の高い情報として元のアナログ信号を十分に生かしきると言

うこともできる

デジタル信号処理がこれ程までに必要とされ,応用されてきている背掛 二はデータとしての幼

い易さはもちろん,ここでは2つの大きな役割について見てみる 1つには,デジタル信号のも

つ信頼性である ここで述へる侶顧性とは,離散的で有限の情報をもつデータであることによる,

半水久的に保存可能なデータであり.またデジタJレ信号とすることにより-/ヤノンの標本化 符

号化定理などからくる必要十分で確実な情報通信を可能ならしめるからである もちろん,これ

らのことは近年急速に発展してきたデジタル信号処理技術あるいは誤り訂正符号の採用によると

ころが大きい 2つめには,デジタル信号処理の応用面の広さにある 溢阻精度の惰報を取り撒

うアナログ信号処理がアナログ回旅によるすなわちハード面での処理となるのに対し,デジタル

信号処理はその離散信号であることによりデジタル回路による.いわば計許によるデータ処理と

なることから幅広い応用が容易に行えている このことは 燕近の身の回りの家花製品 屯気機

-2蒜からも谷易にみてとれる

本論文の研究背責'tとして述べたいのは これら技術のその基礎的概念が有限体理論にあるも

の または有限体理論により解析可稚なものが多くあるということである すなわち,デジタル

チ-夕が有限かつ離散的なデ-夕 情報であることより,有r;R1本理論に韮づいて解析 応用する

ことがこれまでの多くのデジタル信Iq応用技術に対してはもちろん,今後のさらなる発展に対 し

ても有益なこととなる 実際の応用例を挙げると.今Elの迅速かつ信雛のおける情報通信を可能

なものとしている背訳にある誤り訂正符号の分野において,代数的誤り訂正符号等は有限体上で

の7折節を必要とするrl】 あるいは 布限体理論における原始多項式により発生されるM系列は
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理想的な雑音となり得ることから制御の分野.また相関特性の倭れていることからSS (Spread

Spectrum)過信やCDMA (CodeDIVISIOnllultlPleAcccss)にも応川されているl2ト また.価

報セキュリティーの分野においては.RSA (RIVeSLSham)rAdlemar一暗号やラビン暗号など

の定数環上でのべき乗剰余演算を必要とする公開鍵暗合方式なども有限体理論を用いて解析する

ことは大変意義のあることである(3].

このように.近年の情報化社会において広く用いられている有限体理論であるが 実際用いら

れている初1呪体の性貯 まほんの一部であり また有限体FJ!_論には未肝決の開戦も多く,明らかに

されていない性質も多く残されている.代数的誤り訂正符号 (線型符号)などは有限体の加法的

な閉性を用い.またRSLl暗号などは並数環上の乗法的な閉性 (巡回性)を用いているに過ぎな

い そして前者は.依然猿′ト距経の問題等明らかにされない部分を含みながらも誤り訂正のシス

テムとして成り立たせているL また後者は隻数環上での元の巡回性を用いているに過ぎないに

もかかわらず.ah,'3着に対し解説困錐な暗号として依り立たせている すなわち,有限体の表現

構造等をより深くまで考察 ･解析することによって既存のシステムをより効率良く利用 応用す

ることはもちろん,新たなシステムの捕集等が行える.

有限体とは,尖敬体 複素数体などに代表される矧ERL立数の体に対し,jlJ限旺数の体であり有

限の元のEiI合にlllL乗法および加法を演算として含む代敦系である すべての有限体は.その位

数が紫放または詐欺のべき乗であり 繋致位数の布阻体は讃体と呼ばれ,-;E歓のべき乗位款の体

はその拡大体である_拡大体とは謀体上のベクトル空fiiJであり.身近なところでは (血限体では

あるが)複葉致体は実数体上の2次元ベクトル空間である そして.拡大体を表現するために必

要となるのが既約多項式であり.先の例の複3:･数体を実数体上の2次元ベクトル空間たらしめて

いる既約多項式はZ.2+1なる既約多項式である.また.任意の整数が=l･言放の領の形で一書に蓑さ

れるのと同様に,有限体上の任意の多項式は既約多項式の旅の形に一恵に因数升解され,布限体

のすべての元は既約多項式の零点として特徴づけられる.このようにして有限体を捉えたとき.

有限体の表現構造の解析は乗法的および加法的挽与から行うべきであり.また既約多項式を談話

の中心に据えることにより組総的な構造終折ができる そして 変数変換等を用いた特定の形を

有する既約多項式の尊王比 あるいはその過程における既約多項式の変遷について考察することは.

有限体の元を乗法的 加法的に特徴づけ解析するための良い手法となる

本論文では,以上のようなことを研究の背茄として,有限体の表郷 推遇についてより深くまで

考察することを目的に2つの指標 (概念)を善人する 果法的指拝としてl乗剰余性なる秩念,加

法的指標として トレースなる概念である そして.既約多項式を議論の中心として有限体の表現

構造を乗法的 加法的に解析するという立場から.まず両概念を用い変数変換による既約多項式

の導出について考察する 次に各々の政的多項式の導出過掛二おいて,導出される既約多項式の

変遷をみることにより,乗法的臥 如 ､ら原始多項式の執比 加法的扱古から元の位′ト多項式の特
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走等についてぢ察し,有ISJ主体の元相互F;E.J.既約多項式相互間のr姐係について乗法的 加法的に耶

析する

本芸文第2車においては,乗法的指標であるI.乗剰余性なる概念及びその性許を明確にし.こ

の扱Ei1.からこれまでのG限体理論における茸つかの概念を見詰め直しその性質を明らかにする.

その性質を伽 ､,ますx=がなる形での変数変換をmいた組削 りな無限個の高次既約多項式の

･算出法を1,-g案する これをより米用的なものとするために,サイクル畏なる概念を用いた既約多

胡式の写在の容易なk鬼剰余性判定法を与える また 条件を浦たさない元 (l･乗剰余元)を各点

としてもつ既約多項式に対しては.その既約多項式から条件を満たす元 (八乗非剰余元)を零古

としてもつ同次既約多項式を乱総的に卓出するI.乗剰余除去法を与える さらに.この手法で非

既約とされる場合の既約多項式の変遷の過程における性質を乗法的観点から明確にすることによ

り,与えられた既約多項式から同次の1,6ミ始多項式を能動的に尊出する手法を提案する.

第 3章においては 加法的指標であるトレースなる概念を軸として.その一般拡張として与え

られるn次 トレース/J:る秩念および加法的自己回帰既約多項式等の概念を新たに安東 導入し,

その性質を明確にする これらを用い.まずx=エI'- =なる変数変換による棲歎Pの倍数次数の

既約多項式のiri'Lh法を示し,これに有限体上での形式微分および相反多項式なる概念を加え.讃

体のある特定の非等 元Sを用いることによる変数変換 エ=ZP-3:+Sとすることで岳限個の高次

既約多項式の組織的な導出法に拡張し提案する.次に.この既約多項式の導出法においてトレー

スの値が非等の元を零点としてもつ既約多項式が重要な役割を果たすことから,有限体の任意非

ポ元のトレースの佃を明確に与える式を示すことにより,これを用いて トレースの他の導出.およ

びトレースの値が非零の真性元の特定を容易に行えることを示す また,式の応用として舷小多

項式の新たな特走法を提案する また,加法的較占からの既約多項式の導出の過掛 二おける既約

多項式の変遷の性質を明確にすることにより.正規基底によるベクトル表現とそれに対応する最

小多項式のテーブルの-生成法を提案する.
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第 2童 有限体構造の乗法的解析

2.1 緒言

RSA暗号等に代表される整数環におけるべき乗剰余演許を用いる暗号系においては.その元

の位数というものが大変重要な意味をもつ 位数の大きさが,その暗号文の第3着による解読国

雄さを保言(け る大きな役割の一部分を占めているからである また,理想的な擬似乱数系列であ

るM系列の良さ (周期)は.法となる原始多項式の指軌 すなわちその原始多項式の鼠LJL-の位数

により決定される あるいは,有限体そのものを表現する上で必要となる既約多項式の-導出法

として,既約円周等分多項式による導出法があるが(4].これは元の位数を観点とした導出法で

ある

このように,有限体における元の乗法的な振る舞い.巡回性について考察することは大変悪衣

のあることである また,これまでの有限体理論においてはその乗法的な構造解析というものは

元の位数を観与として行われているものがほとんどである しかしここで元の位歓の特定 導出

というものは,対象としている有rEjl体の棟数p及び拡大次数m が大きくなるほど困難なもので

あり.位数なる概念を用いた代表的な既約多項式の導出法である文献【5]一定理335などは,実用

的なものとは到底ならない 例えば位数の導出が不可能であろう大きな有限体においでは,文献

朴 定理335を剛 ､ては既約多項式f(I)からJ(x2)なる2倍の次数の既約多項式でさえ得られな

いのである しかL 平方剰余性なる概念を用いることにより,棟数が杏素数の有限体において

は粂件を梢たす既約多項式/(3;)から組矧三郎こJ(x2t)なる既約多項式が得られるという研究結果

が報告されている【6].このように考えたとき.位数なる概念は3:=がなる変数変換による既約

多項式の導出に対して,必要以上の元の情報を含んでいるという考え方ができる

本草では.位数なる概念に代わり.有rER体理論における平方剰余性なる概念の一般拡r;F<として

与えられるl乗剰余性なる概念を月叫,ることにより 位数なる概念よりもより細分化されかつ必

要十分な乗射 二関する元の怖報を抽出できることを示し,この観古から変数変換による既約多項

式の組級的な導出法にJ対する談論を軸として,有限体構造の乗法的な解析を行う まず基茸即噌

臓として 入来剰余性なる概念を定毅しその種々の性質を明確にする そして.この概念を用い.

x - xJ{なる形での触限個の既約多項式のi算出法を1,ri案し.その過程において･EjiEとなる入来剰余

性判定法および八乗剰余の除去法を与え本手法をより実用的なものとする 如 二原始多項式につ

いてん刺剰余性なる敏一占からその性質を明掛こし,先の既約多項式導出過程における入来剰余性

なる奴古からみた既約多項式変遷の性Tl'と比較 考察することにより.これまで明確とされてい
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なかった観総的な原始多項式の導出法を与える

献 本論文を通してPを京歎 mを正隻数とする

2.2 基礎的準備

本筋では,有F;R体を東法的に解析するために必要となる基礎的な唯借をする

2.21 i-乗剰余性

入来剰余性なる概念を以下のように定超する

定義 (人乗剰余性)2.21.1 CI=1(Jyけ)の非谷元(､および自然数tに対 して.α - β人なる元Oが

GF(P叩)に存在するとき.Qを (CF(Pm):=おいて)L乗剰余 (A-thPo､veJResidL)e)

といい そのような元CがGF(Pm)に存在しないときC-を (CF(Pm)において)l乗非剰余

(A:-thPowelNonResldLle)という I
このように定為されたk･乗剰余性に対して,以下のような性質が得られる.

性質2.2.1.2:gcd(Pm-1,A)-iであるならば.CF(Pm)において 原始元のiの倍数発で表

される元はCr(P''l)において人乗剰余である また.その逆も成り立つ ■

性質2212は,gcd(I" -1,ll)-1なる豊致l･に対して原始元のl･の倍数乗で表わされない元は.

た乗非剰余であることを示している すなわち.CF(JP'l)における元の入来剰余性は,Cr(lyn)

のI,qT:始元を用いて体の元をべき表現した際の指数部を 人が割り切るか割り切らないかにより.判

定できることがわかる

性賓221.3 gcd(Pn-1,I)-tが成り立つとき.Cr(Jm)における元のL瀬剰余性とi乗剰余

性は等価である ■

性質2213より,CF(Pm)における元のもつ剰余性の考察は II(Fm -1)となるような整数

tについてのk乗剰余性のみを考えれば良いことが分かる さらに,gcd(I" -I,A-)三 lなる整

数Lについては,性質22i2よりCF(P'rt)の全ての元がCr(P''1)においてl果剰余となることよ

り.考察する必要のないことを意味している.

ここで.XFYはXがYを割り切ること示し,XYYは割り切らか -ことを示す

次に,CF(Pm)の元のCI･l(P)に関する共役元については.次のような補樋が得られる

補筏2.2.1.4:AI(PIN-1)なる豊致AILこ対して,CF(P'p)において上乗剰余であると判定された

元のCF(P)に関する共役元は.すべてl乗剰余である･また l乗非剰余である元のCF(P)

に関する共役元はすべて上乗非剰余である ■
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旺明(補語22.1.4) 性質2212および.gcd(l抑 -1,P)=lより明らかである▲ ■

輔哉2214は共役元のもつ剰余性が等しいことを食味する

22.2 サイクル長

サイクル艮なる概念は次のように定義される

定義 (サイクル長)222.1【7)'Cr(/')上の多才i式M(£)を法とし,任意の非零剰余類a(I)4二対

してP釆前言)を7L阿繰り適したときはじめて,

(a(I))pn=a(,,) (modM(3=))

を満たす自然数71を.(多項式M(2)を法とした)剰余類a(3:)のサイクル長"と呼ぶ ■

任意の多項式を法とした剰余類(ェ)のサイクル長を求めることによって.その多項式の零点の

存在する拡大体の拡大次数を求めることができる.これを本章では./(xk)なる形の多項式を法

多項式として用いることにより 既約多項式/(ェ)の寄与のl･乗剰余性を判定することに用いる

2.23 原始多項式

M系列の発生等に用いられる原始多項式は以下のように定義される.

定義 (原始多項式)22.31:CF(P)上のm次既約多項式/(｡)の指数すなわち/(I)の零在の位

数がP'-II1のとき,I(x)をcF(P)上のm次脱始多項式と呼ぶ ■

後述するが.原始多項式の零封土谷el.が共性元1として存在する体の原始元であり,定桑にあ

るF" I1のすべての約数tに対して八乗非剰余である 一般に原始多項式の遵出は既約多項式の

原始性の判定により行われており.従来の原始性判定法は以下のようである

原始性判定手煩 cr(p)上のmIj舐 約多項式/(I)が与えられたとき,I" -1が次のように茶

Bl数分解されるものとする

P'れ11-fT'FT fT

ただし Pl P2 .P,は相異なる素数であり.el,C2 ,e,は正整数であるとする

このとき,すべてのX-数p.(I-1,2. ,7)に対して,

ェ(''m-[)/l'･≠1 (mod/(I)) (21)

ならば,/(3;)はIL;I.始である ■

I/(I)はGr(P)上の…-)こ既約多項式であることより その軌JTLJはcl･l(/rn)の元でありその共部分体L:属するこ
とはfiい このような･元を cr(p【)の異性元と呼ぶ
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この判定は.仮にPmI1が完全に素因数分解されていたとして.反復平方肺による高速指数

一郎 ‡法を用いたとしてもかなりの時間を要する

2.3 既約多項式の導出

任意次数の既約多ql式の埋出は.従火ランダムに縛られた多胡式の既約判定により行われてい

る この操作は.既約多項式の次鼓あるいは標数が大きくなるほど困難な操作となりあまり実用

的ではない そこで.変数変換による組紙的riL高次既約多項式の導出法,あるいは特定の形を有

する既約多項式の導出法などの研究がこれまでいくつか行われてきた【4日61lS]L9日10]

本茄では,前節で定盤した有限体上における入来剰余性なる概念i･既約多項式の導出に対 して

用いることにより.〇-=I{なる形での変数変換による親続的な無限個の高次既約多項式の導出

法を与えることを中･Ltに有限帆 既約多項式および元相互間のrXl係について東法的に考察を行う

231 素因数kを用いた変数変換 T=Xkによる既約多項式の導出

既約多項式に変数変換=IZ=Lを施すことにより,新たにL-悟の次数の既約多項式を得られる=)こ

の定理を示す

定理2･31･1I∫(Ⅱ)をGF(P)上のm次既約多項式とし.その零点はCF(Pm)の史性元〟である

とする このとき,A.J(I" 一1)なる素数んで.WがCr(Jyn)においてt.乗非剰余であると

PJ走されたとき,このtを用いた多項式/(xk)はGl.(P)で既約である またその逆も成り

立つ. ■

証明(定理2.3.1.1):Gr(Pm)上の多項式JA-i.,がCF(ln)上で既約となり.その結果-.文献

[6ト定理 lより(ェL)がCF(P)において既約となることを示す すなわち.定理2311の

証明として=A-i.,のGF(P'71)における既約性を示す.

UがCJT()'…)上で.i乗剰余であればCF(I")にはl果してLJとなる元が存在することか

ら､エk-UがCr(PTA)では既約でないことが容易にわかる.すなわち,xk-Uの写古であ

り./(/L)の零在であるTは,CF(Pn)のl次拡大体CF(Ph )に真性元として存在 しない

ゆえに./(3=k)はCF(F')において既約でない

次に,UがCr(P'71)で▲･乗非剰余である場合を考える Wが.CJ㌻(P"')の原始元αを用い

てC/l(rm)で.

一 = Lll

-9-
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(tは正整数)と安されるとき,LJはCF(Pm)で上乗非剰余であるため.性質2212から2(又,

tが素数であることより),次の関係が成り立つ

とい

すなわち,llXgcd(7,I"-))である また,･JはCF(Pm)においてん乗非剰余であること

より,エk-UはC/丁(/)川)にその筈占をもたない ここで,人粂してUとなる元がCF(PAm)

に弟性元として存在することを示す

LJの位数Cは,e- (lJrlL 1)/gcd(1,P'凡11)と表され LJは,CF(P'Tt)の八次拡大体

cr(p七'n)において.CJ･l(P七'71)の適当な原始元βを用いて,

U = βキ

ミ βF'd't･P7,-ll(,Pkn 1' (23)

と表せる

式(23)の指数部をAとおくと指数部Aは.

･-gcd(1-PIN-i,lE(p,,～-i,･た] (24,

と変形され.lll(P''L-1)であることより,lLま指数部Aを割り切る したがって,性質

2212からUはGr(PbrL)においてL.乗剰余である3 ゆえに xたILJの零点はCF(Pkm)に

存在する

次に.CF(Pとm)より小さい1< S<人なる正整数Sによる拡大体CF(PSpm)には,人来し

てUとなる元が存在しないことを示す.これまでと同株にして,UをGF(Pm )の適当な原

始元を用いてべき表現し.その指数部をBとすれば,

■･-

B- gcd(iP'n-1)∑ p3m
∫=0

gcd(1,P'71-1)替p,-ll,･S]
(25)

となり,B測る人を考えたとき.求(25)の最終項のSのみが人で割り切れない したがって,

lXB

叫 (I" ll)より gcd(Pm-),A)-んであることから 性質2212を用いることができる
3JH(P"L-1)より七日PAr"-i)である すなわち gcd(PhLll,ん)=J;であることより.性質22Z2を用いる

ことができる
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である.このことから,性質2212よりLJはCF(Psm)ではl釆非剰余となりr七一LUの苓 古

はCF(PSTTl)には存在しない.すなわち.rt-I.'の耳点はCJ:(Pkm)の技性元であることが

判明する したがって.ェ1-UはGF(I")において既約となり その結果.文#(6ト定理

1よりJ(㌔)はC;/･'(P)で既約である

また この定理の十分性の証明は.先に述べたェL U,がCr(l''札)で既約でなければ./(ェA)

はCr(P)において既約でないという証明の対晩を取ることで容易にわかる. D

定理23日 により.1つの既約多項式から.さらに高次な既約多項式が 1つ縛られることがわ

かる.次項では.さらに虹限佃の高次既約多項式が得られる手法を示す

232 素因数kを用いた変数変換x==tlによる無限個の既約多項式の導出

定理2311により.1つの既約多項式から.さらに高次な既約多項式が 1つ得られることがわ

かる.本項では.定理2311にfXI適して,次の系を紹介L.塩限個の高次既約多項式が得られる

ことを示す

系2.3.2.1:l≠2のとき.または.l=2かつP'n≡1 (lTIOd4)のとき,定理2311を用いて

得られるCr(P)上のm人次既約多項式f(Xk)の寄与T∈CF(Ph)はCJ･-(PL'爪)においてL

乗非剰余となる. ■

証明(系2.3.2.1)･/(I)の零Ll.W∈GF(Fyn)と/(ェ七)の写6-T∈Gr(Phl)の間には.次のような

側係が成り立つ

TA= U

ここで.Tの位敦をe'Uの位数i･eとすると,

e'= le

である 上式より. TはCF(Ph)の適当な原始元βおよび式(24)で定超したAを用いて.

A

T-71 (26)

と CF(PA-A)において表せる (ここで,AlAであることに注費) ここで,C-(lyTl-i)/l･

とし 式(22)で定義 したほ 用いて式(26)の指数部を変形する.

gcd(I,ly71-1)
gCd(I,I>77.-1) ++

.i

=

+

E

1

〆

IL
Ll
lLこ

愚

山
∑

.i

i
∑

J

C

C



(27)

ここで.定理2311の証明と同掛 二WはGr(PrTL)において入来非剰余であることより.

1/gcd(7,P"i-1)

であることに注意する また.∫(3;)の他の零点については,GIl(P)に関する共役元であり

補機2214より剰余性は等しいので,零L5:として-/A/Aを代表させる 式(27)について考祭

するために,ここで以下の2つの場合分けを行う

1 Pm_1がtで2回以上割れる場合

すなわちAICであり,求(24)で定我されるAにおいてPm-1がlで2回以上割りき

れることより,求(26)の指数部A/l･は

･/i
である したがって,性質22L2より丁はGF(P人'71)でl来非剰余となる

2 Pr'1-1が人で2回以上割れない場合

すなわち人YCであり,式(27)の第2式において,たで割り切れない項を集めると,

gcd(i,p--.悼 .巨 (1,p--1,lgi笹 l] (28,

となる ここで,式(28)を解析するために,さらに以下の場合分けを行う

(a)kが奈素数の場合

=ま奇素数より式(28)において.

AI坦 二 上垣2

である したがって.式(28)の駐終項のLがlで割り切れないことより.

･Y言
となり.性質2212よりTはGF(PhL)でl乗非剰余となる

(b)lが偶素数 (すなわちÅ-2)の場合

人-2であることより.式(28)に1-2を代入して.

gcd(TIP"i-.)[吐 音更 +1]-gcd(1･p--1'(C.1) (29)

)21



となる.ここでCとは i･=2より.

C- 竿

であり.場合分け(2)の粂作より2JCであるから,Cは合致である したがって,

i･=2tLT.

1Igcd(I,Pr'L- I)(C+1)

である.ゆえに.

再
であるから,この場合は性質2212より丁はCr(∫)k'71)において.1乗剰余となる

すなわちi-2のときは.櫨合分け(1)のPm-1がllで2回以上割れる場合,す

なわちfm ≡l (mod4)のときに.A.果非剰余 ､人-2より平方非剰余)となる

■
系2321の結果を.定理2311に用いることにより次の定理が得られる.

定理232,2:/(r)をGr(P)上のm次既約多項式とし.その零点をGr(Pm)の真性元Uである

とする このとき.ll(Pm-1)なる素数lで,LJがGJ･l(P"L)において.1来非剰余である

と判定されたとき,1が奇素数または偶素数2であってもIyn≡I (mod4)であるならば,

非負整数)を用いてmlJ次多項式J(xA')がCJ'(l')で既約となる 1

233 合成数 [(を用いた変数変換x=xI(による無限個の既約多項式の導出

定理2311で用いたll来剰余性以外の剰余性については 次の系がilきられる

系2.3.3.1:̂･≠2のとき または l-2かつJ刀n≡1 (mod4)のとき,定理2311を伽 -

て得られるGF(P)上のml次既約多項式J(ェk)の23,占T∈Cr(Ph)は,/(x)の零点U∈

GF(I")がGF(P'n)においてもつ.り (P'71-1)なるすべての素数Lについての剰余性.非

剰余性をGF(〆巾)において維持する I

証明(系233.1) II(I" -1)なるすべての'R数Lの兆合から の̂みを除いた炎合をS左とする

系2321及びその証明により.i-乗剰余性については維持 していることが容易に分かる 他

の剰余性 (1ノ果剰余性 l'∈Sk)については,/(x)の零点UがCr(Pro)においてA･'乗剰余

である場合と.t′釆非剰余である場合について分けて考える
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l'乗剰余である場合 :UがCF(P,TL)においてi'束剰余であることより･式(22)において,

作貨2212より,A-'lgcd(I.Pm-1)であることが分かる すなわち.式(27)にお

いて.

･,F言
となり.性質2212より'はGF.(/如 )においてl'乗 剰余である

Aノ乗非剰余である場合 :LJがCF(PT～)においてi･'東非剰余であることより.式(22)から.

性質2212より IJIgcd(tp-れ-1)であることが分かる･また l'I(Pm-1)であり

かつlノ≠人であることより.

l･lご:土
i

である すなわち,系2321の証明と同様にC-(F'm-1)/lとして,AJICである.

LOえに.求(27)において,最終項の lのみがIJで割り切れか ､ため

･･yi

となり 性 質 22 12よ り TはCF(I'人'n)において l′瀬非剰余である.

したがって.TはCr(Ph)において,り (Fml-1)なる全ての素数についての.UのGF(P'7t)

におけるL乗剰余性,非剰余性を維持している. ■

したがって.定理2311及び系2331より,次の定理が得られる

定理213･312 I(ェ)をC/･lP)上のm次既約多項式とし.その乳と丈をcr(p--I)の真性元Uである

とする このとき,1日(Pm-i)なる全ての素数んの中から.UがCF(P'n)においてl来非

剰余であると判定されるようなL.Lこよる合成数J(那,奇数または偶数であってもp''Z≡ 1

(lnOd4)であるならば.Kを用いてmK次多項式J(xFl)がCr(P)で既約となる. ■

2･314 ExitmPle

ExalllPIc234】:C/㍗(2)上の4次既約多項式を

/(ェ)=工4+I,+1

としたとき J(ェ)の石Ejl.UはCr(24)の真性元であり.その剰余性については.

24-1=35

であることより･3来朝余憤及び.与乗剰余性について考察できる.零点JのCJl(24)におい

てもつ剰余性は･3乗非剰余であり5乗非剰余である すなわち.∫(I)は原始多項式である.
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ゆえに,定理2322および定理2332より.次のような既約多項式が71をられる

f(=3■).I(rS') /(ェ3T5')

ここで,1.1は非凸盟数である

■
定理232.2および定理2332により,条件を満たすllによって 1つの既約多項式からより高次な

既約多項式を観相国flきられることがわかる しかし,定理23日 ,定理.232･2および淀理2332

を用いるには.CF(P)上のm=)(既約多項式J(ェ)の窄b-iJのGF(P…)におけるi･乗剰余性の判定

が必要である.ここでl･とは.AI(I" -1)なる点一敗である.次題においてその判定方法を述べる

2.4 k乗剰余性判定法

前掛 二述べた==エJtなる変数変換による組銭的な既約多項式の導出.あるいは後述する原始多

項式の判定 導出には,その既約多項式の零古の人乗剰余性判定が必要となる 本筋では.積数

Pおよび拡大次数7nに対して11(P'n11)の場合,り (P-I)の場合 (より容易な判定が可能と

なる)の2つの場合に分けてl来剰余性判定法を与える

2･4･1 k･r(I"■-1)の場合のk乗剰余性判定

前f･TJの既約多項式の井出に関する考察より,Cr(P)上のm次既約多項式/(E)の器)▲丈LJが 乗̂非

剰余であるならば,/(ェ人)なる多項式はml次既約多項式となる 逆にi乗剰余であるならばJ(ェk)

は既約多項式とはならず.以下のような特徴をもつ

捕題2.4.1.1･Cr(P)上のm次児約多項式J(I)の窄占U∈cJT(PM)がCF(lm)において,

il(Pn▲一l)

なる宗教lで.A-来剰余であると判定されたとき /(XL')はん個の相異なるCJl(P)上のm次

既約多項式の梢で衣される ■

証明(補毘2.4.1.1):/(I)はCr(P)上のm次既約多項式であり,その零SA,はCF(PTA)の真性

元である 零点.UがGF(Jyn)において〟乗剰余ならば,性質2212よりGF(Pm)の原始元

Oと適当な非負並数lを用いて.U=α.i.と表せる したがって./(ェA)のJS,6.'は,U=,人

を捕たすことより,Tk=olんであり.これをlrlGたすTは.CF(Jュm)のi佃の元

Q･,｡･･午 Q･･平 ,-,D･･土と上土群 』 (210)
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である 'はC/㍗(Pm)の真性元であることより4.これらはそれぞれm個のCF(P)に関す

る共役元をもち,こhらは互いに異なる なぜなら もし がの共役なjj…合の中に式(210)

の別の元が含まれていると仮定するならば,この脆合の要一紫をそれぞれ人来した集合,す

なわちC/丁(P)に関するU と共役な元の張合の中に, o止が2つ含まれることt:なり,LJが

GIJ'(P7れ)の-ij<性元であることに矛盾する ゆえに,式(210)の元はGr(P)にF対して共役

ではない ゆえに,/(xk)は.式(210)の各/Yの相異なるl個の元の削 ､多項式の枯となる∴
定理23I1および補過24i1より,/(3;)の零点LJが入来非剰余であるならば/(2人)はml次既約

多項式となり,/(I)の各年tJが入来剰余であるならば/(=人)はん個の相異なるm次既約多項式の横

となる このような事実を踏まえ.i乗剰余性の判定法を補態として以下に与える

捕逸24.1.2:a/㍗(P)上のm次既約多項式/(I)にII(Pm-1)なる素数lを用いて変数変換を

施したCF(P)上のm人次多項式J(xA)がある このとき,剰余類(3=)の法/(xk)に対するサ

イクル良は,/(Ek)がCF(P)において既約ならばmlであり,既約でないならばmである■
証明(捕還2.4.1.2).サイクJレ長により,剰余類(2,)すなわち法多項式の窄LhJ.の属する体の拡大

次数が得られる すなわち,I(2人)がCF(P)で既約ならば,剰余類(3;)の/(ヱk)を法とした

サイク)i,長はml･である J(xk)がGF(P)で既約ではなく,補退2411よりCF(P)の人佃

の相異なる7n次既約多項式の積で表されるならば,剰余類(I)の/(xk)を法としたサイク

ル長はm となる ■

定理2311,補題2411および補題2412より,I(x)の寄与のGF(Pm)におけるl乗剰余性

は.I(lk)を法としたとき.剰余類(I)のサイクル長がm人になるかm になるかによって判定でき

る この際,導LL出されるサイクル,長は711またはmLゆえ,m同のP乗剰余演算を施したとき.刺

余沸(ェ)I二もどらなければサイクル長はmkとなる

24･2 kl(P-1)の場合のk乗剰余性判定

前項のl乗 剰余性判定の特別な場合として,Al(P-1)のときの判定法は次の補選で与えられ

より容易な判定となる

4,がGr(l'm)の真性元でないとするならば Ttの形で我されるUもCF(PT～)の共性元となり特ないことより矛盾
する
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補毘2.4.21 GF(P)上のm次単位既約多項式/(ェ)があり,その零点をLJ∈CF(Pr71)とする ま

た./(Ⅱ)の苓次係数をJoとする このとき,ll(Pm-1)なる群数LがIl(P-1)ならば,

WのCF(I"'1)における人･乗剰余性は.以下で示される

雪 』 が- の場合 ‥-のGr(I-)における繰 刺- 三･/.のCF(P)E=おける頒 刺

余性と等い ､

竺崇 が奇数の- ‥JのG叩 n)に榊 る佃 刺封紙 /OのC/.(P)における煉 剰

余性の反転である.

■
証明(補足24.21)･Cfl(J抑)のすべての非等元のl･乗剰余性の判定は.性質2-1712より,判定

したい非等元を(FP ll)/l･乗L lになるか密かによって判定できることが容易に分かる

すなわち,判定したいGr(Pm)の非等元を(PTA-i)/A-乗して. 1i=なればCF(fm)にお

いてk束剰余であり.1にならなければi釆非剰余である このような観点から./(x)の'4;

点tJのI-乗剰余性を判定する

山を(Pml1)/i乗すると,り (P-1)であることより以下のような式展開が可能である.

uiEP : ultfii(''M~】一 十P･.)

- lu(p-ll-- ,】iEED

ここで,/(壬)の零次係数/OとUは以下の関係 :

/.= (-1)'nuw Pu''つ uLm -】 (211)

- (-1)-nuPn-1+ 'p-1

を洞たすことより,

(pr'l-I) EI'-II
uT - L(-1)～/olT

- (ll)等ゼJoiefD (212)

である.すなわち,式(212)において右辺のJipIL)/L'は/.のCr(P)におけるl廉剰余性の

判定そのものである5 式(212)より.UのCr(P")における順 剰余性と･/OのCJ｢(J')に

おける上乗剰余性が等しいか否かは,当 』 の偶射 こよる .

8人(P-1)であり.性質2212よりCF(P)においてk乗il余せの判定は可能である
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補拐2421により素数八がり(P-i)を満たすとき.CF(P)上の既約多項式の省長のl乗剰余

他の判定は.I(I)を単位既約多項式とした際の窄次係数IoのCF(P)におけるl乗剰余性の判定

で行えることが分かる.すなわち,前項で行える判定のうち.ll(P-i)を満たす場合には,よ

り容易に判定が行える.

24.3 従来法による判定との比較

従来のI,F.始性判定に用いられている式(21)を入来剰余性判定を行えるように改良すると次のよ

うになる

x(]'m~))/と≡l oT not (modI(3;)) (213)

しかしこの方法は.プログラミング｣-でメモリが不足しているような状況下では逐次べき乗お

よび多項式剰余演許を行わなければならず,たとえ高速指数演算R=を用いたとしてもかなりの計

享7_i1を必翠とする また,必要となるべき兼併井および多項式による剰余J郎‡の回数も定かでは

ない

他九 本葬で1,i案するl来剰余佐川定法はサイク)I,長なる概念を用いていることから以下の式

で計幻_舌れる

ェPm≡x o, not (mod√(,;A)) (214)

式(214)によってk来剰余性が判定される本提案法は,メモリが不足しているような状況にお

いても,式(213)におけるべき乗演31-は式(214)においではP来演非であることから単に項問を

p間隔にシフトする操作だけであり,実際にはべき乗というような乗井はまったく必要とせず,

さらに多項式による剰余7如‡も拡大次数m 回で済む 以上のことからも,本校案法の方がより容

易かつ明快な判定が行えていると考える

2.5 k乗剰余の除去

x-xkなる変数変換およびその組み合わせによるiEE限佃の既約多項式の導.1'.を行うためには,

元となる既約多項式の零点がL釆非剰余でなければならず八乗剰余であるならば,変数変換を行っ

たとLても既約な多項式とはならない そこで本節では,既約多項式の零点がん釆剰余であるよ

うな性質をもつ場合,変数変換および既約因数分解lll】を施すことにより,入来剰余である性質

のみ耽り除かれた剰余性をもつ乳古 (人果非剰余)をもつ同次の既約多項式を得る手法を.前節

と同様に標数pおよび拡大次数m に対して人目Jy7㌧ 1)の似合,AI(P-I)の場合 (より容易に

行える)の2つの場合に分けて与える
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2.51 kI(P'n-1)の場合の人乗剰余の除去

/(ェ)をCr(P)上のm次既約多項式とし.その零古をCr(Pm)の真性元山とする .こ こ で

f" -I-巧.1㌢ i･:'

lJ(J=こ1,2t r).相異なる宗歎

C,(J=】.2, .7･)一正整数

とL eを元Uの位散とする Uの陀款がCであることより.CF(fP)の適当な原始元C'を用いて.

pqt-I
tJ=(一■

なる等式が成り立つ

このとき.(pm-L)/Cの素因数 1-,に対して.I(XA,)は補祖2411より,CF(P)上の相異なる

l･,個のm次既約多項式の債の形に既約因数分解される その個々の既約凶致多項式の有.古の剰余

性を考察する

/(ェ人,)の苓点Tは.U-Tた,をlrYlたすことより,以下のCJ･l(Pm)の元である

｡(p巾-1)/A,eα(Pq-り/A,i+ (I'れ-I)/A, .a(I叩 -I)/A,i+ttJ-1)(J'm-I)/A,

ここで補趨241ーIより.これらは相異なる 各元の剰余性を判定するために.これらの指数部

より.

gcd(Pr･--1三三三 (se･.)) (215)

の取る値を調べる･ここで,S= 0,1, ,A)-1である 式(215)は.

P''71_1

--F gcd(人Je,Se'l)

と変形でき.gcd(e,sp十l)-1であることより.

Pm-1

1 才 -gcd(A,･se'1)

と変形できる ここで.次のような場合分けを行う

LA,がCを割り切る場合

等 gcd(A.,･se･I)-inL)e

であり.性質2212よりすべての既約因数多項式の零古のもつ最大の剰余性は(Fm-I)/l･Je

釆剰余 (すなわち位数がA,C)である
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2A,がeを訓 )切らない場合

gcd(A,.se+1)

の取る値は.ll,Lま京致ゆえ i.,あるいはlである すなわち･Sが0から(A,I1)まで変化

すれば.

l･JHse+I)

を満たすSが必ずlつ存在する6 すなわち.

Pm-1 P=一1
--F gcd(A,.sc･1,-宝 1 07-I

である すなわち.人･,個の既約因数多才状 の札 等占のもつ最大の刑余性が(P'n-1)/A,e

乗剰余でない (すなわち位歓がeである)既約因数多項式が,必ず 1つ存在する

以上の談話を次の定理にまとめる

定理2.5.1.1:/(ェ)をCr(P)上のm次既約多項式とし.

IP -1-1･子.呼 ll:r

(相輿なる素数のべき乗の碩)

とする

I(r)が原始多項式でないならば,その零点の位数Cはe<P'Tl-1であり.(lm -I)/eの

常田数人,に対してI(zk,)を既約因数分解する.

このとき｣,Ieであるならば,すべての既約因数多項式の零点の位款はL･,Cである.また,

l,reであるならは.必ず 1つの既約国数多項式の寄与の佐敷はCであり,他の既約因数多

項式の写.L･t二の位数はl,eである J

定理2511をL東剰余性という鼠古から考察するとき.変数変換 既約因数分解によって,零

点のもつ剰余性からl,釆剰余である性質のみ取り除くことができることを意味する また,他の

剰余性には影零を及ぼさない すなわち,元のもつすべての剰余を取り除いたとき 既約多項式

の考;卓は,零古が真性元として屈する体において原始元となり,そのような寄与をもつ澱′ト多項

式は原始多項式である

また.取り除きたいl釆剰余の紫数tがl=P-1)を消たす場合は,より容易に除去できるこ

とを次項で示す

O前提より.gcd(ん,,e)ニIであることから明らかである
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25･2 んl(P-1)の場合のL乗剰余の除去

IIL(P-1)のような特別な場合:=おける.人乗剰余の除去に必要となる捕視を与える

補監25.2.1:AHJ)-1)なる紫軌 がある G/･l(/')において八･索剰余なる元,l東非剰余なる

元は,AImなる正整数TTtに対してCr(Pm)においてもそれぞれi･釆剰余.A乗非剰余であ

り,H .,Lなる正整数mに対してCr(P'凡)においては.ともに入来剰余である ■

証明(捕題2.5.2.1):この証明は定理2311の証明と同様に行える. ■
捕捉 2521により,CF(P)上の7n次既約多項式/(I)の等占.がCF(JP)においてi東剰余であ

る場合,七日P-I)かつIImであるならば.Cr(P)の人乗非剰余元IをJHいて.既約多項式J(T)

にI(tx)なる線形的変数変換を施すことにより,CF(∫)m)においてl乗非剰余である等Ejl.をもつ

既約多項式に変換することができる

25.3 ExamPle

Example2.5.3.1 CF(3)上の4次既約多項式J(x)二〇4+3=1'+2の零点は,CF(34)において

5乗剰余であり補笹2411よりJ(3㌔)は既約多項式とはならない そこで.I(ZS)を既約国

教分解すると以下のようになる.

/(xS)-(x4+2x2+2)(x4+I+2)(x4+T3+x2+2x+2)(x-1+2E3+x2+3T十2)(=4+2x+2)

ここで,すべての既約因数の中の〇4+2:r2+2のみが依轍その零点が5乗剰余であり.他の

既約多項式は5度剰余が取り除かれている (この場合,11買始多項式となっている) ■

2.6 原始多項式の導出法

M系列の発生等に用いられている原始多項式は,既約多項式の中の一つの特別なクラスであり

特に有用なものである.しかしこれまで原始多項式の導出は既約多項式の原始性の判定により行

われており,その判定結果が非瞭始であるならIfBIJの既約多項式を新たに与えなければならず組

織的な導出であるとは言いがたい また.これまで原始多項式の組織的な導出法は与えられてい

ない

本筋では.原始多項式についてl･乗剰余性なる軌卓から考察することによりその性質を明らか

にし, 1つの既約多項式から伺次の原始多項式を組織的に得る手法を5･える ここでは.定発

2231で定兼される原始多項式の写封土CF(Pm)の原始元であるということから,原始元の性質

について間蝉に紹介する
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CF(Pm)の 1つの原始元をαとする

gcd(I" -I.7)-I

を満たすTE盤数tをJfJLて ,Cr(Prn)のすべてのJi正妃元はαtと表現できる すなわち原始元は.

性質2･212よりIHPm-1)なるすべての群別 についてCF(Pm)においてl束非剰余となる

また,a-がGF(I"l)の原始元でないならば,

gcd(JP -1,I)-1･≠1

であり,性質21212より0.はこの整数tに対して,i乗剰余となる.

したがって.既約多項式の原始性はi.I(Jyn-i)なるすべての素数lについて.その零点がLl

東非剰余であることを判定すれば良い さらに.与えられた既約多項式の零点が入来剰余である

ならば.その剰余仲を前節で与えたk乗剰余除去法により除去し,これを老治り返し行うことによ

り始終的には原始元を宥･J己としてもつ同次の既約多項式を導出できる すなわち,組織的に原始

多項式を導出できることになる

次項に.原始多項式の組織的な薯Ll.アルゴリズムを与える.

2.6.1 原始多項式導出アルゴリズム

本項では,lつの既約多JTI式から同次の原始多項式を得るまでのアルゴリズムを提案する 軌

本アルゴリズムにおいて,行き先の表示してないステ/7'は次のステノブに順序通り進むものと

する

STEPl-1:GF(P)上のm 次単位既約多項式/(方)を与え-その零次係数を/Oとする.

STEPl12:Jm -1の因数分解を行う.ここで,その国数分解を以下のようであるとする

P'托-I-A;lk2e2 k‡'

ただ'L l]ん2. ,トは相異なる実数であり, el,e2, ,C,は正整数であるとする

STEPl-3 すべての人-J≦一≦rに対し,

･･-STEP211

を行い すべての人.(=対して1-,乗非剰余である判定が待ちれたならば.そのときのJ(ェ)が
Clr(P)上の〃1次原始多項式でありアルゴリズム終7.
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STEP2-1:AJ(P-I)である.

YES-STEP2-3

.T.'0一一STE:P2-2

STEP2-2 I(x▲)のサイクル長がmである

YES一･STEP2-ユ

:<0-･STEP2ILI

STEP2-3:m(P-1)/kが偶かつ,/OがCF(P)においてl･刺非剰余である または 777(P-1)/t

が奇かつ.JoがCF(P)において1刺剰余である.

YESーSTEP2-4

:(0-STEP2-5

STEP2-4 /(I)の寄与は畑俳 剰余である

ーSTEP1-3

STEP2-5:∫(I)の執 某はl刺剰余である

一･STEP3-I

STEP3-1 ll(P-1)かつ,人がm を割り切らない

YESーSTEP3-2

NO - STEPS-3

STEPS-2 CF(P)のl･剰非剰余元Iを用い J(叫 を新たな/(I)とする

-1STEP2-4

STEP3-3:∫(x上)を既約因数分解し,そのうちの 1つを新たな/(I)とする.

→ STEP2-1
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262 Example

Example2.6.2.1 CP(5)上の2次既約多項式J(ェ)-x2十3を用 いて,G/｢(5)上の2次原始多

項式を導出する

まず,52-1=･2!3であることから性質･2213より平方剰余性と3乗剰余性のみ考えれば

よい ここで,I(2)の6.[引二対して平方剰余性および3乗剰余性判定を行うと 平方非剰

余であり3乗剰余であるという判定が得られる そこで.非既約な多項式I(=3)を既約因数

分解することにより

/(x3)=(x2+2日 3;2+4x+2)(x2+3;+2)

となり,新たなCr(5)上の2次既約多項式/(x)として3:2+I+2を選び再び3乗剰余性判

定を行うと.3東非剰余であると判定される したがって.新たに得られた2次既約多項式

I(芯)-3;2+3;+12はCJT(5)上の2次原始多項式となる .
2.7 結言

本類では.これまで有限体の乗法的解析の-指標として用いられてきた位数なる概念に対 し.

今後暗号等の分野において用いられるであろう位数の大きな有限体におけるその非実用性を言及

した そして.佐敷なる概念に変わる新たな乗法的指標として,有限体理論における平方剰余性

なる概念の一般拡張として捉えられるk乗剰余性なる概念を定穀し,その性質を明確にすること

でその有用性を明確に示した

本草ではl釆剰余性なる概念を用い,以下のことを示した

1 変数変換′C= エ人およびその組み合わせによる撫限個の組織的な高次既約多項式の#出法を

与えた

2 変数変換3;-Ekによる既約多項式の導出の際に必要となるl･釆剰余性判定を,サイクル庄

なる概念を用いることにより容易に行えることを示し,従来の原始性判定法からの推測で

与えられるた乗剰余性判定法よりも,本方式の方がより有効であることを示した

3 与えられた既約多項式の宥和二対し入来剰余性判定を行った結果が,上乗剰余である場合に

は芯- 少なる変数変換では高次の既約多項式が得られか ､ことから,これをよY)実用的な

ものとするために変数変換および既約因数分鰍 二よるI.乗剰余除去法を与えた 結A.与え

られた既約多項式から必ず八倍のI)滋 の既約多項式を組削 勺に絹,ることができることを示

した
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耽約多項式変遷の過程における零点の1,乗剰余性に関する性質を明確にしたことにより.A

乗剰余性判定および1億剰余除去が従来の佐敷なる概念:=対しては位数の判定および位数

の変換につながることから.これまで明確とされていなかった原始多項式の組紙的なZ:9.出

法をl東剰余性なる概念をFHいたことにより与えることができた そして.これをアルゴリ

ズムとして明確にホした

-25-



J_16-



第 3 章

有限体構造の加法的解析



第 3章 有限体構造の加法的解析

3.1 緒言

誤り訂正符号のクラスとして代数的誤り訂正符号等があるが,その他多くの符号が有限体理論

にその-&碇を置く これらは,有限体における元の加法的な閑性を用い誤り訂正のシステムを構

築しているものがほとんどである 現代情報社会において.CD (CompactDISk)等の記録媒

体に対する記録システムあるいは今日行われているパケノト通信のような情報通信システムなど

広く用いられている.iLtり訂正符号であるが.これらをより有効に用いることを考えたとき,有rlli

体のその加法的な解析が必要となる このように,有限体の加法的な性JnJ'についてみることは大

変音曲のあることであるが,これまでの有限体の11日法的な解析は, トレース関数 随伴多項式に

代表されるような体から体への写像という観古からの考象 あるいは多項式基底 正規基底に代

表されるような体を表現する上で必要となる基底として特徴あるものを用いることによる考察な

ど,ある意味でその概念のもつ性空相で大いに反映された研究が多い114日15].

本章では,有脚 本を加法的に考察する上で トレースなる概念を加法的指標として位置づける

そして,この概念をより一般化した71次 トレ-スなる概念を走表し,さらに加法的自己回帰既約

多項式およびそれに付随する概念を新たに定義し,これらの性質を明確にする これら概念を用

い,加法的変数変換による既約多項式の導出に関する議論を中･Ltとして,その導出過程および変

遷過程における性質を明確にすることにより,有限体を加法的に角等析する,

はじめに. トレ-スなる概念を用いた3,- EI'- てなる変数変換による標致pの倍数次数の既

約多項式の導出法を与える そして,この手法に有限体上での形式微分および相反多項式なる概

念を加えることにより.標数pの倍数次数ごとの触r眼個の既約多項式を導出する手法を提案する

トレ-スなる概念を用いた既約多項式の執iiに際して トレースの値が非零の真性元が必要とな

ることから.次に1L次 トレースなる概念を用いることにより.拡大体における任忠元の トレ-ス

の他と有限体を未硯するために用いる法多項式 (既約多項式)の係数との関係を明確に与える式

を示す この式を用いることにより,拡大体の任意元の トレースの値の沓出およびトレ-スの値

が非苛の宍性元の特定ができることを示す さらにこれを応用し,従来は多項式基底によるベク

トル表現を用いての剰余類演許及び行列操作を施し連立合同式を解くなど大変煩雑な操作を必要

としていたlll1-小多項式の蝶出に関しても.拡大次数が標数よりも小さいような場合においては.

本式を用いることにより大変容易な計錠で任意元の鼠′J､多項式を特定できる手法を提案する

Irk-後に, トレースなる概念と加故的自己回帰既約多項式およびそれに付随する概念を組み合わ
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せ,加法的変数変換x-xP-2による既約多項式変速の過程における性王子を明確にする その

結果.黄体の元tを用いた大変容易な加法的変数変換3:=エ+Lおよび迎変数変換rl'-エ=Xに

より. 1つの既約多項式からすべての同次およびその約数3)こ敦の既約多項式を等卓の正規基底に

よるベクトル表現との対応を取りながら行えることを示し.これを7Jt,ゴリズムとして与える

3.2 基礎的準備

本節では.有限体を加法的に解析する上で必算と71･る基堤的な準備を行う

3.2.1 トレース

まず トレースなる概念の定盤を明確にする.

定義 (トレース)3.2.1.1 Gr(P)上の'n次拡大体CF(fP)の元L)に対 し,cLのCFl(]')に関す

る トレースをTrF-lP(Ll)とあらわし･

T.I,nlP(α)-α+αJ､ ｡Pつ+ +cr ーZ

とする ●
トレースなるq_念は次のような性質をもつ

性質3.2.1.2 Gfl(P)上のm次単(必知り多項式J(I)の零点をU∈CF(Pm),m-1次係数を/m_I

とするとき

TrI-lI,(U)--/m-.

である. ■
性質3.2.1.3:CF(P)上のm次単位既約多項式/(訂)の豹 午をU∈cr(p'n),I(2+1)の寄与を

T∈GF(Pm)とするとき,/(I+I)はGJl(P)上のm次碑位既約多Si式であり.

TTF-lI,(U)-TrI-lP(T)+771･I

である ここで,0≦l≦P-1である ●
性質3.21.4:CF(P)上のm次既約多項式J(ェ)を

/(I)== /TZ'/.EGr(P)
I=0
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とし,/(3;)の零古をU∈ClW rn)とするとき./(x)の相反多項式l/(I))◆の執 57-LJ~1の

トレースの低は,

Tr,-I,(7)ニー/011 /I(o)

である ここで,/I(o)とは/(E)をC.r(P)上で形式微分したものにx-0を代入したもの

であり,/(ェ)の1次係数である

暗証 I(x)の相反多項式を【/(x)]●とすると,

Lr(I))'-∑I,n一,XI
L=0

と表され,性質3212からその零点Tのトレ-スの伯はI/(ェ)トを単位多項式化し,そ

のm-Ll)こ係数により求まることから.

T.p叩 (7)ニー/oTl/1

であり,/】の値はJ(ェ)を形式微分して3,-0を代入することにより求まる

■
322 TL次 トレ-ス

トレ-スなる概念を一般拡張した新たな概念として,71次 トレースなる概念を以下に定耗する

定義 (71次 トレース)3.2.21:CF(P)上のm次拡大体CF(P'rL)の任意元αに対し,次のように

m 佃のCF(P)に関する共役元の組を考える

(α,｡p, ,cr -I)

このとき,crのm 個の共役元の中の71個の組すべての梢を考え,その総和を元αのGF(Pm)

におけるGr(P)に関するn次 トレースと呼びT濫 lP(α)と表す ここで,0≦n≦mであ

る rlI,I,.増 Ltp(α)-1とする .

このように定義される7t次 トレースとは次のような特徴をもつ

ICF(P)上のm次単位既約多項式I(I)に対しその寄与をU∈CF(fm)とするとき,cF(P)

に関するGr(P"i)の真性元Uのn次 トレースの値は,/(I)の,7--n次係数にト1)'Iを乗じ

たものである すなわち,Tll;,FLIP(LJ)はCF(P)の元になる

2従来定苑されているトレースとは本概念においては】次 トレースとして定義され,また定

数項である零次係数はm次 トレースに(一l)'7Lを乗じたものとして定発できる
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また,有限体上でも考えられる形式微分の性質として次のような性質がある

性質3.2.2.2

[/(9(I))]'-f'(g(I))91(I)

■
32.3 加法的自己回帰既約多項式

加法的自己回帰既約多項式 加法的非自己回帰既約多項式および加法的自己回帰既約多項式集

合を定薙する.

定義 (加法的自己回帰既約多項式他)3.23.1ICY(P)上のm次既約多項式J(I)にlllL

/(ェ)-∫(3=+甘), 1≦t≦P-1

となる場合,/(ェ)を加法的自己回帰既約多項式と呼び また

/(∫)≠/(I+I), 1≦L≦P11

となる嬢合 J(I)を加法的非自己回帰既約多項式と呼び.il圭合

t/(=)./(I+I). ./(I+(p-I))I

を加法的自己回帰既約多項式集合と呼ぶ ■
定発3231のように,既約多項式にェ+tなる変数変換を施してflをられる既約多項式の集合は.

すべて等しい既約多項式の廃合になるかあるいは.すべて相異なる既約多項式の典合になる

証明(定義32.3.1):仮に.CJr(P)の非零元Sをもちいて/(x)l二x-x+Sなる変数変換を施し

たとき,

/(I)-/(ェ+S)

となったとすると.さらに変数変換を施したと考えれば,

/(2)=I(ェ+S)-/(ェ+2S)

となる すなわち,これを繰り返し行うことにより,

I(I)-∫(王+is), 】≦l≦P-1

である 結果 すべて等しい既約多項式もしくはすべて相異なる既約多項式となる I
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定瀬3231のようにして定尭される加法的自己回帰既約多項式は次に示されるように標数倍の

次数の既約多項式としてしか存在しない.

補盈3.232.Cr(l')上のm炎既約多項式J(ェ)が加法的FI己bJ婦既約多項式であるならば.Pl

m である ■
証明 (輔畏323.2) /(I)が自己回揺既約多項式であるならばその零点をJ∈GF(Pm)としたと

き.そのGr(P)に関する共役元の中に

W .A+I, ･.U十(P-1)

が含まれていることが分かる したがって.m-】以下の適当な正史致Sに対して,

ul"=U+l

とr{せる.ゆえに.式(31)の両辺をPS乗し,

U仲 =..)I"+1=LAJ+2

となり.これを.Prgl繰り返すことにより.

ul>P■ - LJ

である したがって.LJはCF(P771)の真性元であることより.

mIPs

となるが,Sはm-1以下の正整数であることより.mXsであるから,

F'lm

となる

3.24 従来の最小多項式導出法

従来のEi-小多項式導出法を示す.

従来の最小多項式導出法 :CF(Pm)において.Cr(I")の元山を用いた典合

tumllL.m12, ,uO)

が多項式基底をなすとする
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ここで.CF(rm)の非等元βの最′ト多項式について考えてみる.仮に Uを多項式基底で表

現したとき,
･･l-[

3E=∑ 5.,a /070≦l≦7･l
)-O

と表されるとする ここで.S｡は京体の元である

このように表された80,♂, 9"をmい.次のような行列を考える

B- Zs=i:. S三 :I SSS三 三:.

ここで,βの別 ､多項式を9(I)-∑c Tエ lとする と ,

(=O

g(♂)-cmβm+ +cop0-0 (32)

より.先に与えた行列式Bと 式(32)を用いて連立合同式としてCb ,cm を解くことに

より,βを零卓とする最′ト多項式が求まる ここで,最小多項式はその一意性よりcm-1

とする

■
このように従来の位小多項式i削u法は,Gr(Pm)の一つの元βに対すろ液小多項式を一つ求め

るのでさえ.P7の悲底による表現の言137:(初;R体上での多項式剰余演井).行列式 (連立一次合

同式)を解くという大変煩雑な操作を要する.

3.2.5 多項式基底 ･正規基底

拡大体を紫体あるいは部分体上のベクトJレ空間として表現するた桝 二は.進展が必要となるが

ここでは代表的な有限体上の基底として,多項式基底および正規虚底を紹介する

まず,多項式基底は次のように定薙される

定義 (多項式基底)32.5.1.CF(P)上のm次既約多項式/(3;)の零点をcr∈CJT(P"I)とすると

き.その筈.L･JIoを用いた集合

(0m-E,αm-2, ,C･0)

は拡大体CF(JP)において基底を成すI I
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このことは,Cr(P)上のm次既約多項式J(ェ)があるならば 必ず拡大体CF(Pm)をCF(P)

上のm次元ベクトル空ruJとして表現し得ることを別の言い方で述べているのに他ならない

正規盈底は次のように定凝される

定義 (正規基底)3252 CF(P'n)の共作元Oに対し.OのCr(P)に関するm個の共役元の炎

′ヽ

(al'れ~',cr''m~1 ,㌔ ')

がCJT(∫)"l)において基底を成すとき.これを正規基底と呼ぶ I
容易に分かるように.正成媚底は元Oの穀′ト多項式の零点の組として特徴づけられる しかし

逆に.CF(P)上のTTl次既約多項式の零点のCF(P)に関する〃l個の共役元の租が必ずしも正規

盗底を成すとは限らない

3.3 既約多項式の導出

前帝の中で述べられている変数変換3C=エkによる既約多項式の卓出法では.榛数倍の次数の既

約多項式は導出できない そこでこれまで 倭数倍の次数の既約多項式の組織的な導出というこ

とでいくつか研究がなされてきたl8】【12】【13】

本f･TIでは 加法的指標として位置づけたトレースなる概念を基礎におき,まず標数pによる

ェ-エp-Eなる変数変換を用いることにより標数倍の次数の既約多項式の導出法を提案する 次

に,これに有限体上での形式微分および相反多項式なる概念を加え,変数変換として黄体の適当

な非等元Sを用いた3;- 芯p-I+Sを用いることにより 標数倍の次数ごとの矧災個の高次既約

多項式の導出法を提案する.

3.3,1 変数変換3:=3:P-3:による既約多項式の導出

既約多項式に 拝致pを用いた変数変換エ-エp-エなる変数変換を施すことにより.新たにP

倍のI)こ数の既約多qI式が得られる次の定理を示す

定理3.31.1 Gr(P)上のm次郎 勺多項式/(I)があり.その写古をUとする このとき.

TrpmlP(U)≠0

であるならば,すなわち/(x)のTnll次係数が非等であるならば./(Tl'-T)はGJ'(P)上

のmP次既約多項式となる (また,逆も成り立つ) ■
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証明(定理331.1):∫(ェI'-I)がCF(P)上のmP次の既約多項式であるためには.9(I)-エp-

T-WがCF(Jm)において既約であることを示せばよい.9(ェ)の写L,r1.をTとしたとき

TJ>一 丁- 〟

である 両辺をp廃し.これを繰り返すTrにより,以下のようになる

TI> - T - LJ

TP' _ TP = J '

- Ill-I = u p爪~lTJJ【 - ∫

上式の耐辺をそれぞれ加えることにより,

･F"L-T=Trp叩 (LJ) (33)

である 仮に,=p-I-LJがCF(Pm)で既約ならば.TはCF(IPF')の,73.性元ゆえ, I"チ ,

となり.

TrpMIP(W)≠0

である

また,既約でないならば.Tは1≦7<Pなる正史致-をもちいて.Cr(I"'1)に存在する

したがって,

-J} - T - iJ

-p2 - TP - uI>

TPrM - T l>rM-I- u F叩 -1

であり.両辺をそれぞれ加えることにより,

･ l'rq 1 -7Trp叩 (U) (34)

である したがって.TがGJ'(I"汀l)の元であり,TI'=■l≡,であるから.

TTrI-IP(LJ)-0

となる 1≦r<Pでありかつ席数がPであるため,

TrpMIP(U)-0

となる (対偶). ■
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定理3311を用いて標数倍の次数の既約多項式を新たに得るためには,元の既約多項式の零点

の トレースの偶力で非零でなければならないことが分かる 世に,I(37)の零点LJのCF(P)に関す

る トレースの値が零 (すなわち,/(I)の7---1次係数が零)の場今については以下のような補漣

が与えられる

捕題3.3.1.2:Cr(P)上のm次既約多項式/(I)があり,その事占をLJとする このとき

T tpnLIt,(LJ)-0

すなわちJ(x)のm-L次係数が零であるならば./(xp-x)はof(P)のP個の相異なるm

次既約多才i式の機となり.以下のFXl係をみたす

I(x′'- エ)-g(x)a(I+1) 9(x+(P-i))

ここで.g(3;)を/(3:∫)一r)の 1つのm次既約因数多項式とする ■
証明(捕逸3.312)●/(I)t二対 してx- 3,J'- xなる変数変換を施すということから,

/(ェp-芯)-(xp-a-LJ)(xp - x-J') (方p - I-LJPM-))

について考えればよく,

rp13,-LJPl, 1≦8≦m-1

のすへての零封ま｡p-エーUの零点のCJl(P)に関する共役元であることから,以下xP-3一山

の零点について考えることにより本捕捉を証明する

xp-x-Uの零 点Tは.

TJJ-T-LJ=0

を満たし,これを満たす元は,

･,T+1, ,T+(P-1)

のP個の元である またこれらT+呈 (I-0,1, ,P-1)は,すへて同じ体に真性元とし

て存在する したがって,3;PIX-UがGF(PT71)において非既約であるならば.pが素数

であることより,Cr(JyrL)においてP佃の1次既約多項式の横の形に既約因数升解される

さらにこれら等!i-T+且は相娘なり,それぞれGF(P)に関して7γ上個の共役元をもつ 1 した

がって.

/(3J'-エ)- 90(,;)9.(x) 9/L.(I)

Lなぜならば 仮 に ,-1の共役元の集合の中 に,が含まれるとするならは.T+lをxL▲-Xに代入したときの値の

艇合すなわち.Uの共役元の姓合の中にt.)が2つ含まれることに(..り矛盾する
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と表現でき.g.(I)はそれぞれT+tの舷少多項式でありGF(P)上のm次既約多項式となる

また.これらは以下の関係を満たす

gt(王)- Oo(I-I)

∴
本項の結IEi･から.∫ - エP - 2なる変数変換により既約多功式を導出するためには.トレース

の値が非等の元を零点としてもつ既約多項式が必要である.また.定理3311および補担3312

は,後述の正規基底によるベクトル表現に対応する長′ト多項式テーブルの作成の際に再び用いる.

3.32 変数変換E=XIJ-エ+Sおよび相反多項式による無限個の既約多項式の導出

前項で述べたトレースなる牧舎を用いた標数倍の次数の既約多項式の導出法を.JEE限個の組姓

的な導出とする次の定理を示す

定理3･3･2･1 CF(P)上のm次既約多項,U(o)(I)./(o)(I)の執･jLw(01∈Gr(Pm)およびCr(P)

の逆上J'lな非等元Sが.I)この2つの粂件

1I('o)(S)≠0

2 Trp【lI,(LJ(o))≠m s.

を1l'Liたすとき.

/(,)(3=)=l/(.-1)(xp-エ+S)1', -～1

で表される/(.)(,)Lまm Pt次既約多項式である･ここで･/('o)(S)は/(07(I)をGF(P)上で

形式微分LX=Sを代入したものである また,IJ(._り(=p-I+S)I●は/(,_.)(XP一エ+S)

の相反多項式である ■

証明(定理33.2.1):本定理条件(1),(2)を満たすSに対して.次のような命遇が成立する･た

だし.命題のl=0における条件は本定理の条件(1),(2)に等しいことに往恵されたい.こ

の命超を帰納的に用いることにより本定理が証明される

命出 入≧ 0なる整数tに対し,GF(P)上の7･lPk次l鮒 )多項JjU(A)(ェ)およびその豹 某

LJ(L･)∈Clr(FmPk)那.

(1)/('A)(S)≠0

(2)Tr,n,･t,(U(i))≠mPA s
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を共に澗たすとき,

I(川 )(ェ)-r/(A)(宕''-I+S)ド

で与えられるJ(k.I)(3=)Eま･CF(P)上のmPA'l次既約多項式であり,I(k十1)(ェ)および

その事串U(k⊥1)∈CF(PmPk")は,

(1")/('k.1)(S)≠0

(2')Trp-∫,k･lIP(LJ(た十1))≠mPk'ls

を満たす (命趨終)

命題の証明 まず.∫(～ )(I)がCF(P)上のmPた+14戯 り多項式となることを示す I(L･)(I)

が粂件(27)を満たすことから.性質3213より山 )(x+S)の寄ST(A)∈CF(PmPk)の

トレ-スの佃は非零であり.補趨3311よりJ(i)(xP - 3=+S)はmPll+1次既約多項式

となり,その相反多項式である/(A.1)(3;)もGF(P)上のmPh)次既約多項式となる･

次に,I(叶1)(I)が条件(2")を満たすことを示す /(A.1)(I)の苓L'th,(叫1)の トレ~スの

他をみるためには,∫(A.ll(｡)が/(A)(xp-x十S)の相反多項式であることから,性質

3214よりJ(A)(xP-2+S)を形式微分し3;-0を代入する

IJ(A)(2JJ-I+S))′- /(Jk)(xp-I+S) (〇p- £+S)I

--I('A)(xI'-x+S)

上武にェ二0を代入した佃-∫('k)(S)を求めるとこれは(ll)より非零である そしてさ

らに,/(A)(xp-I+S)の寄次係数も非琴であるため,LJ(L･.1)のGF(P)に関するトレー

スの佃は非等となる したがって,°eg/(i.1)(x)-mph-+1より,

TrJ加Pk･llI,(U小 1))≠mPhls-o

となり/(A.1)(忘)の零点U(ルl)は条件(2")を満たす

次に,I(A.i)(宕)が条件(1')を満たすことを示す I(A)(I)を,

TllPA
/(k)(I)-∑ /.xl/.∈GF(P)

l=0

とすると,degJ(hl)(T)- m J如 1より,

/(A..)(3;) - lJ(た)(xp-I+S)】̀

- /(A)(I-p -が1+S)が t′州
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1nI,l

- (∑ J,(x-PIX~1+a)'】 rm ''叫
t二O
,71Pk

-∑(/,(1-=''-I+SエP)-='nP叫~lPII0

となり･(x" Pk'1-tJ'),-Oであることをmり (,… )(ェ)を求めると

T7tPL

/(I.･.り(I)-∑ J.トl(P-1ト(I-TP-1+srP)L-.=P~2 J'n′山1-zpl
I0

となる sP~1=1.8p-a),-(p-1)-1より,

T,IPk

/('A..)(S)= ∑ /.lt(I-sP-1+ssP)卜l-sP-2 smP… ~TP)
t=O
,qI･L

- ∑ /.llS2(卜')-2十m-I
I=0

･l[LLt

- sm13∑ /.I β-~l
t=0

- sm-3/('上)(S)

となり･S≠oおよび(1')よu ('山.)(S)≠0である ゆえに./(… )(I)は形式微分に

対する条件(1")を満たす (命過の証明終)

■
Cr(P)上のm次既約多項式J(I),その零占Uに対して.CF(P)の一つの非等元Sが定理332I

条件(1),(2)を満たすならば.ェ-XI'- I+Sなる変数変換とその相反多qi式をとるという操作

を練り返し行うことにより,標数倍の次数ごとの軽r卿Eqの高次既約多項式を姐紙的に導出できる

しかL例えば,初期値として与えられる既約多項式/(o)(3=)の次数mが標歓の倍数でかつその零

点の トレースの値が零のような場合には,いかなる携致体の非等元Sに対しても条件(2)は満た

し得ない そのときは･新たな/to)(I)を必要とする

3･33 ExalmPIe

ExamPle33.3.1:CF(3)上の2次の既約多項式として/LO)(ェ)-x2+I+2を考える-この

/(o)(ェ)に対してS=2とすると 定理3321の2つの条件を満たす したがって･

J(o)(I) = 112
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/(I)(ェ) - 1221202

/(27(ェ) ≡ 120211010022220200)

/(3)(3;) I 1212020000220201212

というように既約多項式が得られていく2 ■
3.4 トレース非零元の導出

前節の トレースなる概念を用いた標数倍の次数ごとの組織的な既約多項式の導出の際, トレー

スの伯が非堺の元を零点としてもつ既約多項式を定理3311では必要であり,またそれを応用し

た走frn!3321では必要とする場合がある このように,トレースの値が非零であるような元の特

;izあるいは導出は大変兎輩なこととなる

そこで本節では.トレースの値が非零の共性元の特定を員的として.新たに導入した71次 トレー

スなる粧念を用いることにより.まず有限体を表現するのに必要となる法多項式 (既約多項式)

の係数と71次 トレースとのl対係を明確に示す式を与える そして これを用いることにより拡大

体の任意元の トレースの値の特定およびトレースの値が非等となる真性元の特定に関する考察を

行う さらに これまで大変煩雑な操作を必要としてきた位′ト多項式の導出という間掛 こ対し,

拡大次数mが標数pよりも′トさいような場合においては大変阿幣な計#によりその導出が行える

ことを示す

尚,本筋を適して従来の トレースTrp-IP(L･)はTrBL.,(U)と統一して表記することにする･

3A.1 トレース非零元の導出 (-般論)

本章基礎的準備において定殺したn次 トレースなる概念を用いることにより.CF(Pm)の束性

元山の共役元による71攻 トレースと.Uにより構成される多項式基底の各要素の1次 トレ-スの佃

との相互関係を示す定理を与える

前整備として次のような衣記法を与える

準備 CF(P7n)の真性元L.,のCJ｢(/フ'7t)E=おけるGF(P)に関する71次 トレースは. trl個の共役元

の中のn個の元の組み合わせの篠で表わされるmCh個の項の和により紺られるが.その

..Cれ個の項の中でwI"が含まれている項の鑑和の部分を,

S,ofTr払 ,(U)

2既約多才l式は右喝を低次として繰致のみ表示している
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含まれない項の総和の部分を

sJo/Tr轟 (J,)

と表記する この点記に従えば

性質3.4.11.

T耽 ,(U,)-(S,o/Ttlr,Jn,(LJ))･(S;o/TrLnL.,(A))

∵
性貿3.4.1.2:

S,oJTrr,nLI,(LJ)-JP'(sio/Trl=lL(tJ))

■
性質3.4.1.3

S;oJ増 し.p(u)-I

■
という性質が成り立つ.

以上のような唯偏を粁まえて L.)の共役元による71次 トレースとLJにより構成される多項式基底

の各賀素の1次 トレースの値との関係を与える次の定理を示す

定理3.4.1.4 CF(Pm)の多項式基底を真性元山を用いて,

lum~.um~2】 ,uOl

とするとき･TrliLl,(J)の値は次のような式で表される ここで 0≦ S≦ m とする S-0

およびS=1のときは.

TrじLl,(uO)- m

･rr,I,L.,(ul)- TrLl,LL,,(ul)

であり,2≦S≦ †77のときは,

J--
rrrlilq,p(-S)-∑((-i).'lT rl;]叩(U),執,(UBlt)トト.)Ss T執 p(U) (35)1

である ■
-All



証明(定理3414).S-0およびS-1のときは自明であるので.2≦ S≦mのときの式につい

て証明する

先に示した表記法を用いることにより,求(35)の右辺第 1項は以下のように変形できる

JIL
∑l(-げ+ITtl;,1ml,(-)TrliL.,(〕8-i))Z=1
事-1▼托11
∑(∑ (-i)Z'lTrB)叩 (U)J s-I)P')
1-) )=O

a-)TTL-1
- ∑†∑(-,)1')((S,oITrlB叩 (W))+(53o/TrElnlp(U))ILJ(叫 l'')

一丁】 ノ=0
sllTTLll
∑(∑ トL=lJ=0

1)i-H LJ)J(S;o/T濁 し(U))+(S,oJTll:lmlI,(LJ)))LJ(")P')

i-ITTL-l
-∑1∑ (-1)'+1lLJ'S-'L-t))P'(S;o/TrLt,-mlIL(U))ILJ'S~岬 (S;o/増 nL,(U))))r=l]=0

∑ と∑の 順 序 を逆にし･lに 関 して分解す るならば,
ノ

m-1 771-1

-∑ -sI"(sjo/Trp)-.,(LJ))･(ll)B∑ uP'(sja/叫識 (U)) (36)
)=0 7=0

となる ここで,式(36)の第 ユ項は,性質3413より,

▼Tl--
∑ usp'(silo/nlBL.p(U))-TrliL.p(US)
)=0

となる また性質3412より,求(36)の第2項は定数力を用い,

†r1】 TTt-1

(一L)-∑LJP'(S;a/璃 =LTt(U))- (-I)B∑ (S,a/T執 p(LJ)) (37)
3=0 3=0

- (-1)AA Tr(3m,p(LJ)

となることは容易にわかる そこで,Aを特定しなければならない

S,o/Trr;L.,(U)の項数は,

n_】Cs【-

である したがって式(37)右辺の項数は,o≦J≦Tn-1まで変化させることより.

m_1C｡_I x m

となる ここで,T執 ′,(U)の項数は

mC5
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であるから.

Jl - (m_lC._IXm)/mC.

(m-1)lxnl

(3-I)I(m-1-(S-i))1

slx(,ll-9)1
-I:I

となる.LOえに.式(36)の第2項は

(ll)ssTTLsAm.p(U)

である したがって,式(35)を得る l
定理3′114を用いることにより,

叫 Lp (LOT) (0≦ l≦m)

の値は次のように求められる

CF(PTA)の鼓性元山の最′ト多項式/(ェ)杏

f(1)-Tm+/,,._lXm~】+ +JIT+I.

J,∈Cr(P),0≦1≦ 717- 1

としたとき,

･r比l′,(U)-(-1)-1I"i-n

となるため,

s=2

nr,lL.,(U2)-I,?i_)-2Im12
β=3

TrllL.,,(U3)I-/,A-.Trr,.,L.ル 2)I/m-,/m一.-3/m-3
s=4

として求まる.定理3414は.文献【16】の結果に対して係数比軟を行うことにより出されると考

えられるが.本定理ではn次 トレースなる概念によってItl小多項式の係数をその零.blの組み合せ

の稲の和の形として持削二与えたことにより,トレースの値そのものも除に求めることができてい

ると共に,種々の応mが考えられる その応用を次項以降で考察する
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3 .4.2 トレース非零元の導出 (特定の形 を有する既約多項式)

前項で与えた定理34]4により.GF(p-n)の真也元t.,により情味される多項式基底の各安芸LJJ

の係数作に関するトレースの値はUの最小多項式J(ェ)のpt-1次からm -1次までの係数により

明確に推定されることがわかる 従って.蘇高次致m未満の次数の係数で最初に非等となる次

数に対応する多項式)1底の要詔･がJOに次ぐトレース非 客の要X･となる3 (但L 定理3414の式

(35)LLi終項には屯 みSが乗じられているため.(m-(F'の倍数))次項が敢初の非等項となってい

たとしても,それに対応する多項式基IB:の要素の トレースの値はPが乗じられ等となることに注

意する )

このようにして トレース非等の元を特定 し.その元が共性元でないならば4その元にそれまで

の トレースの値が笛の巽性元を加える等の処理を行えばよい 符に以下に挙げるような既約多項

式についてはより詳しく考察できる.

E.Yamplel 前章で示した変数変換=- エAによる既約多項式導出の定理23I1を再掲する

定理2.3.1.1:/(ェ)をCr(P)上の7m次既約多項式とし.その零点はCF(JP )の真性元Uである

とする このときII(Pm-I)なる薫数人で.i.'がCF(P"I)においてI.乗非剰余であると判

ラ迂されたとき このほ 用いた/(3=A)はCr(P)で既約である またその逆も成り立つ L

定理23IH:より得られる既約多項式は変数変換の形からもわかるようにAの倍数次にしか非

常係数をもち鞘ない 従って,定理3414より,この既約多項式/(xん)の写.5.Tを剛 ､て多項式基

底を純成した際 ,Tk7というような韮底の姿繋のみ係数体にr姻するトレースの他が非零となること

が容易に//)かる ここで.TJ･7は,TA=Uより部分体の元である ゆえに,Tを用いて構成される

多項式虚底の安索の中には トレース非肴の共性元は含まれない このようなとき.トレース非等

の束性元が必安ならば.Tは共催元であることからトレース非F4;の部分体の元Tbを用いたT+TA=t

などをmいれば よい

Examp)e2 p -l氾ty110mlalなる概念を用いて既約多項式を縛る次の定理を紹介する.

ここで.PIPOI)nomlalなる横倉の定義をしめす

定義3.4.2.1 次のような多項式L(I)

L(I)-∑ 5,3;''暮S,∈cr(F')l= 0

を.Glr(P)上のlLnearlZed-pol_rHomla】またはP-P013tlOmJa=:よぷ ■
3J',nのときは.JOのトレースの値も零となる

■サイクル長なる蕨念に上り嘗易に判定できるー



上記定兼に示されるp-poJさrtOmlalに対 し次のような定理が与えられる.

定理34･22【5】 /(I)をCF(P)上の既約多項式とするとき,/(I)のP-P013nonllalをLJ(I)とす

るならば LJ(I)/Tのすべての既約凶致多項式の次数は/(.C)の位数に等しい ■

上記定理において/(3;)として原始多項式を用いることにより得られる既約多項式LJ(I)/王は

最前>)(から数えてPの倍数間隔でしか非買;係数が現れ得ないという特徴をもつ すなわち 既約

多項式L/(3=)/ェの苓点をTとするとき'J'Tなる形で衣される元のみ トレースの(如 一非等となる可能

性をもつことが定理3414より分かる.しかし,式(35)においてTPlの トレースの値を求めると

きには必ず危終項で並みP'が乗じられるため 'P■なる元は係数が非等の項の次数に対応する元

であるにもかかわらずその トレースの佃が零となるということがみてとれる すなわち.このよ

うな元Tにより構成される多項式基底の要点で トレースの値が非等となるのはTO=1のみである

このようなときトレースの低が非等の真性元が必要ならばT十1などを用いればよい

34.3 最小多項式の導出法

定理34lLlにより,次のようなr対保式を悲くことができる CF(P)のm次既約多項式J(I)の

零点をLJとして,S=1に対して.

lTl,iL∫,(u)-TrBL∫,(U) (38)

であり,S=2, mに対 して.

'-[

T聴 l,,(LJ)-(-1)JSIL(-TrriL,,(-3)十∑ (I.)I+]TrLT,)MP(U)'r耽 .,,(ノ~･)I (39)
L-I

となる･式 (38).(39)の･,の部分に性悪先任元β (多項式基底fum~1.U■九~2,-,uO)によるベク

トル表現として)を与え13-1, ,m まで各々の伯を求めることにより Trl;,LP(β)卿 の別 ､

多項式の777-5次係数のト l)5倍を悪味することから βの剛 ､多項式の係数を'′1-1次株数から

順次吉偶 により容易に求めることができる

このように,定理3414の式(35)を変形することにより,拡大次数が標歓よりも小さいよう

な有J!Lt体さにおける任意元の位′ト多項式特定にも用いることができる 以下に.真性元および部

分体の元の場合の桑′ト多項式特定の例を挙げる.

Example3.4.3.1:GF(7)上の4次既約多項式J(I)-24+522十53+5の寄東リに対し,U2の

最小多項式を求める.まず IJ2のl次 トレースを求める すなわち,定理3414より.

･rT.J.,(U2)-TrnI.,(U)2- 2xTri2).7(-)-4

与このよう'i条件が付加さtl,るのは C定理34L4の式(35)の穀終項に盃みJ'が乗じられる場合が･Eずあり.式賛形

の鞍の倍散Pの兵法に伽する道元P~】を考え得ないためである
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となり. U2の最′ト多項式の3次係数が-4=3になる

つぎに,LJ2の2次 トレースを求める すなわち,以降は式(39)を用い,

Trp.)7(U2) - 2~】(-T朝 7(U-I)ITrit.I.7(U2)2)

= 0

より,U2の駁′ト多球状 の2次係数が0になる

つぎに,U2の3次 トレースを求める.すなわち,

~噂 .7(W2) - -31.(-Tr7..).7(-6)･瑚 7(u2)Try.]l7(U4)-~哨 7(LJ2)TrLl.).,(U2))

= 3

より,U2の最′ト多項式の1次係数が-3=4になる

位後に,U2の4次 トレースを求める すなわち,

噂 .,(LJ'L) - 4-)(-Tri)117(uS ) +増 7(U2)Trp.I7(.J6)

-TrE2.1t,(-2)TrLl.),(-4)+TrL3.I.7(-2)哩 ,(U2))

= 4

より.LJ2の位′ト多項式の0次係数が4になる

したがって LJ'Zの最′ト多項式9(I)は

9(3C)三才I十3=3+4ェ+4

となる ■
次に,部LJy体の元のZTl/ト多才i式特定の例を挙げる

ExEul-ple3432lCr(7)上の l̀次既約多項式I(3;)-T4十3'2+3の寄与Uに対し.真部分体

CJ'(72)の真性元山2のLB/L､多項式を求める.(CF(72)の元であることはサイク)i,長なる概念

により判定できる.)ここで.U2の巌′ト多項式は2=)こになることに注意する

ます･U2のCF(72)におけるCF'(7)に関するl次 トレースTrBTlT(LJ2)を伽 b･定理3L=ノ1

より.

･r71.).7(LJ2)-棚 7(-)2-2xTry.Jr7(U)-5
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となるが,これはGF(71)におけるCr(7)に対するトレースの値であるから LJ2の1次 ト

レースの他種 l7(〕2)は,

･rg7(U2)-5x 2~'-6

となり,ullのIE'tl′ト多項式の1次係数が-6≡1になる

つぎに.LJ2のCF(72)におけるCF(7)に1判する2次 トレースを求める すなわち 以降は

式(39)を用い.

堵 7(LJ2)-12~l(Tr7L_I7(J2)2-T,染7(h,4))

を求めることになる.(このように.真部分体GF(72)における式になることに注悪する.)

ここで∴鴫7(-4)を求める必獅 ‡ある このように 求める必要のある元も必ずLJ4のよう

に真部分体CF(72)の元となり,CF(72)におけるCr(7)に関するトレースの値を求める二

とになる これも先と何様にして

･rBl7(U4)-Tr71.).7(LJ4)×2~1

であり･本堤業法により鴫 7(a)-4と求まることから

Tril2lI7(a)-4×2-I-2

となる よって

1堺 7(U2)-3

となる

したがって,W2の正′ト多項式9(I)は

9(3')==2十王+3

となる ■
3.5 最小多項式一正規基底表現対応表の生成

従丸 多項式基底等によるベクトル表現に対応する忠/j､多項式の特定は,本草韮従的准備でも

述べたように大変煩雑な操作が必要となる.すべてのベクトル表現に対するすべての最′ト多項式

の特定となると.その計安立は位′ト多項式の個数倍となり現実的には鉱煙であるといってもよい

であろう

本節では,2=エP-2なる変数変換後の多項式が既約 非既約となる際の性質を加法的自己回

帖既約多項式とそれに付随する概念およびその性質を用いることにより明確にする そして.既
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約多項式変遷の過程における特徴をこれら加法約枚点から明確に捉えることにより.正規基底に

よる元のベクトル表現とそれに対応する最′ト多項式テーブルの-生成法を提案する.本手法によ

り.すべてのベクトル表現と最小多項式の対応がとれることはもとより 拡大次歓のすべての約

款=)(歓のすべての既約多項式が組識的に得られることに注意されたい

3.5.1 基本的概念

従来の位′｣､多項式雅lllJ.法は,ある既約多項式の軌某を用いた多項式韮底によるベクトル表恥 こ

対して有限休上での剰余却li郎丁を施し行列を作成し.その行列に対して行株作等を施し,連立合

同式を解いて伍′ト多項式との対応づけを行うという大変煩雑であり,計算gi･を必要とする方法で

ある

しかし本石万でI,(i繋するA1′ト多項式井出法は.元の正風虚底によるベクトル衣朝に対して 容易

なDrI法的変致変換および逆変数変換を用いて長/ト多項式を蝶出するという大変計井立の少ない手

7L=であり.次項においてアルゴリズムとして凍案するにあたって本項ではその基本概念を示す

最小多項式尊出 :CF(P)上の加法的非自己回帰既約多項式J(ェ)に対して.その加法的自己回帰

既約多qi式躯合

(/(T),/(I+I), ,∫(3;+(Pll)))

を考えその結構を考えてみる すなわち,

l}-L
F(x)-rI/(x+1)lー0

である ここで J(I)の零点をU∈CF(Prn)とすると,

P-1帆-1
F(ェ) -IILrI(ェ+I-LJl'')I

J=0Ji-0
TIT-1J}-I

- nlrI(汁 ,JJ'+I)】
J=0 一二0
I.I-)

- Il((- LJP')p-(エーLJ'"))
∫ 0
r▼】-1

- 口 (xp-I-(W'"■-LJP'))
∫=0

であるt' ここで

(310)

6/(I)は単位多項式であるものとする



とすると
r7t一】

r(I)-rI(3･P一 三一 丁'")
J~0

となるから,r(I)は3=p-LC=Xで変放変換が可能となる (/,hL後.逆変数変牧と呼ぶ) し

たがって.r(3=)-a(2l'-エ)とかんがえると.

II111

9(3,)=口 (=一TI'')
J二0

となり.TはO(I)の有力である では.この9(ェ)はどのような多項式になるかを次に考え

てみると.式(310)より丁がCF(Pm)の元であることは容易に分かる ここで仮に,m'Jm

なる正整数m'<mに対してT∈CI･l(IP')であるとするならば,

TPm'-7 - (J '一LJ)Pm'一(tJ''-LJ)

= (wpn'-LJ)p-(LJ''m′-LJ)

= 0

である ここで uPm'- .)=Tとすると

TI'-r-o

となり.-Y∈Gr(P)ということになる.したがって.

LJP"'-U=7∈Cr(P)

であるから.'71′<mよりこれはUを零点としてもつ既約多項式I(I)が加法的非自己回柿既

約多才i式であることに7･盾する したがって,m'- mとなりTはCF(Jyn)の貞性元となるこ

とから 9(I)はm次lおう多項式である また.T-tA,''-Uであることより.Trl-BP(T)-0

であることも容易に分かる.以上の誠謡を次の補熱 二まとめる

補琵35.1.1:∫(2)をGr(P)上のm次の加法的非自己回付既約多項式とするとき,その加

法的自己回帰既約多項式炎合の総椛F(I)は

p(I)-9(XI'-x)

となり,F(I)をXl'-工- 3;で逆変数変換して得られる多項式9(x)はGJT(P)上のm

次既約多項式である また.9(I)の'G S.TはI(I)の寄与UによりT-U′ノーUで表され,

TrpdlL,(,)=0

である. ■
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補設3511により,GF(P)上のm3)(加法的非自己回帰既約多項式J(I)から同次の既約多

1Ll式g(3=)を不易に得ることができ.またその零点丁はuP-LJで表される この操作は縛ら

れていく同次の取的多項式9(I)が加法的非自己回帰既約多項式である限り繰り'返し行うこ

とができる.また.補逝3312と本補遇35日 によりl姐の加法的自己回帰既約多項式躯

合に対し1つの同次の トレース等の既約多項式が対応 していることに注意する

正規基底によるベクトル表現 補題3511において,I(I)の加法的自己回帰既約多項式炎合の

総機に対 して逆変数変換を施 して得られるg(ェ)の零点TはuI'- LJで表され,さらに9(x)が

加法的非自己回帰既約多項式の場合には再び同様の操作を施すことにより得られるm次既

約多項式/巾 )の各rLTJYは,

7 - TJ)- 7

- up2-2wP +U

になる.このことから.Uがある正規基底によりベクトル表現されているならば,p廉とい

う淡紫は正規韮底によるベクトル表現に対して1回の巡回シフ トという単純な操作により

子iえることから.このような操作により得られる既約多項式すべての等卓が正艶基底を用

いたベクトル表現との対応を容易に取りながらその在小多項式を特定付けるという操作を

並行 して行えることになる.

すなわち.例えばJ(x)の窄,Lf･JのGP(P)にf対する共役元の組

tul"~1 ,uJ''.UIAI

を正艶基底とするならば./(ェ).9(2)およびh(I)の寄与U,TおよびTをベクトル表現すると.

/(∬) - (0, ,0,0,I)

9(I) .-～ (0, ,0,I,ll)

h(3;)- (0, 1.-2,1)

のようになる7 -位式として与えれば,もとの既約多項式の宥一古のベクトル表現をvJ,初

法的自己回栴煉 合の総研をとって逆変数変換を施すことにより縛られる既約多項式の零点

のベク トル表現をV,とすると.

vT-VJp- vu′

7+.-が交番する二項分布のように/-･る祷私がある
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で与えられる ここで vJは正規盛底によるベクトル表現より1回の巡回シフトである

また.これら元 (等点)のGr(P)にrAlする共役元に対するベクトル表現はそのL回ずつの

巡回シフトにより各々与えられることが分かる

次に,加法的自己B]帰既約多項式張合各々の寄与の正Bl基底によるベクトル衣硯の対応づ

けは./(ェ)の写 点Jの正規基底によるベクトル老成をV_とすれば /(I+I)の零.6.LJ-1の

ペグト/レ表現V｡卜,は.正規基底としてFflいられている元の紫作に対するトレースの値をA

としたとき8.

V.,--I-vJ-A 1(A,1, 1)

となる ここで,I-0.i ,P-1である さらに,先と同様にL.'18の超体にIXlする共役

元のベクトル表現はV｡叫のl匝げっの巡回シフトで各々与えられる

同様にして,/(ェ)の加法的自己回帰既約多項式果合の紀軌 二対して逆変数変換を施して得

られるg(王)が加法的非自己回帰既約多項式であるならば.その11fT法的自己回hJf',-既約多項式

兆合の各々の既約多項式の零点に対 しても同じように正規基底によるベクトル表現を対応

づけることができる

ここまで.加法的非自己同様既約多項式およびその回帰脆合に対して汲,ITnしてきたが.次に加

法的自己回帰既約多項式の逆変数変換に対する捕題を与えておく.

補琵3.512:Cr(P)上のm次加法的自己回帰既約多項式J(I)に対し 1I'-x-xなる逆変数変

換を施して縛られるg(I)なる多項式はCJT(P)上のm/P次既約多項式である また.∫(詰)

の零点をU∈CF(Pm).9(x)の零,Lh-をT∈CF(Jm/P)とするとき.T- LJJ'-Uでありかつ

T rp-plc(T)≠0である･ '
証明(補題3.512):CF(P)上の丁′l次加法的自己回帰既約多項式/(I)t二対し その等点をU∈

cl･l(Jyn)とする I(a)が加法的自己回輔既約多項式であることより,UのGr(]')に関する

適当な共役元UI"に対し.

LJ/対=LLJ+1

が成り立つ.上式を両辺P回繰り返しlu東することにより,

uPJ - U +I

LJJJ2' = U +2

&正規基底をなすことから^≠0である
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u I'P̀ = U+p=U

となり,U∈CI｢(P7")よりmlPsとなる したがって,

Ps-mA, 1≦A≦p-I

とおくことができ,I(ェ)は加法的自己回帰既約多項式でありその存在粂件からPImであ

る ゆえに,
T71

S=7;A

となりこれを式(3川 に代入して,

J '甲 ^ =LJ+1

上武を7(l≦1≦P-1)阿繰 り返しP即 席すると,

tJP苛■･ ≡ U+I

(u p 即 L̂-L))p争 = 〟+I

であり.1≦A≦P-1であることから1≦1≦P-1の中に必ず1つ

t̂ ≡1 (modP)

を満たすtが存在する 上式を満たす1をここで仮[:b≠0とすると,

(Up-特 出 )p争-upや=U+b (312)

となり.これをP-1匝l捷り返LP芋釆すると以下のようになる

LJP苧 = U+b

up即 = U+2b

upPtF'-.) = W+(pll)b

また.式(31･_7)をm/p-1回汝り返しJ'乗を施すと,

LJl,甲Il = up+b
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LJ′坤 +2 = UP2+b

.)I,単一伸 一り - LJP や -Irb

となる 以上のことを措まえると 次のような式変形が可能となる.

llLII

/(a)- n (x-LJPl)
T 0
p-1,T./p-I

-n n (ェーJ叩 P+I)
J=Ol=O
m/P-Ip-I

- rTn (- -up'MP'L)
I=0)二D
･･いp-
n
I=0

((い LJ′】L)(I-LJI"+b) (い L.I"+(p-1)b))

m/P-I
- rI(ェp-I-(J 州 - LJPl))

IJ=O
r7t/P 1

- rI (rp- x- (J'-lJ)I'■)
I=0

したがって.tJP IU -Tとすると,

,p軍=(up予 )p-(up苧)

- (LJ+b)p-(U+b)

= J ' _ LL}

= T

となり, T∈CJ:I(P'TI/P)である

ここで仮に,7"'lTn/Pなる正整数Tn′<m/Pに対して'∈CF(P'n')であるとするfJL･らIf,

,pm'-, = (up-U)pm'-(Lop-U)

= (LJ'"･'-LJ)I--(J 'n'-LJ)

=0
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である ここで,LJPm -LJ=Tとすると,

･yp-7=0

となり.7∈CF(P)ということになる.したがって,

LJPm'-U=･/∈cr(p)

であるから,両辺をJ咽 それぞれPrT･'束し得られる式を辺々加えることにより,

,J I-'p-LJ=0

となる これは.711'<川 /PよりUがCr(Pm)の真性元であることに矛盾する.したがっ

て.m'三 m/Pとなり'はCr(p-凡/'')の束性元となることから g(I)はm/P次既約多項式

である また,

TrI,-/･･JIJ(T) - ,+,P+ +TI'…Pll

- (J'-LJ)ト(uP - U)''十 +(uP-i.)I叫 ′】-I

- (i,J'一U)+(i,p2一〆 )+ +(LJP内川-A PnP~')

- LJP^ p - .A

= b

となり･Tr'- PIP(,)-b≠0である･ ■
定理3311および本納越3512により.m/P次の トレースの佃が非零の男手串をもつ既約多Jri

式とその既約多項式にェ- 3p - xなる変数変換を施すことにより縛られる加法的自己回帰既約

多項式が1対 1に対応することが示された また 加法的自己回帰既約多項式はその加法的自己

回帰既約多項式躯合がすべて等しくなるという性質があるため,その監棟をとって逆変数変換を

施すことで同次の既約多項式を得るという操作は本節の自的に対して意味を成さず.補迎3512

のように加庇 的自己回帰既約多項式そのものに迎変数変視を施すという操作を用いる

また,この場合も先の証明過程からも分かるように加法的自己回転',既約多項式の零点に対応す

る正規基底によるベクトル表現をV.,.自己回塙-,-既約多項式そのものに逆変数変換を施すことによ

り得られるl/Pの次数の既約多項式の覆車に対する正規鵜底によるベクトル点現をV,とすると.

vT- V〕J7- vJ
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で与えられる.これら零点の共役元に対するベクトル表現も先と同様その日司ずつの巡回シフト

により各々与えられる

次項において本手法をアルゴリズム化する:=あたり.注意与をpymおよびplmの2つの場

合に分けて述べておく

PYmの場合 :補越33L2と補選3511により逆変数変換前の トレ-スの値が等の寄与をもつ

加法的自己回帰既約多項式姫合中の既約多項式と.逆変数変換後の トレースの旭が等の石

点をもつ既約多項式はEillに対応する すなわち.正BL基底によるあるベクトル表現に対

応する元の位小多項式を超点として,加tL=的自己回帰既約多項式躯合の総研および逆変数

変換という操作を繰り近し行って最′ト多ql式と止胤韮底によるベクトル衣硯の対?.LT.をとっ

ていくとき.いくつもの既約多項式を渡り最終的には必ず起点として用いた既約多項式の

加法的自己回帰既約多項式娘合中の トレースの値が零の既約多項式に戻ることとなり そ

の後は再び同じ最′J､多項式の軌跡を辿ることとなる.アルゴリズム上では,これが疑り返し

操作部分の終了条件となる (もちろん.同じ艶′ト多項式が現れることを終了条件としても

よい.)この時点で.すべてのベクトル表現とその穀小多項式との対応がとれていればテー

ブルの作成解Tである そうでない場合には,現れていないベクトル表現に対応する最小

多項式を従来法により弟出し.).その最′ト多項式を新たな起点として用ることにより.すべ

ての対応がとれるまで放り適すこととなる

PImの場合 :正規基底によるベクトル表現に対応する元の投′ト多才i式を超カとして考えた場合.

その最′ト多項式が加法的自己回帰既約多項式か否かを瑞に監視しなければならない とい

うのは,自己回帰か否かによって逆変数変換を施す前の処理が変わるからである (BIG-,･躯

合の絵機をとるか丙か).また.加法的非自己回帰既約多項式に対 してもその加法的自己

回帰既約多才i式躯合中の トレースの値はすべて等しいため PImの似合のように逆変数

変換前の集合qlの既約多項式のいずれかと,逆変数変換後に符,られる既約多項式との1対 l

対応をみることができない したがって,正規基底によるベクトル表現およびその景′ト多

項式を超克としてその加法的自己回帰既約多項式31…合の後段および進変数変換という操作

を (加法的自己回帰既約多項式であるか否かの判定を行いながら)繰り返し行っていった

とき,繰り返し操作部分の終了粂件は再び同じ位′ト多項式が現れることでのみなされる.

3.5.2 正規基底表現_最小多項式テーブル生成アルコリスム

本項では,正規韮底によるベクトル表現とそれに州芯するT?tK/1､多項式テーブルの生成アルゴリ

ズムを示す 本アルゴリズムを実行することにより,拡大次数のすべての的致次数のすべての既

9正BL基底に上るペクトタレ発現をイf腿作上の剰余類演井に上って多項式襲用に変摸することで行える

ILrIユー



約多項式が得られることにも注意されたい 献 本アルゴリズムにおいて.行き先の表示してな

いステ ノブは次のステ ノブにItfIFj･7通 り進むものとする

STEP1-1 標数pおよび等Jh ∈GF(P"i)のCJT(P)にrAJする共役元の炎合

IQ'州 -I .QPloI1㌧
がGlr(Jyn)において正BL基板を成すm ;)漉 約多項式p(ェ)を入力する.そして,元J,m手

紙のベクトルV｡,35(数M, トレースの佃Tおよび鞍′ト多項式/(I)をそれぞれ以下のよう

に紗例化する.

tJ = (I

V"′ - (0,0, ,1)

1̂ = m

T - Trp-J/,(a)

/(ェ) - P(I)

STEP1-2:Pl〟である.

YES一･STEP1-3

iVO･_STEP2-1

STEPll3 /(I)は自己回帰既約多項式である

YES-STEP3-1

hTO一･STEP2-)

STEP2-1:,JのGr(P)に関する共役元すべてに対 しそのベクトル表現を,vL.の左-のサイク

リックシフ トにより求める

STEP2-2:既約多項式J(I+7)に対し.その零.EEJJ-7に対するベクトル表現V一 .を以下の式

で求める

V.,_.- V..- rr-L (8,1, ,1)

そして./(ェ+1)の他の'90･占 (cF(P)に関するU-tの共役元)に対するベクトル表現V.,_.

をVか.の左へのサイクリ ノクシフトにより求める ここで 1≦1≦P-1である.
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STEP2-3:∫(I)の自己回帰既約多項式集合の籍輯F(ェ)を求功.ェp-==2=なる逆変数変換を

r(ェ=こ施すことによりM次既約多項式9(x)を求ゎる

STEP214:9(ェ)の寄与TにJH′,そのベクトル表現vTを以下のように求める

vT I V 】 ノ p - vJ)

ここで.V.PはvJの1匝lの左サイクリックン7トである

STEP2-5.9(I)は既に縛られている最小多項式である.

YES - STEP4-1

:<0 - SeLU-T,/(ェ)=9(3;)andVIJ- V,AndgotoSTEPl-2

STEP3-1.tJのCF(P)に関するすべての共役元に対するペクトJL,衣現をvJの左へのサイクリノ

クシフトにより求め./(ェ)に対して3-P- 3=- =なる逆変数変換を施すことによりM/P次

の既約多項式9(I)を求ゎる.

STEP3-2:9(I)の寄与丁に対し,そのベクトル衣税V,を以下の式で求める

V,_vJ -vJ

ここで,vi.Pはvuの ユ回の左サイクリノ'/シフトである

STEP3-3:各 M々 -M/P./(ェ)-9(ェ).U=T.V",- VTというようにセットLSTEPL-･2へ

STEP4-1:CF(P''L)のすべての元に対しそのGr(P)に関する位′ト多項式との対応がとれてい

るならば7ルj'リズム終了 対応がとれていなければ.Butていない任憩のベクトル表現

Vに対し従来の最小多項式特定法を連打=一.Vの最′ト多項式h(3C)を求ゎる./l(I)の零点を'

として,各々V.,- ＼′. ∫(ェ)-ん(I).LJ- T. M -°egん(I)としてSTEPi-2へ

3.5･3 ExalllPl｡

Exalnple35.31:戸,5単な例として､GJ'(35),正規基底としてp(I)- x5+2ェ4+エ3+エ2+I+

1(121111)の零点を用いる ただし,既約多項式は係数のみ表記するものとする また.紙

面のE対係上 トレース1のものの対応のみ記収する.また,共役元に対する4'{-′ト多項式との

対応は省略してある.

最小多項式 → ベクトル表現
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121111(=p(I)) - (00001)

122021 - (22201)

ユ20-221 - (22000)

120212 - (2022り

121012 - (01210)

120202 - (00112)

122002 ･- (20200)

122102 - (01021)

121112 - (01111)

12'2201 - (02221)

120011 - (12211)

120001 - (02122)

121222 - (11020)

120022 - (21100)

122212 - (12121)

122101 - (01012)

この場合.sTEP4-)の従来法を用いた位′ト多項式の特定を行うことなく (従来の位ノj､多才i

式書出法を用いることなく)すべての5次既約多項式とその正規基底による寄与のベクト

ル表現との対応をとることができた. ■

Example3.5･3.2 的碑な例として,GTr(33).正規盗底としてp(3=)-E3十王2+2(日02)の器

点を用いる.ただし.既約多項式は係数のみ衣記するものとする また,共役元に対する

最ノト多項式との対応は省略してある_

舷′ト多項式 → ベクトル表現

0010 -- (000)

1102 ･- (001)

1201 - (002)

1211 - (011)

1021 - (012)
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1022 - (021)

11112 - (022)

001】 - (1日)

ll'_71 - (112)

1222 - (122)

0012 - (222)

3.6 結言

本章では,有限体の加法的称折の-指標として トレースなる概念を位近づけ.この概念を一般

化 した7L次 トレースなる概念および加法的自己回輔既約多項式とそれに付随する概念を新たに定

遜 茶人し.刺;lt体の加法的な表現構造をより詳しく解析しようと試みた

これら概念を用い 以下のことを本辛では示した

1変数変換ユニ Zl'- Xによる標欽pの倍数次数の既約多才状 の4Lh法を与えた

2席数pの倍数次数の既約多項式の導出をより組織的に行えるように.布限体上の形式微分お

よび相反多項式なる概念を用い,変数変換を平体の適当な非等元Sをmいた3.- 3.l'-T+a

とすることによって無脚 匝lの標数倍の次数ごとの組抱的な高次既約多項式導出法として提

案した

3 トレースの値が非/4;である真性元の特定が韮要であることにズ=]L,.71次 トレースなる概念

を用いることにより.有限体を表現する法多qI式 (既約多項式)の係数とその零点の7L>)こ

トレースとのr対係を明確に示す式を与え,これによりトレースの値の導出およびトレース

の値が非零である真性元の特定が行えることを示した またこれを.これまで大変煩雑な

操作を必要としてきた従来の最′ト多項式の特定法に対 して.拡大次数が標数よりも′トさい

ような有限体の場合には大変容易なFL′ト多項式導.Lh法としてい円い得ることを述べた

JI加法的自己回帰既約多項式およびそれに付随する概念 .性質を用いることにより,正規基

底によるベクトル表現とそれに対応するB'J､多項式テーブルの-生成法を与えアルゴリズ

ム化 した そして 本アルゴリズムを実行することにより拡大次数のすべての約数次数の

すべての既約多項式の導出が行えることを述べた

-59-





第 4 章

結 各
論

ニ
〓
口



第 4章 結 論

本研究は,'乗法的および加法的変数変換による有限体の表現構造に関する研究"として雅者が

行った研究の成瀬をまとめたものである 以下に,これを総括する

L有l;Jl体の表現構造に対 して,乗法的に解析するためにん果剰余性なる概念を定萩 ･導入し,

その性王‡を明確にしたことにより以下の妓采を得た

[変数変換x- xH二よる盤限個の組織的な拓次既約多項式の導出法を提案した

)Ll東剰余性の判定法として,サイクル長なる概念を用いた判定法i･与えその有用

性を示した

lL)変数変換および既約因数分脈によるI.乗剰余除去法を与え.本稲提案の変数変換

3== Xkによる既約多項式の導出法をより実用的なものとした

11 人廉剰余性なる概念から.これまで明確とされていなかった原始多項式の組織的

な港出社を提案した そして.これをアルゴリズムとして明確に与えた

2有限体の表現構造に対して.加法的に脈析するために トレースなる概念を軸として.n次

トレース,加法的自己回帰既約多項式およびそれに付随する概念を走殺 し,その性質を明

確にしたことにより以下の成果を得た.

1 トレ-スなる概念から,変数変換2-XJJIXによる標数pの倍数次数の既約多項

式の導出法を与えた

" 上述の導出法に有限体上の形式微分および相反多項式なる概念を加え,変数変換

=-エP-3;+Sによる血限佃の標数倍の次数ごとの高次既約多項式導出法を与

えた

Llln次 トレースなる概念と有限体を表現する法多項式の係数との関係を明確に示す

式を与え､これによりトレースの他のを札 トレースの佃が非琴である央性元の特

定.拡大次数が標数よりも′トさいような場合における最′ト多項式導.LIT.法を与えた

zv J]u法的自己剛甫既約多項式およびそれに付随する概念 性質を用いることにより.

正規基底によるベクトル表現とそれに対応する最小多項式テーブルの-生成法を

与えアルゴリズムとして明確に示した

本論文では,乗法に関する指標として入来剰余性なる概念 加法にl対する指標としてトレース

なる概念を位遊づけ.既約多項式の導出およびその変速過程における既約多項式 (零Ltf.)の特徴
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抽出というものを講話の中･Ltに.有限体の表現告発道に対して乗法 一加法の両面からの解析を読み.

これら一応の成果をみた 有T:R体の表現横道に関する乗法的賂折および加法的解析は.本論文に

おいては救立して考察されているが 変数変換による既約多項式 ､右.Ejl)の特徴 性質の変遷と

いう共通する粗古からすると.-つの既約多項式に対 してこれら両面からの解析を平行 して行う

べきであり,乗法 加法の2つの枚点における各々の性質を競合して鰐Frできるような概念ある

いは指標というものを提唱することが今後の謙遜となる

本研究の成果は.序論で述べたような様々な分野において適用可能であり,今後のデジタルシ

ステムの発展に寄与するものとなれば蟹者の応も辛いとするところである
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