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Chapter1

序論

1.1 最適制御と数値計算法

最適制御とはシステムの状態方程式と制約条件のもとで.与えられた評価関数を最小化する制御

のことである.このとき制約条件や評価関数は.目的や要請に応じてどのように複雑な定式化も可能

である.

最適制御理論には,1)古典的変分法に基づくもの,2)polltryagil､の最大原理,3)Belllnanの

動的計画法(DyllamicPl･Ogl･alTlming)によるものがある.しかし.もっとも基礎的でかつ内容も豊富

なのは変分法によるものである,多くの研究は変分法の諸結果を応用し,最適制御の必要条件を誘導

できる.変分法の最適制御への応用研究はBerkovitzの論文【1】が原典であり.それ以徽 線形と非線形

最適制御問題について,いろいろな研究論文が発表された.

変分法は18世紀にEuler.Lagrangeらによって始められ､Legendre､Jacobi.Weierstrass.Bolza.

Bliss,Mcshalleらによって研究された.Eulerの方程式やWeierstrassの条件は基本定理であるが,と

くに最適制御の必要条件を誘導するときには.微分方程式制約付き変分法のラグランジュ乗数別が不

可欠である.ハミルトン関数を定義して.最適性条件と横断条件を求め,問題の定式化を行う.これら

の定式を基にして.Bellmal一とI(alabaらが代表的な研究を行った.彼らは2点境界値問題を解くた

めに準線形化法と不変埋込法を併用した.

最適制御問題に対する計算法は初めは勾配法とくに降下方向を利用した最急降下法が用いられた.

このために汎関数の勾配を計算しなければならないが､勾配法はアルゴリズムが簡単で良い安定性を

もつが.収束は停留点近傍でますます遅くなるという性質がある.それは1960年代の初めころには

公式化されたものと思われる【2】.共役方向法と勾配方向を利用して漸次共役方向を兄いだしてゆく共

役勾配法におけるFletcller-Reeves法によるアルゴリズムはLaSdoll,Mitt.el･良Warrell岬 の1967年

の論文に現れ,壊急降下法よりもはるかに速い収束性を誇った.またニュートン法の一つで有力な計

算法であるDavidon-Fletcllel･-Powell法(DFP)の最適制御計算への応桐法は,1969年のLasdonl4】の
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論文に示されている.共役勾配法は準ニュートン法と異なり.ヘツシアンの近似は行わない:一方,狗

束条件のついた問題に対するアルゴリズムは.ペナルティ法(penaltylnetl10ds)や乗数法(multiplipr

methods)などがあるが.上述の準ニュートン法を利用し.かつ探索の方向を許容な方向にとり続ける

許容方向法 (feasibledirectionmetl10ds)もある.

また.最適入力によりハミルトン関数Hを最大にするという条件からの強変分法を利用した計算

法が Jacobsolli-Mayneによって微分動的計画法 (DiqerentialDyllamicProgramnling.DDP)[51と

して提案されているが.井前.箱守.Sakawa､Sllindoらによって新しいアルゴリズムが開発されて

いる.

1.2 研究内容

本論文では主に変分法から導かれた最適性の必要条件をもとにして.合成リカッチ変換法を導入

し.2次形式非線形最適制御問題の計算アルゴリズムについて研究が行われる.

山浦らの研究【18ト[201に既に逆リカッチ変換法を用いれば終端点固定問題が扱えることを示した.

本研究では.1)終端点の拘束のない場合,2)終端点の非線形拘束のある場合,3)終端時刻未知の場

令.4)制御制約をもつ場合.5)制御項に状態変数の非線形関数を含む場合などの非線形最適制御問題

について. 不変埋込法としてのリカッチ変換と合成リカッチ変換を用いて最適性の条件より2点境

界問題として定式化し.それらの非線形最適制御問題の数億計算問題を解くための新しい計算アルゴ

リズムを提案する.さらに.合成リカッチ変換法を用いる計算アルゴリズムの収束性を調べ.計算ア

ルゴリズムの収束を保証する十分条件を導く.その十分条件より.アルゴ')ズムの収束性とそれに影

響する要素の関係を調べる.

また.線形システム方程式と2次形式評価関数からなる最適制御問題はLQ制御問題または最適レ

ギュレータと呼ばれ,線形制御系設計法の中枢をなしている.この線形最適制御問題についての研究

がよく行われた.最適制御入力のための状態フィードバック制御別が与えられ,その結果.閉ループ制

御系を構成できることである.しかし.一般の非線形制御問題においては,最適制御入力を閉ループの

時間関数としては計算できるが.状態フィードバック制御別を得るのは難しい.師王らの研究【8ト【川

では.ある非線形系に対して.非線形最適フィードバック問題を関数空間上の不動点問題として定式

化される.本論文では.この不動点間題の近似解を求める手段として.階層型ニューラルネットワー

クを用いて非線形最適レギュレータの構成法を提案する.

本論文は7章からなっている.以下,各章の概要を述べる.

第2章では第3章と第4章の準備として,それぞれ最適制御問題,最大値原理.2点境界問題およ

び不変埋込法に関して本論文の議論に必要な事項について説明する.

第3章では.線形2次形式最適制御問題について,終端自由と終端制約のある問題の解法について

記述する･さらに,終端制約のある問題を解くために導入する合成リカッチ変換法について,そのり

り



カッチ変数の性質を議論する.

第4章では,非線形2次形式最適制御問題について,非線形最適レギュレータ問題,終端拘束をも

つ非線形最適制御問題,未知終端時刻問題,制御量制約をもつ問題および制御項に∬の非線形関数を

もつ問題について理論的側面とアルゴリズムなどを記述する.

非線形最適制御レギュレータ問題については,不変埋込法のリカッチ変換式を導入し,状態変数 ∬

とその非線形写像である変数pに関する連立微分方程式の組を導く.さらに優れた非線形写像を近似

する能力をもつ階層型ニューラルネットワークを剛 ､て,状態変数1.の非線形写像p(I)の近似解を

求めて非線形最適レギュレータの構成法を提案する.

終端拘束をもつ非線形最適制御問題については.合成リカッチ変換法を導入し,合成リカッチ微分

方程式とその補助微分方程式を導いて,ラグランジュ乗数の初期値を求める.それらの定式化によっ

て,二つの計算アルゴリズムを提案する.さらに時間変数の変換を行って,合成リカツチ変換法を未

知終端時刻問題へ拡張した計算アルゴリズムを提案する.制御量制約をもつ問題について制御修正量

の導入と最大原理によって,この間題の計算アルゴリズムを提案する.マニピュレータ制御のような

非線形問題を解くために,クロネッ力積を導入して,制御項の係数が状態変数1.の非線形関数になる

問題を定式化し,その計算アルゴリズムを提案する.

第5章では,合成リカッチ変換法を用いる計算アルゴリズムの収束性を調べ,計算アルゴリズムの

収束を保証する十分条件を導く.その十分条件をもとにして.アルゴリズムで用いられる微分方程式

に関するリブシッツ係数と計算アルゴリズムの収束性の関係などを述べる.

第6章においては,第4章で提案した非線形最適レギュレータの構成法および合成リカッチ変換

法による非線形最適制御問題の数値計算法を用いて,種々の数値例について7シミュレ-ションを行

う.2-リンクマニピュレータの軌道計画問題も計算する.
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Chapter2

最適制御問題

この章では,次章の準備として.最適制御2点境界値問題を必要な範囲で述べる

2.1 最適制御問題

系の状態方程式が次のように与えられているものとする

.i･-I(.T,u,i) (2.1)

ここでtは独立変数,.tlとt'は､それぞれ.状態変数 (ないしは状態量)と制御変数 (入力)で.次の

ようなtに依存するTL次元,m.次元ベクトル.

tJ(t)-(.Tl(tい･12([).･-..T"(i))

uT([)-(ul(().u･2(I).･･･.um(t))

Jは次のようなn次元ベクトル関数であるとする

fT-(f一､才2.･･･.fn)

制御を行うtの区間

lo≦†≦t/

において､次のようなスカラの評価関数

J(u)-4,(a･(tI),t/)+ L(.7:,u.I)dl

5
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を最′J､にするu(t)を見出す問題を考えよう.さしあたり初期時刻toおよび状態嵐の初期値 .t･(to)は.

次のように与えられているものとする.

.7･(to)-LLlo (2.7)

ここでは.toと.1･Oは既知とする.

一方 終端時刻tIおよび終端状態量･L･(t/)にはいろいろな場合が考えられる･まずt/が与えられ

ている (あるいは指定されている)場合と.自由 (すなわち未知)の場合とに大別される.前者を終

端時刻固定問題.後者を終端時刻自由問題と呼んで区別することにする.後者の特別な場合として

也-0･L-1･J-I/-to (2.8)

がある.これは制御に要する時間を最小にする問題で.最短時間問題と呼ばれる.

次に終端状態量1･(t/)についても,いろいろな場合が考えられる･まず.T(t/)がすべて自由で,全

く制限を受けない場合がある.最適レギュレータ問題はその典型である.逆に.t･(tI)がすべて特定の

億に指定される場合もある.両者の間には終端状態量のいくつかが特定の値に指定され.残りの状態

量は自由とする場合がある.さらに終端で状態量を指定する場合.それが特定の値ではなく.-舷に

ベクトルの代数方程式

d･(.I-(t/),i/)-0

の型であることがある.

したがって最適制御問題を,終端の状態と終端時間で分類すれば,次の4種類となる

(1)終端時刻固定 終端状態量自由

(2)終端時刻固定.終端状態量拘束

(3)終端時刻自由.終端状態量自由

(4)終端時刻自由.終端状態量拘束

(2･9)

2.2 ハミルトン関数と最適性の必要条件

前述の問題を定式化するために,ラグランジュ乗数を掃いて次式で定義されるスカラ関数Hを導

入しよう.

H(.T.V.A,t)-L(.L･,a,t)十人T(t)I(.i.1,u,I)

6
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この関数はハミルトン関数とよばれている.ラグランジュ乗数法により.関数の付帯条件つき停留問

題の結果を利用して,評価関数をさらに次のように拡張する.

J)(･L･,比･入･U)- lb+vTd.]t=tJ

･/OLJ(L(1.,u･t)+ AT(i,(I(Lr･u･t)-頼 t

ここでJ-は合成評価関数とよばれる.J･の第1変分は次のように表される

∂J]- [¢f+uTCllT],=tJdx･(i/)

+lQL+UTLI･t],=,JlltI+lL+入T(I-Lit)]t=,Jdt/

･/.tJ((LTn TfrT)blt-AT叫 t

･/.tJ((L- fur)仙 人T(I-･i"dt

(2･11)

(2.12)

ここでβ.T,bi･,∂u.6人はそれぞれx,.t,u,人の摂動量である.また下つけの添字で表わされる変数¢Z.

9,.i/7Z,鉦 L,J2,LuJuなどは偏微分を表し,付錦A.1で定義される.さらに入T∂i.の項を部分積分

すると,次式を得る.

bJ-- lb̀+レTy!･･+L+入T(ト i.)],=tJdt/

+匿 +uT根T],=,JdLl･(t/)-[入'[]t=,J坤 /)

･[AT],-A.bx(to,･/otJ((小 人TfzT･iT)bLT)dt

･/.tJ((L- 伽 +6AT(f一-
ここでdt/とd･T(i/)との間には,

6･1･(I/)-d･T(i/)-tl(i/)dtf

の関係があることに注意する(図2.1参照).

式(2114)を剛 ､て∂x(tf)を消去すると次式を得る.

∂JI- 匝′+uT¢L+L+入Tf]t=,,JdtJ

+匿 +uT4･2T - lTL=,JdtL･(i/)+【入T]t=,J 坤 o)

(2.13)

(2.14)



iJ tJ+dlJ図2･1‥dt/,dx(

tf)I6lt･(i/)の関係･/.tJ((封 入TfZ
TIiT)611･)dt･/.l
J
((LuTIATfuT)6- T(

f瑚 dttoと･t･(to)が与えられているから

,6･tl(to)-0である･さらにハミルトン関数の表示式を用いると,bJl
= 匝壬+vT軌+H],I-tJdt/+lQzT.uT好一入T],,=tJdl1･(i/)

･/otJ((HCT
･iT)61T･HuT6u+6人T'f-1中 (2.15)(2.16)(2.17)これより,毎 bu,6人がそれぞれ任意であることから下の式が導かれることがわかる.

これらの式は最適制御問題の最通性の

必要条件である.随伴変数の微分方程式 入=



連動方程式 .i･-I(.t･.α.()

状態量の初期条件 .1･(to)- Xo

状態量の終端条件 叶t･((/),t/)-0

随伴変数の終端条件 入(t/)-lpl･+tll･V]t=,I

未知小 二対する条件 lH+少.+uTdlL],=LJ-0

(2.20)

(2･21)

(2.22)

(2･23)

('2･21)

式 (2.19)はm 個の制御入力,Uに関するm個の方程式である.1Lに関して解いてこれを式 (2.18)と

式 (2.20)に代入して.Uを消去すれば..求 ('2.18)と式(2.20)はn個の随伴変数人と′･個の状態変数･l･

に関する連立 1階の微分方程式で,方程式数はn個ずつ都合 2n個となる.27L個の積分定数は境界条

件式 (2･21)より決定できる･境界条件数はfoに丁一胤 ffにn胤 都合 2rL個存在する･終端時刻t/が

未知の場合は,式 (2.24)を剛 ､ればこれを消去することができる.以上によって.この間題は基本的

には下の2点境界問題を解 くことに帰着する.

2.3 最大値原理

制約条件G(a)≧0の下に微分方程式

Ii･-I(t,･t･.EL).lt(to)- .tto

を満足する許容曲線rに沿って汎関数

J=
/otI
fo(t,LIT(t).u([))dt

を最大 (最小)にする問題がボントリアギンその他によって研究された.文献 【10]p.108-109を引

用すれば 以下の定理が知られている.

≪定理≫ u⊥∈uは最適制御関数 K 'は対応する解曲線‥L･-(t)はto≦t≦t/で〟Tを定義する関数

とすれば,A-･の角点 (ここで.1i-･(t)の不連続点を意味する)に対応するtの値を除いてto≦I≦I/

で連続で,〟*の角点においては左右の極限値が存在する行ベクト)i,A(t)と一つの定数人o≦0が存在

し,かつ(人o･入(I))≠Oto≦t≦t/が成立する.しかもつぎの関係が成立する‥

1.N'に沿って

.i･-H入, 入ニーHll

2.任意のItI∈uに対して

H(㌔.が.u･.入0,A)≦H(t‥1･x.?J∴入0,A)

9



2.4 2点境界問題

常微分方程式

伸 .… 川 .- .〟(nl)-o (2･25)

において .Tは実変数とする. 区間 Iに属する点 al,･･､al･およびJ山間の値 y(a,).iJ川((,,).

yt'7-1)(0,日7- 1.- .A)に対する何個かの条件が与えられたとする.解のみたすべきこれらの条

件を境界条件という.八･-2で al.(t2が区間Jの両端になっている場合には､2点境界値問題といわ

れる.

最適制御問題では.一般的に2点境界問題は次の形になる.

i･-I(十p･t)

｣申o)-Jo

♪-h(.T.P.i)

p(tf)-0(･T(tf)･tf)

(2.26)

(2.27)

(2･28)

(2.29)

たとえば､上の終端時刻固定 終端状態量自由問題について,p:(.t･･入･t)∈R'lxRnxlto･t/]

-p(.l･.A.t)∈Rmが存在して

∀.t･. 入∈R'1.∀t∈【to.[/]

Hu(.1･.TP(LT,̂}).A.i)-0 (2.30)

が成立すれば u(t)-p(.T(i).A(i).i)を式 (12.20日 2.21).,(2.18)および(2.23)に代入して,次式が得
られる.

.il(i)-F(.t･(t).A(t),[)

.1･(to)-LT0

A(t)-G(.Lt(i),A(t),t)

A(tf)-lox]t=tJ

(2.31)

(2.32)

(2,33)

(2.34)

これは2点境界問題である.しかし終端状態量拘束や終端時刻自由など最適問題については,直接2

点境界問題が導出されないから,なにかの手法を用いて.2点境界問題に変換することを工夫しなけ

ればならない.

10



2.5 不変埋込法

2点境界問題の解法としては.不変埋込法がある.

式 (2.26)～ (2.29)の2点境界問題を考える.この間題について.p(to)が分かるとこの間題の解は

決められる.この間題を解 くために,まず下のような微分可能な関数 p(.7,･.I)が存在することが仮定

される.

p(t)-P(.t･,t) (2･35)

ただし,p(to)-P(.t･O,fo)である.これからP(.I.,t)についてのある初期値境界問題が導かれる.終端

時刻では

P(Lt･.t/)- 0(Lr.tI)

になる.さらにP(a.,i)について時間変数tによる微分を行うと

P-PL+PI.七

となる.ところで守 と.いま式 (2.38)と(2.39)で与えられる.

カニh(.L･,P(.L･.I),t)

i.-I(-1･･,P(Lt･,i).i)

従って,Pは偏微分方程式

Pl+PJ(.tL,P.I)-J車 ,P,t)

(2.36)

(2.37)

(2.40)

を満たす.この偏微分方程式を解 くためには,種々な方法がある.一つのはNeultOn-Raphsonア

ルゴリズムで直接に偏微分方程式 (2.40)を解くものである.もう一つの方法として,P(.ど,i)をある.T

の関数とtの関数の積と和の形に表して.その.7:の関数とtの関数についての微分方程式を解 く手法

がある.筆者がこれから紹介するリカッチ変換法と合成リカッチ変換法は後者に属する.

ifl
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Chapter3

線形最適制御問題

3.1 終端状態自由の線形2次形式最適制御問題

3.1.1 2点境界問題の導出

ここでは,終端時刻固私 終端状態量自由の典型的問題として最適レギュレータ問題を考察L そ

の必要条件を導いてみよう.

線形状態微分方程式

･i(()--4(i)tT(i)+B(i)u(t)

3:(to)-:ilo

のとき.2次形式評価関数

J-/otJ G 刷 rQ (i,I" i,･喜 u (,,TR(t,u H ) d,･喜･1･T (tf,F･t･(tf ) (3･3)

を最小にする制御入力 u(i)(to≦i≦I/)を求めてみる･ただし以下を仮定する･

(1)A(i),B(i),Q(i),R(i)は【to,tf]上tに関し連続な" × n.,n xm･実数行yIJ.対 (･1.B)は可制御

である.

(2)Q(t)とR(I)はlto,i/]上 tに閑し連続な n ,,n次実対称行札 かつ任意の t∈【to･t/]について

R(i)は正定で.Q(t‖ま準正定である.

(3)Fはr'･次の実対称行列,かつ準正定である.

簡単のため.混乱するおそれがない限り"1･(tいL･(t)._4(i).B(t).Q(t)およびR(t)を略して.単に

.t･.u,A,B,QおよびRと記すことにする.

13



ハミルトン関数H

H-喜･t･TQ･1･･吉"rRu･AT(̂･H Bu)
を定義すると上述の定式 (2.19)

Hu-Ru+BTA-0

より

u=-R~lBT入

となる.このL'を式(3.1)に代入し.

tt-ji(i)x-B(i)R-】(t)BT(f)A

.7:(to)- .To

さらに式(2.18)と(2.23)から

i--Q.T-AT入

(̂I/)-FIT(I/)

を得る.この間題は式(3.6)から式(3.9)までの2点境界問題に帰着する

3.1.2 線形2点境界値問題の解法

求(3.6)と(3.8)より

lli]-lA_Q-BRIIAPTTH.;]
を得る.式(3.9)を用いて.式(3.10)の解は

[;rt',]-@(t,t/,[.諾 ;;]-[三三…:日 :(';:三]

(3.4)

(3･5)

(3.10)

(3･11)

のように書ける.ここで.,引ま式(3.10)の状態遷移行列である.t>0に対して(¢1+4･2F)が非特異

であれIが.

･t･(i)-¢1X(t/)+921(i/)-(dl+ 4,2F)1･(t/)

十この行列の非特異性の証明は文献t･29け 参照されか ､

14
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A(I) - (¢3+4,4F)a,(tI)

=(4･3+¢4F)(中一+｡･2F)-11･(t)

- L-(申 (i) (3.13)

を得る.不変埋込法を使って,2点境界問題 (3.10)を解こう,式 (3.13)を用いると式 (3.6)～(3.9)よ

りIl-(t‖こついて次の7)カッチ型微分方程式が導かれる.

lil--Q-ATIl'-L'A+KBR-IBTA,

Il-(i/)-F

ここではFは準正定であるから,3･1･1の仮定 1)･2)により,to≦t≦ t/では1)カッチ微分方程式

(3.14)には唯-の準正定解Å'(I)が存在する.【30)

3.2 終端制約のある線形2次形式最適制御問題

3.2.1 ラグランジュ乗数法による問題の変換

式(3.1)から(3.3)までの最適問題を考える･ただし.終端制約のある線形2次形式最適制御問題

として,ここでは.式(3.16)終端制約を満たさなければならない･

4.(i/)≡D17:(tI)+E-0

ここで.Dはsx71実数行列,EはS次元実数ベクトルである.Dについては

T･ankD=S

(3･16)

(3117)

とする.

上記の最適制御問題の最適制御量 uoPi(i)を求めるために,まず二つの新しいベクトル9.=を導入

する.このベクトルyとベクト)I,=の構成は次のようにする.状態ベクトル.ttの要素から適当にS個

の要素を選んで (その要素の構成の規則はあとで述べる),それらによって構成されるベクトルを〟

と表す.そして残りのn-S個の要素によって構成されるベクトルを=と表す.そこで新しい状態ベ

クトルyとこを用いると,式(3.1).(3.2),(3.16),(3.3)は次のように書き直される.

非線形システム方程式 :

lZ]-[三三i4:][:]･[芸ト
15
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二二 二 日 二 二

線形終端拘束 :

*(i/)=lDID2 ]
二 ∴

2次形式評価関数 :

J-/OLJ;〈 【yT =T ･ lQQiT QQ 23 日 : ]･ uTR tI) dt.勅 )

こ こ で .

軌 ,-喜 lyT(i/,--T (t/ " [FF2iFF2, 日 誓 : ;]

(3･19)

(3.20)

(3.21)

(3･22)

DlとD2はそれぞれsxsとsx(r'･-S)次元定数マトリックスであるが,ベクト)I,yを構成するとき

に,一般性を失うことなく条件 (3.23)を満たすようにその要素を選ぶことができる.すなわち

rankDl-S

そこで,方程式(3･20)より,y(tf)を求めると

y(i/)--Dl-1D2-7(tf)-Dl-1E

を得る.

ハミルトン関数Hは

H(yL,I,u,A,IJ･,i)-
喜 lyT =T ] lQQ,iQQ23日:]I ;uTRu
･ lATILT]( [三;Ii:日:]I[芸:],i)
;yTQ ly･; yTQ 2ZI; =TQ ,Ty･; =TQ ,I

･喜uTRu･入T(A ly十･42Z ･ Blu)
+pT(A3y+A4～,+B2u)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

で与えられる.ここで,人とFLはそれぞれS次元とn-S次元のラグランジュ乗数ベクトルである.最

適性の必要条件から人と〟に関する随伴方程式は

[三 ] ニー[::]
16



--lQQ,iQQ23日…]-[芸罰[ニ]
となり,制御入力の最適性の条件

Hl,-Ru+BT入+B,TFL-0

より

uopL--RllBITA-R-1B2TIL,

となる.この LLOPtを式(3.18)に代入すると

[!]-[三:-1:Hrl諾芸漂認[pA]
随伴変数人と付の終端条件は

入(t/) -4,y(tf)+ゆy(i/)I/

-Fly(t/)+F2項/)+DTu

FL(i/) -¢=(tf)+i,=(tf)I/

-F2Ty(i/)+F3=((/)+D,Tu

(3･26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

となる.

ここで,UはS次元ラグランジュ乗数ベクトルである.式(3･24),(3･29),(3･30)より.Uを消去して

次式を得る.

FL,(i/)- lF3-D2TDTF2- F,TDllD2+DTDTFIDl-1D2】=((/)

+D2TDTl(i/ト 【F,T-D2TDTFHDlllE. (3.31)

微分方程式 (3.26)と(3･28)に対する境界条件は2n個必要である･このうちn個は式 (3･19)よ

り初期値条件として与えられる.またS個は式 (3.20)より,残りの･n- S個は式 (3.31)より終端条

件として与えられる･y(lo)と=(to).A(t/)とp(tf)は既知であるから,これは2点境界値問題である･

A(to)とFL(to)を求めるために.不変埋込法を用いて初期値問題化する必要がある.
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3.2.2 合成リカッチ変換法の導入

この問題を解決するために,不変埋込法の一種である合成リカッチ変換式

LyL,]-[三言:日;]+[冨:] (3･32)

を導入する.ここで机 ,Ill,,A,3およびI1-4はそれぞれ sx (n･- S),sxs,(a- S)× (n- S)および

(n- S)×S次元マトリックスであり,91と92はS次元とn- S次元ベクトルである.合成リカッチ変

換式(3.32)を適用して,微分方程式(3.26)と(3.28)より､次の合成リカッチ微分方程式(3.33)とその

補助方程式(3.34)が導かれる.(付録A.2参照)

A3lB2IrlB2T-Q1-JIT

[::]- LAQITIBl_FAITIB2T

-lI:霊I42日篭.

(3.33)

(3･34)

微分方程式(3133)と(3･34)を逆時間で解 くためにはJIIl.IiI2,A-3,I1--1および9.と.q2の終端億が必要

である.式(3.24),(3.31).(3.32)より,次の終端条件が得られる.

Il,1(I/)--Dl-1D2

∬2恒 )-0

A-3(i/)-F3-D･TDl-TF2-F,TDlllD2+D,TDlTFID.-1D2
It'4(i/)-Dl2TD1-T

gl(tf)ニーDrlE

18
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(3･36)

(3.37)

(3･38)

(3･39)



92(tf)- -(F,T-D,TDl-TFl)D.-1E

合成リカッチ変換式(3.32)を入(i)とp(i)について解くと

[:L‡tt',]- [Ill-12;-:-1K3二等E･.][諾,']
･[/KfI2;-,1-. :][;:'(:ミ]

(3･40)

(3･41)

となる.ただしⅠは(n-S)×(n-S)単位行列である.

計算方法として,終端条件(3.35)～(3.40)を利用し,微分方程式(3.33)と(3.34)を逆時間方向に

積分して,初期値 Kl(to),A-2(to),K3(10).K+(to)およびgl(to),92(to)を記憶する.そして式(3･41)

により,A(to)とp(to)を計賃する･さらに (̂to)とp(to)および初期値条件(3.19)を用いて,微分方程

式(3.26)と(3.28)を解く.以上は線形微分方程式であるから,解析的または数値的な計算方法が利用

できる.

だだし.ここで注意しなければならないことがある.式(3.41)の計算する時に,A'2-1(to)の存在が

保証されることが必要である･このK2-1(to)の存在条件については･まだ全部解明されていないが,

合成リカッチ変換法について.次の結果が得られる.

≪定理≫ 合成リカッチ変換式(3.32)において.,リカッチ微分方程式(3.33)の解が0≦t≦t/で

存在すれば,次の性質がある.

1)Jl'1-Ill

2)∬2と∬3が実対称行列,準正定,よの減少に対して単調非減少である.

(証明は付録A.3に参照)
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Chapter4

非線形最適制御問題

4.1 非線形最適レギュレ-タ問題

4.1.1 リカッチ変換式の導入

時不変係数の非線形状態方程式

･i:(t)-All;(i)+BLL(i)+C(.T(i))

.7;(lo)- 17:o

が与えられて,2次形式評価関数

J-/ow〈妄IJ(i)QLl･(,,･喜uT("Ru(車 (4.3)

が与えられる最適制御問題を考察する.ここで.ll(i)はれ次元状態変数ベクトル,,U,(i)はm′次元制御

ベクトル(m≦n)であり,_4とBはそれぞれ ′一･×n,nxm マトリックスである.C(.I.(t))はn次元

非線形関数で.R,QとFはそれぞれ･mxm･次元正定対称マトリックス,nxn次元準正定対称マト
リックスで為る.

また,次の仮定がある.

1)C'(お目まC2級関数で,C(0)-0が満たされる･

2)_4,Bが可制御,かつJl,Q与が可観測である.

まず,n.次元のラグランジュ乗数ベクトル人を用いてハミルトン関数H を

恥 入,tL.)-喜･t･TQLr･吉 urTRu+入T(ALL･+Bu+C )

21
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のように定義する.制御入力の最適性の条件

Hv- Ru+BT入-0

より

Li=-1rlBTl

となる.

随伴変数の微分方程式

-̂-HZT

より

i(i)ニー_4Tl(i)-Q.1･(i)-Czl(i)

となる.さらに,随伴変数終端条件

入(cx3)-0

が与えられる.

この間題を解くために,不変埋込法のリカッチ変換式

入=ムー.T+h

を導入する.ここでは,んが次のリカッチ代数方程式の解である

-IIIA-ATIl-+1rBR~lBTA,-Q

(4･5)

(4.6)

(4･7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.ll)

仮定の2)より,このリカッチ代数方程式(4.ll)の解〟は唯一の正定解である.これによるリカッチ

変換式 (4.10)を使って.Jとんの微分方程式

i'(I)-_i.tl(I)+Bh(i)+0(a･(i))

h(i)--ATh(i)+F(.T(i),h(i))

at(to)-3:o

h(-)-0

と境界条件
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が導かれる. (付錦A.4参照)

こ こで ,

A=Jl_BR-1BTK

B=-BIr lBT

O(〟)-C-(〟)

F(9,･U)ニーIi,C(y)-Cy(y)(A'y+V)

(4･16)

(4･17)

(4.18)

(4.19)

である･条件 (4･14)と(4.15)で,式 (4.12)と(4.13)の解はこの.T(i)とh(i)が存在すれば,式(4.12)

と(4･13)の解はこのユ,(i)と入(i)-A-J･(i)+h(i)で表示できる.この.tlと人について,xのみに依存す
る関数p(.1･‖こよって,関数関係

u(i)--1r lBTf(x(i)) (4.20)

が構成できる.

上の議論によって,もし微分方程式の解が一意に存在すれば,77･(t)は.1･(i)の非線形写像と見られ

る.すなわち

h(i)-p(項 ))

ここで.このp(.ど)は微分方程式

75(.V(t))--.iTp(.T(i))+F(T(t),P(L･(i))) (4.21)

の解である.もしこのp(.t･)が存在すれば,非線形フィードバックをもつある非線形レギュレータが構

成される.そこで.最適フィードバック別は

･uopt--RllB(Zl-.T+p(.可) (4.22)

で与えられる.これは図4.1により図式化される.しかし,このp(.T)は坤 )のある任意の非線形関数

であるから.その解析的な表示式を見つけるのはたいへんに困難である.この非線形レギュレータを

実現できるかどうかはどのようにして.,このp(LT)を実現するかという問題になる.

4.1.2 ニューラルネットワークによるレギュレータの設計

ニューラルネットワークが優れた学習能力をもつという性質はよく知られているが.ニューラル

ネットワークに対する理論的と応用的な研究が盛んに行われている.最適非線形レギュレータを実現
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図4.1:非線形最適制御システム
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するために,非線形写像能力をもつ階層型ニューラルネットワークを用いて上の非線形関数p(Lt･)の

近似解を求めてみよう,階層型ニューラルネットワークの非線形写像の性質については次の定理があ

る【24】

≪定理≫ 4,(I)をシグモイド関数 (単調増触 定数ではない有界な連続関数)とする･KをRnの有

界閉集合,I(1.1,-･,a･n)をE'上の連続関数とする･そのとき任意のE>0に対して･ある自然数N.,定

数 C,.Ol(i-1,- ,N),wi,･(i-1,･･.,Nij-1,I-,n)が存在して,
〟 n

警か f(xl,･･･,Xn)-∑ cib(∑ wl･jlt.j- Ot)I<El=1 3-1
(4.23)

が成立する.

この定理は,出力層が線形ユニットからなる3層ニューラルネットワークによって,任意の連続

写像 f:Rn-Rmが,任意の有界閉集合上で任意の精度で一様に近似的に実現される･同様の結果

は,Cybenko,Hornik-Stinchcombe-Whiteによっても得られている･この定理によって,ニューラ

ルネットワークを使って,非線形写像を近似的に実現することが可能である･

X1 //(ヽ ( P1 L一Q)･JJ P

lx2 92

P2＼J ＼J

Pn-1◆ ◆ ◆: aij :bi'.: ト一Q,)>□xn-1( 了ヽ βn-1

○U Pn

⊥ + 二二 ⊥ = ∠二⊥ ∴Inputlayerhiddenlaye

routputlayer図4.2:3層ニューラルネットワーク
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u

t

d

dreurJ.eau!TuOu本研究では,式(4.22)の非線形関数p(.t･)を学習の終了した階層

型ニューラルネットワークで近似することを考える.ここで,図4.2のような3層ニューラルネット

ワークを用いる･出力層も非線形シグモイド関数で,入力鳳 中間層及び出力層にそれぞれn凧 q胤

n個ユニットがあるとする･中間層と出力層

のユニットの出力関数はそれぞれzl-拙 al･)-¢(∑at,jl･j),



q

動-縮 bl)-¢(∑ b,.,zj),]=1
(4･25)

となり,ここで .1･- [.Tl,･･,.T,l】T∈Rrlが入力層の入力ベクト)i,,I- lL-1.･ ,I,/〕T と 13-

b31,A.･,卓｡】Tが中間層と出力層の出力ベクトルである･ aりは入力層の第j個ユニットから中間層

の第i個ユニットまでの結合荷重で,bi,,･は中間層の第jユニットから出力層第i個ユニットまでの結

合荷重である.非線形関数4･(･)は区間(-∞,+∞)に連続単調増加で,下のように定義される･

My)-完 芸 , (4126)

ここで,パラメータTは非線形関数Q(･)の形状を決める.

65(･)が連続単調増加であるから,前の定理を使って,この3層ニューラルネットワ-クを用いれば,

任意の連続写像f‥Rn- (-1,1)mが有界閉集合で任意の精度で近似的に実現できるということが証

明できる.

結合荷重 a1,,とbi,,･の修正則を求めるために,誤差関数

E-喜(i-i)T(h一歩) (4.27)

が定義される.ここで薄 ま正規化された微分方程式(4.12)と(4.13)の解で,最急降下法を応用して,

結合荷重の修正則が次のように導かれる.(付録A･5参照･)

鵜 -鵜 -1)+△鵜

(7'-1,-･,q;3-1,- ,n),

bt･Bl)-貯 1)+△bt,ki･)

(i-1,.･･,n;i-1,･･･,q),
n

｡鵜 -宗 LT,∑ (bl,I(ht-pL)(1-が)(1-=L2)),J=1

△鵜 -芸(hl-紬 1-紬 ･

ここでkは今回の学習を表し,clとC2は学習係数とする.

よりよい学習結果を得るために,ノ)i,ム11△11.(t川とHLt･(t川が導入される

tl△al(i)lI-
n

∑ (all(i)-Xz(tk･-1))2,
i=l

26

(4･28)

(4･29)



lい中川-

ここで,項 k_1)がtk-1時刻での学習点で,1･(i)は微分方程式(4･12)の解である･もし

Il△･t･(tk)tl-

(4.32)が満たされると,3;(tL･‖ま今回の学習点になる･L(r)は 【0,rmoZ]で単調増加関数とし

て定義されるL(r)-L,,"･n+
1_ e-Pr1-e-Pr771-(Lmaz-Lmin),

(4･33)ここで,rmaZはIIxH(t∈【0,∞))の上界で,Lmm とLmarは最小と最大の学習ステ

ップとする･また､このように最適性の必要条件とニューラルネットワークにより構成する非線形

フィードバックは最適フィードバック別の候補として､原点 (平衡点)の近傍で最適性の十分条件も

満たすことを示そう.(4･26)のようなC∞級のシグモイド関数を用いているから,このニューラルネ

ットワークの特性によって近似される非線形関数は微分可能な連続関数になり,評価関数が微分可能

であることがわか

る.さらにJx(a),uOPt)-K.I.

+p(x)BTJ=(x,tLOPt)+RuoP

t-0であるから､文献 【31]のLemma2･4を適用すれば､この非線形フィードバックが最適であることが

示せる｡以上の議論をもとにして,非線形関数p(x)の近似解を求めて最適非線形レギュレー

タを次のように構成

できる.step1.十分大きな終端時刻t/と必要なニュ-ラルネットワークのパラメ
ー

タを選ぶ･step2.リカッチ代数方程式(4.ll)を解き,定数マトリックス打

を求める･step3.決められた状態空間に初期値点x(i)(0日i-1,･･.,Tn)を選択する･ここでは

,平均的にこの状態空間の頂点に分布している2n個の初期値点が含まれるものが選

択される.step4.step3で決められた初期値点を用いて微分方程式(4.12)を逆時間方向に,微分方程式

(4･13)を順時間方向に解く.さらに,h･(i)の正規化を行うためにh(i)(t∈【0,i/])の上界

を求める･step5.条件 (4.32)を満たすように学習点x(tk)(k-1,2,-)を選択し,正規化されたh

(tk)すなわちh(tL･)を教師倍号として,3:軌道に沿って,ニューラルネットワークの学習を行う.



step6.学習の効果を評価するために,

(.TL.i･j)2dt
Jm-
真上∞(xj,2dt

<E (E>0)

を計算する.ここで .T'は微分方程式 (4･12)と(4･13)の解で,が は微分方程式 (4113)と学習

中のニュ-ラルネットワークからの解である.もしJm ≦Eならば,学習過程を終了する.もし

Jm >Eならば,ある新しい学習点を選んで,step4に戻って学習を続ける.

ニューラルネットワークによる非線形最適制御レギュレータの設計例は6.1で述べる.
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4.2 非線形終端拘束をもつ非線形最適制御問題

4.2.1 合成リカッチ変換法の導入

時変非線形システム方程式

･i.(i)-A(i)1･(i)+B(i)u(t)+C(x･(()･i)

.T(to)-.I.0

と非線形終端拘束

U(t/)≡DtT([/)+E(1,(tf))-0

が与えられて,2次形式評価関数

J- LLJG ITT (t,Q(t,刷 .喜VT (i,R (i,u(t,) d t

+吉撫 √)叫 ′)

(4.36)

(4.37)

を最小にする最適制御量uopt(t)を求める問題を考える.

ここで..t･(t)は,L次元状態ベクトル,u(i)はm･次元制御ベクトル(m≦n)であり･C(Ll(t)･t)と

E(･t･(tf))はそれぞれr･次元とS次元 (1≦ S ≦ 7.)の非線形関数とする･-i(t).B([).Dはそれぞれ

n,×'L,nXm,SXn次マトリックスであり,R(i),Q(i)とFはそれぞれmxm次元正定対称マト

リックス,n xn次元準正定対称マトリックスである.なお･ここで終端時刻t/は固定されているも

のとする.

次の仮定をおく.

(1)A(i),B(i)1C(I,t),Q(i).R(t)は【to,tf]上 fに関し連統

(2)閉区間【to･[/]に対して C(･T･t)とE(･t･)は連続微分可能で･ C(tll,i)は･t･に対してC2級関数で･

(3) ra71人･D-S･

簡単のため,混乱するおそれがない限り,.T(+),u(i),_4(i),B(I),C(LIP(t),i).E(ll.(tf)).Q(I)および

R(i)を略して.単に.tt,LL,A,B､C.E,QおよびRと記すことにする.

上記の最適制御問題の最適制御量 uoPL(i)を求めるために.まず二つの新しいベクトルy.=を導入

する.このベクトル〟とベクトルこの構成は次のようにする.状態ベクトルおの要素から適当にβ個

の要素を選んで (その要素の構成の規則はあとで述べる),それらによって構成されるベクトルを〟

と表す.そして残 りの n - S個の要素によって構成されるベクトルを=と表す.そこで新 しい状態ベ
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クトルyと=を剛 ､ると.求 (4.34).(4.35).(4.36).(4.37)は次のように書き直される

非線形システム方程式 :

[! ]- [二鳥日:]IlB.12]LL･lCc:]
二∴二 二 二

非線形終端拘束 :

L･(I/)=lDID 2]
l H : /f 言]
+E (y (i/)･= (i/ ))- 0

2次形式評価関数 :

J- / otJ喜〈.yT ～-T ･ lQQ,iQQ 23 日 竺 ]･uTRu)dt･ o (tf,

ここで

･ t/,-喜 【yT(tf,ZT(t/, ･ lFF,i FF 23 日 …‡ff/I ,' ]

(4.40)

(4･41)

(4.42)

DlとD･2はそれぞれsxsとsx(a-S)次元定数マトリックスであるが.ベクトルUを構成するとき

に.一般性を失うことなく条件 (4.43)を満たすようにその要素を選ぶことができる.すなわち

r(tm八･Dl-rCL"･L･(Dl+Ey)IL=tJ- S

そこで･方程式(4･40)より･y(I/)を求めると

y(tf)--DI-1D2ニ(lf)-Dl-1E(y(i/).=(t/))

を得る.

ハミルトン関数Hは

H(.y,=､tL.A.FLj)-
喜 【yT ～- ] lQQiQi23日:]+喜uTRu
･w ILTl([1::A4:][:]･lB:]uJ･lg::])
吉yTQ ly･喜yTQ2=+三 zTQ,Ty･喜 =TQ｡=

･ ;uTRu+入T(･ily･A2=+Bill･C1)
+FIT(.43y+114=+B2u+C2)
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で与えられる.ここで,人と/.LはそれぞれS次元とn-S次元のラグランジュ乗数ベクトルである.最

適性の必要条件から人とIlに関する随伴方程式は

[三] --lHH:]

Q】

Q㌻QQ 23日 : 日 AAを二cc ::: 器 ; : 日 ; ]

となり,制御入力の最適性の条件

Hu-Ru+BrA+B2TFL=0

より

uopt--1r lBIT入-R-1B2Tp

(4.46)

(4･47)

となる.このuoPtを式(4.38)に代入すると

[!]-[AA三宝2日:日芸:芸二:芸濃識[;]I[E:]I (4･48)

随伴変数人とpの終端条件は

A(i/) -by(i/)+¢y(i/),,

-Fly(i/)+F2=(tf)+(DT+Ey(i/))u

IL(i/) -d･=(i/)+47=(tf)Z/

-F2Ty(tf)+F3=(tJ)+(D2T+E=(i/))〟

(4･49)

(4･50)

となる.

ここで.UはS次元ラグランジュ乗数ベクトルである.式(4.44),(4.49).(4.･50)より,Vを消去して

次式を得る.

IL(tj)- lF3-(D,T+E=(I/))(DT+Ey(i/))-1F･2-F,TD.-1Dl2

+(D2T+E=(t/))(DIT+Ey(tf))-1FIDrlD2]=(tf)

+(D,T+E=(i/))(DT+Ey(lI))-ll(tf)

-lF2T-(D,T+E=(i/))(DT+Ey(i/))-1Fl]Dl-1E(tf) (4.51)

微分方程式(4.46)と(4148)に対する境界条件は2r7個必要である.微分方程式(4.48)に対して(4.39)
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が初期値条件として与えられる.微分方程式 (4.46)に対して(4.49)と(4.50)が終端侶条件として与

えられる.状態変数yと=,人とFLに対してこれは2点境界値問題である.しかし,終端億条件 (4.49)と

(4･50)には,未知の定数Uが含まれているから,終端拘束条件 (4･40)を使ってこの未知の定数を消去

する.y(to)と_7(to)は既知であるが.A(to)とp(to)は未知である.これは初期値問題ではないので,

不変埋込法を用いて初期値問題化を行なって,A(to)とFLr(to)を求め,微分方程式 (4.46)と(4.48)が解

かれる.

この間題を解決するために,合成リカッチ変換式

LyL]- [芸 :≡ .2日 ;]I [三:] (4･52)

を導入する.ここで ∬1,A-2,K3および 机 はそれぞれ sx ('1- S).sx s,('L- S)×(711 S)および

(n-S)Xs次元マトリックスであり,91と92はS次元とn-S次元ベクト)i,である.合成リカッチ変

換式 (4.52)を適用して,微分方程式(4.46)と(4.48)より､次のリカッチ微分方程式(4.53)とその補助

方程式 (4.54)が導かれる. (付録A.6参照)

投漂.2]-[_AG｡
･[_Ai,

-BID-1BIT-AT-Clヱ
-BIRllB2T-Ar-C2三

-[::糾 _Ai2 -_BA2TR二lc71;]

-lKK1313'.2]L431-_BA2TR_-1C:2;日 記 芸.2]

[三:]- [/iT-_BAT.TR:lcB221[冨:]
- [芸 溜 [_AG∴ BA2TR_llcB,2; ] [冨:]

- [: :芝 目 cn ･[C.1]

(4･53)

(4･54)

微分方程式 (4･53)と(4･54)を逆時間で解くためには,Kl,K2,K3,K4および9.と92の終端億が必要

である･式(4･44),(4･51),(4.52)より,次の終端条件が得られる.

Kl(i/)--D.llD2
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〃招 /)-0

'̂｡(t/)-F3-(D･T+E=(f/))(DT+Ey(t/))-IF2-F,TD.--D2

+(Dl+E=(t/))(DT+Ey(tf))-1FID1-1D･2

I1-..([/)-(D,'+E=(tf))(DT+Ey([/))ll

91(I/)--DrlE([/)

92(i/)--【F,T-(D･2T+E=(t/))(DT+Ey(i/))-1Fl]D.llE(t/)

合成リカッチ変換式 (4.･52)を (̂t)とFI(t)について解くと

こ~ 二 二 - 二∴∴∴ 二 ∵ 二二二二二

･ [ _詑 1 冊 :; ;]

(4.56)

(4.57)

(4.58)

甘59)

(4･60)

(4.61)

となる.ただしIは(17-S)×(n-S)単位行列である.ここで二つの数値計算法が構成される.-

つは終端条件 (4.55)～ (4.60)を利用し,微分方程式 (4.53)と(4.54)を逆時間方向に積分して.初期

値 A-1(to).Il,2(to).ムr3(to).A-i(to)およびgl(to).92(fo)だけを記憶する.そして式 (4.61)により.

A(to)と〃(fo)を計算する.さらにl(to)とFL(lo)および初期値条件 (4.39)を用いて.微分方程式 (4.46)

と(4.48)を解 く.

もう一つは終端条件 (4･55)～(4･60)を利用し･制御期間【to,i/]についてI{1(t)I1r2(i)IIl-3(t).

AI.I(t)および91(t),92(t)を連続的に記憶する.式(4.61)を式(4.48)に代入すると.

[宣]- [_-1霊 :

･lB詰

12IBID-1B2TII-3+BITrL'1
JJ-B21r lB2TI'-3+B2Tm-1

-BllrlB2T

-B2R-1B2TH S.:]･[言.:]
(4.62)

を得る.ここで

r-R-I(B.T+B,TArJ)ll-･2-1

そして初期値条件(4.39)を剛 ,てこの微分方程式を順時間方向に積分する.このときILOPt(I)は次式

より求められる.

L',Opt--ry+(rムーーーR-lB2TI1㌧.)I+rg1-月~lB2Tg2
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4.2.2 計算アルゴリズム

以上述べたことを整理すると.非線形終端拘束をもつ非線形最適制御問題の数値計算アルゴリズム

は以下のようになる.この計算アルゴリズムをsRTM(SyntheticRiccatiTrallSformationMethod)

とよぶことにする.合成リカッチ変換式にもとづき.次の二つの計算アルゴリズムを提案する.

(計算アルゴリズム1)

setp1.制御量の推定値 7'(0)(i)を与え.状態方程式(4.38)を順時間方向に解き,y(0)(i),I(0)(I)を記

憶し.同時に評価関数J(0)を求め記憶する.そしてJ=0とする.

setp2.終端条件(4.55)～(4.60)とy(I)(i)とこ(1-)(i)を用いて微分方程式(4.53)と(4.54)を逆時間

方向に解きIl-1([0).Il-2(to),Ii-3(to).ll-A(to).gl(to)および92(to)を求めて記憶する.

setp3･式(4･61)式を用いて.A(to)とFL(to)を求める･

setp4.式 (4.46)と式 (4A8)を順時間方向に解き.同時に式(4･47)を計算する･そしてJ(''+1)を計

算する.

setp5.もLl拍車/)lI<El(El>0),lJ(l'+=一･)(りl/IJ(i)J<E2 (El2>0)ならば､繰返し計算を終了
し.そうでなければ,次の置き換え:y(I+1)(I)- y(i)(i),I(i+I)(I)-=ll)(i),･u(叶1)(i)-TL(i)(i)･

J(i+1)(i)- J(i)(t)および7+1-iを行いstep2に戻る･

く計算アルゴリズム2)

setp1.制御量の推定値u(0)(i)を与え,状態方程式(4.38)を順時間方向に解き.y(07(i)､二(0)(I)を記

憶し,同時に評価関数J(0)を求め.記憶する.そしてi-0とする.

setp2.終端条件 (4.55)～(4.60)とy(i)(t)とこくi)(i)を用いて微分方程式(4.53)と(4.54)を逆時間

方向に解き･制御期間【to,t/]についてIl-1(i),Ilr2(I)A1{3(i),ll-A([),gl(i)および92(t)を求めて,

記憶する.

setp3.初期値条件 (4.39)を用いて,式 (4.62)を順時間方向に解き.同時に式 (4.63)を計算して.

yfl+1)(i).I(i+1)(t).u(i+l)(I)を記憶する.そして･J(7'+1)を計算する.

setp4･もしIl4,(tf)lE<El(El>0),E･I(Z''1)-J(7')l/IJ(I)I<E2 (E2>0)ならば,繰返し計算を終了
し.そうでなければ 次の置き換え:y(i+1)(i)-y(I)(i),I(Z+I)(i)-;川(i).u(A'+i)(t)-u(り(I).

J(Z'+17(i)- J川(i)および7'+1-L'を行いstep2に戻る･

この合成リカッチ変換法による数億計算例は6.2で述べる.
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4.3 未知終端時刻問題への拡張

4.3.1 時間変数の変換

終端時刻未知の最適制御問題として,412と同じシステムを考えるが,終端時刻t/は未知である

終端拘束と評価関数の表し方を修正して,次のように表す.

47(I/)≡D(I/)x(i/)+E(･T(i/),i/)-0

J-/.tJ(喜･t･T("Q(t,･T(小 言uT(i,R("u(i,)dt･Q(i/)
ここで

軌 )-吉和 ′げ㈲ 和 上

まず.この間題を解くために,時間変数tについて次の変換を行う.

t-OT+to, 0≦ T≦1

(4.64)

(4.65)

(4.66)

ここで,Oは未知パラメータであり,Tは新しい独立変数である･明らかに終端時刻りではo+toに等し

い.そこで,Tについてのシステム微分方程丸 終端拘束および評価関数は

.i(T)-OA(T)x(T)+OB(T)･lL(T)+ee(it(T),') (4.67)

i･(0)-11･o (4･68)

中(1)≡A(1).i(1)+i(.i･(1),1)-0 (4.69)

J-Ll〈呈･i.T(,)a(T,tit(T,+呈,{LT(T,A(T,可 dT+喜itT(1,i(1)拙 (4･70,

になる.そこで4.2と同じ手法を用いて,二つの新しいベクトル9,三を導入し,ベクトル宙,王について
の微分方程式を得る.

lg]-o l去 2 12日 S]･ 潤 (,･ol言 :]

二二二-二∴
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非線形終端拘束 :

*(1)≡lb l(1)b 2 (1 ) 】
[雲E:ミ]
+E (9 (1 ) , 乏 ( 1 ).1)-0

2次形式評価関数 :

J-Ll g 〈 【宙T 三T･ [Q92iQi23 H n bTAh)dT+め (1 )

ここで

刷 -喜【bT(1)-;T (1, , [Ff,iFi2, ] ほ 三 三 ]

ハミ)i,トン関数Hは

H(gj,a,̂･IL･T,- 呈lbT'=T･[Q92iQi23日雪目hTR･h
･e(AT FLI･( li :紬 2]･ [鈷 + lE : ])

芸 gTe19･芸 gTe 25･芸=,Te,T宙+芸三Te 32

･芸hT血 . OAT(Alb･-i2之.BIB.+el)

+cFL･T(A3宙+i.三+B2立+a,)

(4･73)

(4･74)

(4･75)

(4･76)

で与えられる.ここで,人とpはそれぞれS次元とn,-S次元のラグランジュ乗数ベクトルである.最

適性の必要条件から人とFLに関する随伴方程式は

lIL] --[::]

--olQ9,iQe2,日雪]10[
となり,制御入力の最適性の条件

HL-Rh+封 入+B2Tp-0

より

立oPt-一点~1Br入一点~1B2Tp

AT+el由i3T+62白華+el主Ji4T+e2_;
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となる.この滋oP'を式(4.77)に代入すると

['g]-昭 三 : 日 牛 o [

BID-1B.TBlA-1B2T

B2R~-BIT B 12か 1B2T ] [; ]･ o lci .: ]

を得る.4.2のように合成リカッチ変換式

[,bL日 三 言 : 日 ;]I [冨: ]

を用いて,次のリカッチ微分方程式(4.81)とその補助方程式(4.82)が導かれる

漂鳥-ol_A33

･ol!3,

-B]RIlBIT
-A2T-i.1

-Bl丘~lB2T
-.iT-62三

le l三iI言 :42 日

.44 -B2月~1即
-Q･2I-iT-E'.a
.43-B2R-1B2T
IQl一.iT-Ey2由

二_二- 二∴ ∵∴

一膿I:I42]LiGl-B2R-1B2TI.i3T-629
lCl三言:Hcn･olc.1]

4.2.1と同じように次の終端条件が得られる.

Kl(1)ニーbr-b2
71-･2(1)-O

Il'3(1)-F3-(bl2T+i_i)(br+丘9)~lF,-i,Tb｢1b2
+(A,T+薮)(bT+f由)~1jllbl-lb2
11-4(1)-(i)[+E=-)(bT+EB)-1
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91(1)ニーbl-1E

92(1)ニー【f2T-(A,T+i.i)(blT+Eb)11jlllbl11丘

合成リカッチ変換式(4.80)を (̂o)とp(o)について解くと

[三㍍',]-[I1-12-1 -I1-2-1̂･1ll--1A-12-1人-3-A-41r2-111-i

一二∴ - 1 二 二 ∴

となる.

第2章の未知小 二対する条件(2･24)より･終端時刻未知の最適制御問題の必要条件は

lH(t)+9,+uT*tL=tJ-0

である.式(4.90)により.Oに関する関数H-(e)を次のように定義する.

H-(0)- (芸bTe lb･芸bTe･2三.三三Te ,Tb･三三re 3-:･呈hT如

+OAT(i.9+A2三十Bll-i+Cl)

+GILT(.i3タ+_i4三+B2t7+62)

･;･ifT･h uT(bT.汁ET))T-1

ここで ,
･t-L - 一元~1BIT入一針 1B,TFL

uT - (blT+Ey)~1(A-Flo-f2L=)

である.

(4.89)

(4.90)

(4.91)

この関数H](0)は一意であれば この終端時刻未知の問題を解くことは式(4.94)が成り立つよう

なCーを求める問題に帰着する.

HI(0-)-0 (4.94)

この式はOを陽に含まないから,直接にこの0'を求めることはできない.その0'を求めるため線形補

間法を用いた次のような計算アルゴリズムを提案する.
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4.3.2 計算アルゴリズム

setp1.制御量の推定値b(0)(i)およ叫 o)とOもo)を与え,sRTM と式(4.91)より,H-(C10')とH･(o呈o))

を計算し,i-0とする.

setp2･

o打 n
e(:I)H-(CiL')ト 0皇t)H･(Oil-))
H･(哩 )一計 (Oi71))

(4･95)

により凍 +1'を計算してから,式(4.91)より,H･(Ciz'1))を求める.折+1)(i).i(i'1)(i)とJ(l'日

を記憶する.もしIH璃 t''1')l<Eならば,繰返し計算を終了する.

setp3.式(4.96)と式(4.97)により,勾配S占7')とsil')を計算する.

H-(C17'))-H.(e!i))

oPlest)

即 (Oii'1))-H書(OP)

oSi'l)-efz')

(4･96)

(4･97)

setp4.もLH･(Ci｡)H璃 J')<OでH-(0.㍗))H･(OiJ''l))<0,あるいはが (0(:I))H･(0!l')>Oで

IH･(C(lil)I>JH･(0!L'J)I,あるいは JSi7-'f>lSiz)棒 らば 吋+l)-CP,H･(吋+1))-a-(Oil))

とする.そうでなけれ画 i'1)-eil'),H･(Or l))-H･(O皇E))とする.

step5.9(L+1)(T)- 9(J')(T),～=(I+1)(T)一 三(Z')(T),J(Z'+1)- J(I),i-i+1として.step2に戻る.

未知の時間をもつ問題の計算例は6.2で述べる.
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4.4 制御制約をもつ非線形最適制御問題

4.4.1 制御修正量の導入

4.2の時変非線形システム方程式と非線形終端拘束および2次形式評価関数を考えるが.制御量

には次のような不等式制約がある.

u(i)∈u ∀t∈【to,tfl (4･98)

ここで,uはある凸多面体で,Liはこの凸多面体の境界である.

この問題を解くためには.まず4.2と同じ手法を用いて.二つの新しいベクトルU,=を導入しノヽ

ミルトン関数方を定義して最適性の必要条件から人と〃に関する随伴方程式を導出する.

制御入力の最適性の条件 :

Hu-Ru+BTA+B2TFL-0
より

u･ニーIrlBIT入-R-1B2T/I (4･99)

となる.

制御量制約があるので,式(4.99)のu土がuの中に存在するとき,このu'は最適制御 'L′OPtである.

もしこのu･が〟の中に存在しないときは.最大原理より最適制御uo叫まかならずuの境界由にあるは

ずである.そこで,上の議論より,修正量pを導入し,uopLを次式のように表す.

uopl- p-R-1BIT人-R-1B2TIJ･

-p+u' (4.100)

ここで,βは制御量に制約を与えるためのm次元修正量ベクトルであり,制御期間の修正によりハミル

トン関数Hを最小とし,終端拘束を保証する役割をもつ量である.修正量pは次のように決められる.

p(i,-(oa,_u･ :二㍍

αは)の一つの点で,同時に不等式(4.10･2)を満たす

∀α′∈〟, α′≠ α,

IJcl,′-u'll>llα-Ju,'lI
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氏(4.100)を式 (4,38)に代入すると

lZ]-li::J2日:]-[芸三芸::芸濃昔[pA]
･ lE :2]. [芸 ]p

(4･103)

4.2と同じように,合成リカッチ変換式を用いて.次の合成リカッチ微分方程式 (4.104)と補助方程式

(4.105)が導かれる.

LAi3

十4i2

-BIR-1BITIA2T-cl=
-BIR-1B･2T-AT-C2_,

-lIII-言42日_AQ.2

ll三言:日霊1

[三:]- ljQl.,T-_7Al.TR_-1cB,2:

- [三 I:IIiI: ] L AGl

-B2R-1BT
｢iT-C-y

-B2R-1B2T--13TIC2y

-B2IrlB 2T
-A3T-C2y

一 に I:Ii2 日 C.2]+[C.1]+[B.1 ]p

- [三 言 : H B.'2]p
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4.4.2 計算アルゴリズム

上で述べた式を基にして.次の計算アルゴリズムを構成する.

setp1.制御量の推定値 u(0)(i)∈uと最適制御の修正量β(0)(i)-Oを与え.状態方程式 (4･38)を
順時間方向に解き.y(0)(I)と=(0)(i)を記憶し,同時に評価関数 J(0)を求め言己憶する.そして

7'=0とする.

setp2.終端条件 (4.55)-(4.60)とy(i)(i)と=(I)(t)および折 )(i)を用いて､微分方程式(4･104)と

(4.105)を逆時間方向に解き.Il-1(to).Ilr2(to).ムI3(to).ムーJ(to).91(fo)およびg･2(to)を求める.

setp 3.式 (4.61)よ り 坤 o)と/I(to)を求める.

setp 4.式 (4.46)と式 (4.103)を順時間方向に解き.同時に式 (4.99)～ (4.102)よりp(i+I)(i)と

IL(I+l)(i)を計算する.そしてJい十1)を計算する.

setp 5.もLHd,(tI)ll<El(El > 0),IJ(I+1)一･)(i)I/IJ(A) < E2 (E2 > 0)ならば 繰り
返し計算を終了し,そうでなければ 次の置き換え,u(1+1)(i)- 比川(i),y(A+1)(i)- y(1)(i),

ニ(L+1)(i)- I(')(i),p(i+1)(i)- p(l')(t)およびi+1- iを行い,step2へ戻る.

制御量の制約のある計算例は6.3で述べる.
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4.5 制御項が芯の非線形関数になる場合への拡張

4.5.1 クロネッ力積の導入

今までは,システム方程式の形として.i･(i)-A(i)x･(i)+B(i)u(i)+C(1･(i),i)なるものを考えた.
すなわち右辺の第1項と第2項が線形項で,これに第3項の非線形項が加わっている.この形はある

分野の非線形問題に有効であることがわかっている.しかしマニピュレータ制御のような間蓮などで

は,この形にあてはまらず制御量u(i)の係数がx(i)の非線形関数になっている.そこで.ここでは式

(4.106)に示すようにこの係数が3;(i)の非線形関数になる場合を考察しよう.この間題では合成リ

カッチ変換式とクロネッ力積を用いて新しい計算法を導く.非線形システム方程式

.i･(t)-.4(t)1･(t)+B(.T(i),i)u(t)+C(I(i),i)

.T(to)-L･o

を考える.ここで､B(.T(I),I)が連続微分可能な非線形関数とする.非線形終端拘束と2次形式評価

関数は4.2と同じである.クロネッ力積を導入すれば最適性の必要条件から人と〝に関する随伴方程

式は

[三]--lHH:]--[QQをQQ23日:]

-[芸:冒::芸:g::日:L]
(Zs⑳屯 )Bly (Is6)uZTpt)B2y
(In-sG)uTpt)BIz (In-S⑳ uoTpt)B2:

-lQQ2iQi2,日…]
AT+Cl1y+αllA3T+C2y+cI･12
_42T+cl=+α21AT+C2=+α22

となる.ここで

α11 -(Is◎uSTp,)Bly

ニー(zs6)(入TBIR11))Bl,-(ZsO(pTB2R-1))Bly

α12-(ZscnL･oTp,)B2y
--(IsO(入TBIR~1))B2y-(Is⑳(pTB2R-1))B2y
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α111 -(zn-Sou:pt)Bl;

--(I"_89(入TBIR~-))Bl=-(In_ski(〃一TB2R~1))Bl=

ct･22 -(In-souoTpt)B2=

--(zn_S⑳(入TBIIr l))B･2ニー(Zn_sc)(FLTB2R一一))B2=

合成リカッチ変換式(4.52)を適用して,微分方程式(4.108)と(4.48)より.次の合成リカッチ微分方

程式(4･109)とその補助方程式(4･110)が導かれる･

漂 鳥 ::]- [ _Ai 3

･ LAG,

-BIR-1Br

-A2T-cl=-α21

-BIR-1B2T
-A4T-C2=-α･22

-[芸言42日_AQ42
二二二lI_

-B2R-】BIT
-AT-Cly-αll

-B2R-1B2T

-̂TIC2y- α12

]

障 言 :] (- o"

[三:]- [_Ai_ATIRc:_:B_2Ta22栂 ]
- [三 言 : ] [ 莞1-_4iB_2Rc:B_2Tα ..2 ] [: : ]

-[芸:;;;42日CnIlCJ] (4.110)

そこで4.2の定式化などを利用して,この間題を解くアルゴリズムを構成できる.まず終端条件(4.55)

～(4･60)を利用し,微分方程式 (4･109)と(4･110)を逆時間方向に積分して,初期値 I{l(to),K2(fo),

Il-3(to),K4(to)およびgl(to),92((0)だけを記憶する･もしK2(to)≠0という条件が満たされると,

式(4･61)により,A(to)とFL(to)が計算できる.さらにl(to)とp(to)および初期値条件 (4.39)を用い

て微分方程式(4.108)と(4.48)を解く.
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4.5.2 計算アルゴリズム

以上述べたことを整理すると.合成リカッチ変換式を用いる非線形終端拘束をもつある非線形最

適制御問題の数値計算アルゴリズムを提案する.

setp1.制御量の推定値 u(0)([)を与え.状態方程式 (4.38)を順時間方向に解き.3/0)(i).ニ(0)(I)を

記憶 し,同時に評価関数 J(0)を求め記憶する.そしてt=0とする.

setp2.終端条件 (4.55)～(4.60)とy(I)(t)と=(7)(t)を剛 -て微分方程式(4.109)と(4.110)を逆時

間方向に解き.Il-1(to),Il-2(to)IIl-3(to).lrJ(to),gl(to)および912(t0)を求めて記憶する.

setp3.式 (4.61)を用いてl(to)とIL(to)を求める.

setp4.氏 (4.108)と式 (4.48)を順時間方向に解き.同時に式 (4.47)を計算する.そして J(L+i)を

計算する.

setp5.もし冊 (t/)lF< El(=l>0).lJtt+ll-J(早/lJ(Lll<52 (=2>0)ならば 繰返 し計算を終了

し､そうでなければ.,次の置き換え:y(叶1)(i)- y川(I).こ(I+I)(i)- I(り(t).7L･(L'+I)(t)- "川(I).

.I(I+1)→ J(')および?A+1ー7'を行いstep2に戻る.ただしEl.f･2.三3は微′J､パラメータ.

このアルゴリズムの応用例は6.4で述べる.
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Chapter5

合成リカッチ変換によるアルゴリズム

の収束性

第4章で擢案した合成リカッチ変換法による非線形最適制御問題の数値計算法sRTMの収束性

を考察することにする･まず 区間【to,I/]に新しいベクトル変数C,,TとWを次のように定義する.

cr(I)I(y(t).I(t))T

7(f)≡(A(i).IL,(i))T

tL･(i)≡(A-1(i).A-･2(i),Il-3(i),A-1(i),9.(i),92(t))T

簡単のため.混乱するおそれがない限り,cr(i),7(i)およびtu(i)を略して,単にJ.｢およびWと記

すことにする.

微分方程式(4･48),(4･108)と初期値条件(4･39),(4.61)式から求められるt-toにおける胤 申 o).

FI(to)により

6''- '̂(cT"1｢,∩,i)

crn(to)=Jo

i/''-T(C,n.l･71,I)

7(to)-r(wn(to),0･o)

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

となり,リカッチ微分方程式 (4･109)とその補助方程式(4･110)および終端条件 (4.55)～(4.60)より

t上,"-W(crl1-1.7"-1,Lur-,t)
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tL･n(t/)-f(crn--(i/))

となる.式 (5･1)と式 (15･2)より閉区間【to,tf]に対 して

qn-go+
/.(
X(Jn(T)Iln(T)･T)dt

となりそして

Ilgll+1(i)-crn(i)Ll

Ilk(crn+1(T).In+1(T),Tト X(Jn(T).Tn(T),T)‖dT

HX(Jn+1(T),Tn+1(T),Tト '̂(qn(T),1,n+1(T),T)=dT

I/o'
lIX(qn(T),JYn+1(T),T)-X(crn(T),Tn(T),,)lldT

(5.6)

･/.LLi..,qn･1(T,-Jn(T"dT･/.'L紺 .･l(T,-1′n(T"dT (5･7)

ここで,上5'とLt'は閉区間【to･tj]上のそれぞれ とっに対する非線形関数x(J,7･t)のリブシッツ係

数であり,次の条件を滴たす.

IIX(cr,7,i)-X(0-′.,7,i)II≦L三°IIcr-g/日

日x(or,71,i)-X(J,T/,i)‖≦LIYIl7-7′ll

(∀J,J/∈Rs;∀1･･7′∈Rn-S;t∈【to･tfl)

式(5･3)と式 (5･4)より閉区間【to.tf】に対 して

Tn(i)-r(wn(to),qo)+
/.I
T(crn(T).7m(T),T)dT

となりそして

Il7n+1(i)-Tn(i)II

≦llZ(wn+1(to),C,o)-I(wn(to),cro川

I/.AllT(qn+1(T),7n+1(T),T)-T(qn(,),ノー(T),T)lldT
≦Ill(wn+1(to),croト r(wn(to),cro)ll
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/.I

/O'

IIT(qn+l(T).つn+1(T)､T)-7-(qn(T)1rn+I(T).T)II,lT

ll7-(J'l(T).1n+l(T).T)-71(Jn(T),Tn(T),T)lldT

≦LZwllu･n+1(to)-wn(to)ll

/oL
/oL

Ltllcrn+1(T)-qn(T)lldT

LTllTn'1(T)-Tn(T)lldT (5･8)

ここで,前のLqXとLデと同じに,LtとLTはそれぞれ と7に対する非線形関数71(cr.1)のリブシッ
ツ係数である･式(5･7)と式(5･8)より

IIcrn+1(t)-qn(i)ll+lI-/n+I(tト Tn(t)ll

≦LruHIL･n+1(to)-wn(to)ll

/.I

･/.t

(Lf+Lt)llqn+1(Tト crn(T)lldT

(LJt'+LT)‖7叶1(T)一十一(T)lldT
≦LrwHwn+1(lo)一㌦ (to)ll

/.Aβ1(llJn+1(T)-Crn(T)lI+侶n+1(TトTrl(T)lI)dT
ここで

β1-max(Lま●+L㍗L.A;I+LT)･

グロンウェル不等式を利用して

llcrn+-(i)-qll(I)II+日で+1(t)-7n(t川

≦Lrwll比,n+l(lo)一㌦ (to)lleβltt-tO)

が導かれる.

次にS-t/+(0-i(to≦S≦t/)とおいて,式(5･5)と式(5･6)より

Lか -泳(5'''ll,うn-1.{u'1,S)
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(5.10)

(5･11)



㌦(lo)-I(6n-1(to))-F(o･"-1((/))

となり.ここで

6(S)-J(tf+tors)

;I(S)-7(i/+to-S)

は･(S)-Lil(i/+to-S)

式(･3.ll)と式(･5.12)より

LIyn(S)-I(6n~1(lo))+/osW(6n-I(T).う"-1(T).tL,r'(T).T)dT
となり.そして

IILL'.n'1(S)-Li.n(S川≦HF(6n(to))-I(6n-1(lo))H

I/.S

(5･12)

Il一ん(6n(T).A/'l(T).～t,n+I(T).T)-VU.(6n~-(T)膏 n~l(T).tbn(T)､丁)‖dT

≦llf(6n(lo))-I(6n-1(to))II

I/os

I/os

I/os

11泳(6n(T).うn(Tい び+1(T).T)-ViJ(611(T).;/n(T).tan(T).T)lldT

l匪(6''(T).;/n(T).tL･n(T).T)一面(6n-1(T)守 l(T).tt.n(T).T)=dT

J画(6n~L(T).早くT)Ii.n(T).T)-ViJ(6nl1(T),ヂ~1(T),tan(T).T)IId'

≦L訓6n(to)-6n~1(to)lI

I/.S

･/.S

(L㌘lllと･叶l(T)I1むn(T)ll+LqYVII6n(T)-6n--(T)lI+LTYVllで(T)-i/n･~1(T)E.)tlT

LVbV‖tL･n+1(T)-1I.n(T)‖dT+L訓6n(toト 6rl-1(to)II

I/osβ21116m(Tト6m-1(T川十日で(T)-早い)(T)旧dT
が導かれる･ここでLtT･L㌢.L㍗およびLfは閉区間【to.i/]にそれぞれ変数LL･､6と小二対する関数
症(6,i/,dl.S)と7(6(to))のリブシッツ係数であり.

β2-maXiLT.ILrJ)
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も定義される.

さらに式(5.9)を使って

陣n+1(S)- 〟(S)‖≦
/_､
Lm ･lun+1(7-)-血n(T)IIdT

･L紳 (t0,-6n-I(to)‖+欝 Iw,7･.(to,-wn(fo,‖(edlTI1)

となり,ここでr-t/-to･グロンウェル不等式を利用して

IIJ･n+ 1(S ) - LU l(5･)=≦ (LflE6n(to)-6n- 1(to)Il

β2上£(eβ】γ-1)
lluln((0)-Wn-1(i.)‖)eLT'S-′o'

5-t/のときIUz(t/)-W"(to)ということに注意し

IILL･n+1(to)-LUn(to)Ll

≦LfeLごT仲 n(I/)一gn-1(tJ)‖+lhn(tJ)-7n-1([/)=)

･(

βl

LfL:,eL㌣TeβlT+

IItL.∩(to)-LL･n-I(to)ll

β2LZw(eBlr-1)eL碧T

≦ β3llwn(to)一 ㌦ -1(to)H

T.βlZLfL.(eβ.T-1)eL57T
β｡-LfLfueLTTe･βlT+

ここで

lltu"(lo)一 一L,･n-i(to)lI

したがってこのアルゴリズムの収束性の十分条件は

0<,9.1<1

で与えられる.上の式においてリブシッツ係数LX,LT.LWおよびLfとLFはそれぞれ微分方程式

(4.48),(4.108).(4.109)と(4.110)および初期値と終端億条件 (4.61)と(4.55)～(4.60)によって決

められる,β3はこれらのリブシッツ係数とTによって決められる.

これらのリブシソツ係数を考察してみよう.4.5の(4.106)を考える.

a≡A(()-
aC(0.I)

∂.1:
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b=B(0,i)

i(.Lt,[)≡C(.T.i)-C(0.t)

h(x,t)≡B(L･,i)-B(0,i)

をおくと(4.106)は

.i(i)-a,x･(i)+bu(t)+I(.tl.i)/-7(.L･,i)u(t)

と書き換えられる.ここで,

∂J(0,と)
∂.t･

= 0

I(0,t)-0

A(0.i)-0

(5.17)

が成り立つ.

新しいベクトルyと=の導入によって,a,a.I-(.1･.i)と恒 .t)はO,bJ(.7･･,i)とh(.ll.t‖こなる.そ
こで.最適制御量は

vopt--R~1【bl+九1]T入-A-llb2+h2]TFL

と書き直す.式 (4.48)と(4.108)より,

lZ]- [::::日 '芝目 ;器 ;鍔 皿 ]･o (U.二木 L･t)

-aJ-bR~lbT7+0(J,7,i)

[三]ニー [QQをQQ23日 三口 話 aa.3: 日 ニ].@ (y･,=･A,FL,i,

--Qq- aTT+¢(J,7,i)

0(cr,7,i)--

ここで,

blR-lhT+hlR-1(bl+hl)T b]R-1h･2T+h.R-1(b2+h2)T
b2R-1好 +h2R~1(bl+hl)T b2RIJhT+h･2R-1(b2+h･2)T

･出
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･=- 1 ･-1 II _二 ∴ 二二=: _: 二 二 ~

式 (5.24)と(5.25)から,βと率について.

0(0,0,I)-0

¢(0.0,i)-0

aQ(0,0,t)
∂q

∂4'(0,0,t)

∂｢

(･5･2･5)

が導かれる.これらの性質があるから.0と卓の局所的なリブシッツ条件について.つぎのことがい

える.

閉区間【to,t/]に.任意の正数り-と,l･2について正数L計り2とLgl､り2が存在しっ各6,g/∈Rs;lc,卜
lo-'l≦･'71及び ｢′,7/∈R'1-S:hl.h'l≦112に対して

10(cr,7,i)-0(cr′,T',i)I≦Lg;'りっ(lJ-q'I+l7-7'l)

煙(6,7,()一重(cr'ィ .t)A≦堵 '77(lcr-cr/l+lTl州

またリブシツツ係数L;ltり2とLal,り2がりlとり2について単調減少で,また

りl!tl,n_｡LBllり2-0

り2!liTl_0LgI'り2-0

を満たす･そこで･式 (517)のLqAとLT及び式(5･8)のLtとLtについて,

Lil.L才●≦ma･1･(l回ⅢblrlbT‖)+Lgいり2

Lt,LT≦ m,t･t･(‖可=lQH)+Lgl'り2

であるから,解軌道が原点に近いほどリブシソツ係数が小さくなることが明らかになる.他のリブシソ

ツ係数についても,同じ解析も行われる.
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以上の議論によって.制御期間が短いほどと原点に近いほど 十分条件(5.13)が満たされやすく

なるということが分かる.
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Chapter6

数値例

6.1 非線形最適レギュレータ問題数値例

4.1で提案したニューラルネットワークによる非線形最適レギュレータ構成法の数値例を示す.

非線形システム方程式

∬1=∬2 ･

i･2- -.Tl+(1-cL.Ti)1･2+u .

ここで α=3.0

2次形式評価関数

J-喜L∞(車 ITW )a,･
が与えられたとする.この非線形制御問題に対して,ニューラルネットワークによる非線形最適レギュ

レータを設計する.ここでは.入力層に2個のユニット 中間層に8個のユニット,出力層に2個のユ

ニットがあるという3階層ニューラルネットワ-クを構成する.すなわちn-2,q-8.さらにこの

例について十分大きな終端時間をとって,i/-30とする･学習係数はcl- C2-0.07で,T-1とす
る.状態変数.111と扉 よこのニユ-ラルネットワークの入力として,これらの状態変数は四角形

-2≦ .t･1≦2

-2≦ ∬2≦2

の中にある･4･1によって,下のような4対の初期値点れ(0)と1.2(0)が選ばれる.

ト2,-2】,ト2,2】,【2,-2】,【2,2ト
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微分方程式(4.12)と(4.13)を解くと,4対の.t･とhの軌道がとられる.これらの軌道に沿って,状態

変数xを選択し,その.Tに相応のh,の正規化されたkを剛 ､て,ニューラ)I,ネットワークの学習を行

う.図6.1と図6.2は不同な初期値で状態変数.Tとニューラルネットワークの出力pを示す.図6.1

の場合には,初期値点は【0.7,0.6】で,評価関数値は1102897 (1.10775は線形フィードバックの場合)

である.この評価関数値は微分方程式(4.12)と(4.13)から求めた評価関数値 1.02886とほとんど同

じである.この例については,中間層に8個のユニットでずいぶん良い精度が達成した.中間層のユ

ニット数をもっと増加すれば,より良い精度が達成できる.必要な近似の精度を達成するために,実

験で適当な中間層のユニットの数を決めなければならない.図6.2の場合には,評価関数値は1.20487

で,線形フィードバックの1.41499より小さい.さらにパラメ-夕αは-200から200に変化しても.,シ

ステムはまだ安定しているのが明らかになった.
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6.2 終端点拘束問題の数値例

終端時刻が固定の場合と未知の場合について.4.2と4.3に述べた計算アルゴリズムの有効性を

検証するために,次の数値シミュレーションを行う.

はじめに終端時刻固定の2次非線形最適制御問題を考える.

システム方程式 :

.tt1- .1･2 .7:1(0)=1

.i･2- -.ttl+(1-.Ti)1.2+a a･2(0)-0

評価関数 :

J-;撫 +車 軸

場 合 1, 棉 - ( :.:'(;;)I (三) -o

場 合 2 ) y(5)ニ ー 1- 3:1(5)+.1･2(5)-0

場合3) a(5)-言･Tf(･5)-1･2(5)･1-0
図6.3,図6.4と図6.5はそれぞれアルゴリズム2を用いた結果を示す.ここで≠(0)-0.8とした.秤

価関数値はそれぞれ2.0556,1.6857および1.6866であった.図6.3,図6.4,図6.5に示すように終端

拘束は十分満たされた.場合2では4回の繰返し計算で,終端誤差は1.0×10~Jとなった.同じ計算

精度を実現するには,2次アルゴリズムの第2変分法と1次アルゴリズムの勾配法ではそれぞれ9回

と29回の繰返し計算が必要であった.図6.6は場合2の収束状況を他の方法と比較して示した.場

合1と場合3についても.同様の結果を得た.アルゴリズム1を開いても同じ計算を行った.その結

果,場合3についてはアルゴリズム2より収束はや 遅ゝくなった.

終端時刻未知の問題について,4.3で提案したアルゴリズムを用いて.シミュレーションを行った.

前のシミュレーションと同じシステムを使ったが,評価関数は

J-訂 (車 1･恒 '2,clt
とした.

前の終端条件の三つの場合について､求められた最適終端時刻はそれぞれ3.5196,4.3157,5.1080

であった･このとき評価関数値は1･8945､1･6758,1･6859となった.図6･7は場合2のt/の収束状況

を示す.
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図6.3:SRTMによる状態軌道 (場合1)



図6..5:SRTMによる状態軌道(場合3)
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1

0
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6 7 8 9 10ITERATION図 6･7‥号の収束状況 (場

合2)6.3 制御量制約問題の数

値例4.3.3で提案したアルゴリズムを検証するため上と同じシステムを考える.

ただし.次のような制御量制約 : II

L(t)I≦1と評価関

数 :J-;L3が与えら

れている.場合1)場合2)(.

Ti+



∬1(0)-1.1

ユ･2(0)-0･0

4,(3)-0.3.ri(3)一 .tt2(3)+1-0

場合1について.図6.8,図6.9は合成リカッチ変換法の計算法を用いた結果を示す.ここで.評価関数

値はJ-1.4720,終端誤差はや(3)-0.000041であった.7回の繰り返し計算で,充分収束することを

確認した.場合2について,計算結果は図6.10と図6.11に示す.この場合,非線形の終端拘束をもっ

ており,それにも拘らず8回の繰り返し計算だけで.充分収束した･このとき,評価関数はJ- 1･5528･

終端誤差は4,(3)-0.000058であった.シミュレーションの結果より･本アルゴリズムの良好な収束

性と計算精度をもつことが明らかになった.

図6.8
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3.0図 6.11‥制御量†′と修正

量β(場合2)6.4 マニピュレータ制

御への応用数値例4.5のアルゴリズムを利用してマニピュレータの最適軌道制御への応用を試み

る.n自由度のマニピュレ-夕の連動方程式は一般に次式で

記述できる.27)ノu(q)4+C(q.6)+g(q)+I(4)
- 71 (6.1)ここで､q∈ R ･-はジョイント変数ベクトル.〟 (q)∈R nXnはアームの慣性行列･C(q･

4)∈R'1は遠心力とコリオリ力を表すベクトル,g(q)∈Rnは重力の影響を表すベクトル.f∈

R nは摩掩カベクトル.T∈ R nはジョイントトルクである..7･-lq.6]∈R 2'-を定義すると･式(6･1)は式(1

1106)の形に書ける.そして､SRTM法を利用して.ある終端拘束をもつマニピュレータの最適

軌道制御を実現できる.ここで例として図6,12の垂直平面内2-リンクマニピュレータを考える.各

リンクは均質で.質量は ml,m l2.長さは271,27･2で.また関節の粘性摩擦係数はd..d2とする.時計回

り方向に第1リンクにトルクにTlが.第1リンクと第2リンクの間にトルクT2が働くものとする.こ

のマニピュレータの最適軌道と最適制御量を計算する.このマニピュレータの運動方程式は式(6.2)と式 (6･3)の

ようになる101 [:i'..:]

- 闘 [:::三]+J2+'2(ブcos.l･2 J･2+
jcos･11･ZJl2+3cos.l･2 J･2



図 6.1



-β̀2.T,3:1X:;sTllL:4㌔'sin'r牛 lZ-dm ::]
-['ml

- [;:]

+2m2)ll.gSilll･l+m212gSill(LL･l+1･2)
m･212gSin(.Tl+LL.2)

ここで

Jl-喜-lL?.("tl+4-2)lf

J･2-喜m2L,2･-2Z,2

L1-2m2lll･2

.T1-01..1･12-02..1･3-01..TJ-02

であり､C1.0･2は図6.12に示される各リンクの角度である. 式(6.3)より

[三43]- ノu11(.L･･2,[;.:]

+Ju~-(g(.rl‥l･2トC(.1･2-L･3,1･J)+D

B(1･)u+A(.1･)

となる.ここで

･､- -[

g -

Jl+J2+2βcosユ･2 J･2+Licos.T2
J2+E3cos.r2 J･2

(ml+2m2)llgSill.I･1十m2l･29Sin(.ttl+a.2)
m･212gSill(J･1+ttl2)

C -[-β(2LTS.;Tl;sITTi.2'sinlt'2

D -lZId冒]

β(.1･) -ノu一l,u-【TIT2】T

]･[.dl｡鵠 J3]

A(.T) -Ju -I(g(.Tl,ズ2)-C(.1.2..1･3,3:.)+D
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式(6･2)と式 (6.4)を式(4.106)の形に書くと
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ここで･ll:10,･T20,･tt30,.T40はそれぞれマニピュレータの各リンクの角度と角速度の初期値であり,

二 二 二 一二一-二 二

A3-AI･llz=oI AJ-ATl･2lZ=｡

[芸.:]-Ju-】
Xl-[1111,･T2】T, _Y2-【x3,.T4】T

cl- lZ] .C 2- C -A 3 に ト AA l::]

さらに数値計算のため

m1- mJ2-1･ll-l2-1.9-9.8
dl-d2- 1
R=[崇],Q-0,F-0

D- [三冒 .oZ] ･E - [:::]

を与える･ いろいろな初期値と終端拘束条件について,提案したアルゴリズムによりこの間題を計

算した.

場合1)図6･13はt/-3･0,a･(0)ニト400,1200,0.0】T,.L･-d=500..T2d=900のときにSRTMで
10回の繰り返し計算後におけるマニピュレータの動作を示す･このとき終端拘束誤差は0.000029で,

評価関数値は230･3であった･図6･14はその場合の評価関数値と終端誤差の収束状況を示す.

場合2)図6115はt/-2･5,･T(0)ニト400,00,0,0]T,∬.a-600,.t･2d=OoのときにSRTMで6回
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l=2.4

t=2.7

図6.13:SRTl工によるマ二ピュレ-夕動作 (場合1)
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図6.ll:終端拘束誤差L･と評価関数Jの収束 (場合1)
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の繰り返し計算後におけるマニピュレータの動作を示す.この場合.終端拘束誤差は0･000892で,秤

価関数値は1196.5であった.



図6.1
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Chapter7

士三∠ゝ
口己Fff]

本論文では.筆者は非線形最適制御の数億計算法の研究を行い.非線形最適レギュレータ問題や終

端拘束をもつ非線形問題や制御量制約をもつ問題や終端時刻未知問題などについて.ニューラルネッ

トワークと合成リカッチ変換法を導入して.新しい計算アルゴリズムを提案した.

第3章では.終端制約のある問題を解くために導入する合成リカッチ変換法を紹介し.さらに.こ

の合成リカッチ変数の準正定性を証明した.

第4章の4.1では.リカッチ変換式を開いて構成したごとhに関する微分方程式より導かれた最

適非線形フィードバック別を実現するために.優れた非線形写像を近似する能力をもつ階層型ニュー

ラルネットワークでこの非線形制御別の近似解を構成する方法を示し.階層型ニューラルネットワー

クによる非線形最適レギュレータの構成法を提案した.シミュレーションによって.この非線形最適

レギュレータ構成法の有効性を確認した.

第4章の4.2.4.3.4.4.4.5では.終端拘束をもつ問題や制御量制約をもつ問題や終端時刻未知問

題などについて.合成リカッチ変換法を導入して.新しい計算アルゴリズムを提案した.合成リカツ

チ変換法を用いる2次形式最適制御問題の数値計算法の特徴として.本法はシステム方程式中の非線

形関数の1階微分だけを使って.原理的には1階微分を使う1次アルゴリズムに属するため.アルゴ

リズムが簡単で.いくつかの数値シミュレーションを行った限りでは収束は勾配法などの1次アルゴ

リズムより_ずっと速い収束が得られたばかりでなく.2階微分を使う2次アルゴリズム程度に速く.

またオーバーフロー対策を必要としなかった. 同時に.終端誤差も十分′トさいことが確認さjtた.本

手法を2-リンクマニピュレータの最適制御問題に応用したが.安定した速い収束と十分小さな終端

誤差を得ることができた.いろいろな数値例とマニピュレータ制御問題へのシミュレーションの結果

などから.本手法の有効性と突刺生が確認された.第5章では.合成リカッチ変換法の収束性を考察

し.その収束の十分条件を導いた.
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AppendixA

付録

A.1 記号

(1)け一次元ベクトル関数伸 ･)と′一次元ベクトル変数･rを

･r-(.:.I:二)
と表す.

(2)変数.γに関する関 数 Jの偏微 分は

孟 f- I,I

と表す.

(3)n次元ベクトル変数.1･に関するスカラ関数 /～の偏微分は

･～T- (fj,'….1.)

と表す.

(4)‖次元ベクトル変数.t･に関するベクトル関数.qの偏微分は

-1
i1
･
･･
1
JJ

q
J

〃
J

′/
し

こ∫りJ

＼Jm
n
.

-
"

〃J

り

｣
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(5)ベクトル変数ユ･に関する行列A∈RPXqの微分は次のように定義する

Aェ-(二;)
ここで

1
H
,･･
P
.エ

α

α

//し
こJA

＼J
C>
1

ハY
-

1
J
...
p
.∫

α

α

(6)添字Tはベクトルあるいは行列の転置を表す.

(7)環R上の任意の二つのマトリクス.i∈RmXnとB∈RPXqについて.クロネッ力積 (あるいは直

積)をつぎのように定義する.

1∈)β ≡

allB a12B olnB

a21B a･22B .･･ o･ZnB

amlB am･2B ･･･ am,.B

∈ R mPX'Nl

つまりクロネッ力積 ･4㊤Bは･al,Bを(i,j)ブロックとするブロックマトリクスである.クロ

ネッ力積については.参考文献【28】を参照されたい.
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A.2 線形最適制御問題の合成リカッチ微分方程式とその補助方程式

の導出

まず微分方程式(3.26)と(3.28)を書き直して

[三 ] - [_･4Ql,T-Bl_RA-TIB2T][:]･[篭｡IBl_71-TIBIT][;] (A･1,

[;]-[_Ail-B2_7413TIB2T][;]十462 ~B2_74-TIBIT][;] (A･2,

が得られる.合成リカッチ変換式(3･32)を剛 -て式(1･1)と式(A.2)のベクトル【yT,FLTlTを入れ替

えると

[三]-[_A;-Bl_FiJTIB'2T][:I言::日三]

･[IAG｡ ~Bl_BA-TIBIT][;]十ii-Bl_RAI.TIBl2T把](A･3,
[;]-鳥.lB2_RA-3TIB2T日記iI:日三]

･鳥2~B2_74-;
-B2R-1BIT
][;]･[_Ail-B2_74-3TIB2T][;.:] (Al4)

となる.式(3.32)の両辺をtで微分すると

[/1L]-[IiI点 [;]I [Z I言 .1 li目 蓋 ] (A･5'

が得られる･式 (･4･3)と式 (A･4)を,式 (A.5)のlbT,iLTlTと【iT,iT]Tに代入すると次の等式が得ら
れる.

01- 02

01- [_AQl,T-B2_7414TIB'2T][三言.2日;]･[_AgュIBl_RA-2TIBT][;]

I[_AQl.T
-B2R-1B2T
誓4-TIB2T][;:]
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02- [拍 [;]IlI;:;I::42日_AG2~B21RA-TIBIT][三]
･[_AG1-B2_RA-3;-B2R-1B2T農芸:42日三]
･農芸42日_AG1-B2_FA13TIB2T]ls:目 蓋]

等式(Jl･6)の両辺が変数ベクトル【=T,入T]Tに無関係に成り立つことを条件とすると,微分方程式 (3.33)

と(3･34)が導かれる.

80



A.3 合成リカッチ変換式のリカッチ変数の性質について

まず.,行列KIを次のように定義する

玩,-人て】人-3:二-二∴_:二二
この行列k:を使って.微分方程式(3.33)を書き直すと

-A - [ ~B･174-;BIT -Q?

- Jl'r

B 2R~ lB f'

(_i.7)

･ [-6 1TL B･三 ㌔ ] - LiGl~B2_?il; B .2T ]k (-118)

になる.さらに.終端条件式(3.35)から(3.38)までを書き直して.

Kl(tI)-O
KI2(i/) - -Dr1D･2

K:3(lI) - -DITDrT - -(DI-ID･2)T

KJ(tf) - F,-D･TD.-TFl2-F,TDlllD2+DL2TDl7FID,-1D･2

- [-(D.llD 2 I , lFF,iFi23 日 -DrIID 2 ]
(A.12)

(A.13)

になる.求 (.i.9)～(_i･12)から.K(f/)が対称行列ということが明らかになる･線形微分方程式(･i･8)

は対称であるから.L̂の定義式 (.i.7)によって

I1-1-A:ラ-灯ニーI{I (A･14)

が簡 単に得られる.

また.微分方程式 (.i.8)を展開すると.K二1すなわちIl-2についてのリカッチ型非線形微分方程式

(.4.15)が得られる.

一九一2 -B.R~1BT-A--B2R~lBTIBIR-lB･2TIl'1+IjlB･2月~1B12TIl7

-1r･2J4rf-LilIl'･2+Il-ト43Il'12+I1-･2_43TArlT-ムー2QIIlr2

- rR~1rT+△11-2+Il'2△T +II-･2QIA'2
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〟2恒 ) - 0 (A.16)

こ こ で .

r-B2-A-1B2. △ニー,il+̂ '1.13

参考文献 【28]の補語 13･5により･微分方程式(A･15)の解が0≦I≦[/で存在すれば,AI2([)が実対

称行列である.さらに.

rR-1rT≧O. III2(I/)-0

であるから.Il-2(i)は準正息 tの減少に対して単調非減少である.すなわち､

'̂2(tl)≦K2(t2) lJ≧tl≧12>_0 (A･17)

同様に.微分方程式(.i.8)を展開すると,K:4すなわち1r3についてのリカッチ型非線形微分方程式
(A.18)が得られる.

-A-3- Q3+Il-1TQ2+Q,TA'･2+Il-.TQ.A,1

+ム~3_41+11{3′1311~1+_耳Il-3+I'圭13TII3-A-3B2R-1B2TA,3

- TQTT+A-3A+ATIl'3+Il-3B2R~lB2TIl-3

A I3(t/)- [-D,TD1-T I]F

一二一- 二二

こ こで .

A-AJ+_43A-1

1r2の場合と同じように･微分方程式(-4･18)の解がo≦i≦i/で存在すれば ^-3(i)が実対称行列であ

る.さらに.

TQTT≧O, ム'3((/)≧0

であるから.A-3(i)も準正定.tの減少に対して単調非減少である.すなわち,

Il,3(tl)≦Il-3(t･2) tj≧ tl≧t2≧0
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A.4 こごとhに関する微分方程式の導出

式(4.6)を式(4.1)に代入L

i･(i)-A.t･(i)-BR-1BT人+C(.㍗(i))

となる.リカッチ変換式(4.10)を式(_4.21)に代入すると

il(i)- .4.1･(i)-BR~lBTA'.T-BR--B'rh+C(1･(i))

-(AIBR~lBTIl-)'･-B月~-BTh+C(.t･)

さらに.式(4.10)の両辺をタについて微分して,

入=A,i･+h

となる.式(_4.22).求 (4.8)を式(1.23)に代入して

IAT(Il-.L･+A)-Q.Lt-Cl(AI∬+h)-

Il-(A-B月~1BTA-).t1-A,BR-1BTh+Il,C(.i.)+良

となり.整理すると

lh+(AT-A-BlrlBT)h+IJC+Cェ(II.I.+h))

+lA-.4+.471人-+Q-Il-BR-1BTIll.r-0

となる.氏(_4.2･5)を.1･と無関係に成立させるためには,

-IL4-.4TI1--Q+AIBR-lBTA--o

h- -(A-BR~lBTK)Th+A-C+C,(Il'.T+h))

(A.21)

(A･22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

となることが必要である.式(4.16)～(i.19)を用いて,式(A.22)と(A.27)から.式(4.12)と式(4.13)

が導かれる.

また,変数h(t)の終端条件については,レギュレータ問題として,.t･(∞)-0が要求されるから･

h(∞)ニス(∞)-Il'LT(∞)-0

が得られる.
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A.5 ニューラルネットワーク結合荷重の修正則の導出

最急降下手法を用いて,

aE

△ail, = -Cl高石

aE

△bl,i=-C2百后

b1,,は出力層の結合荷重であるから,

∂E ∂E ∂動

∂bzl.} ∂33i∂bi,]

q

- -(A.再 ,)d(∑ b7,[=L)Z‥
勺･-il

シグモイド関数4･(･)が

My)三 宝 芸 ,

であるから,その微分は

4･/(y)-
(1-4･(y)2)
271

で表される･式 (A29),(A･30),(A.32),(4･24)と(4.25)から式 (4.28)が導かれる

at,jは中間層の結合荷重であるから,

aE aEap a=

∂ai,) aP∂Z∂ai.)

- 裏 芸 莞 岩

n q n
--∑ (hL一 拍 ′(∑bl,mZm)bu d(∑a叩Xm)x･いJ=1 m=1 m=1

ここでEt-(hL-動)2/2.
同様に,式 (A･28),(A･32),(A･33),(4･24)と(4.25)を使って,(4.29)が導かれる.
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A.6 非線形最適制御問題の合成リカッチ微分方程式と補助方程式の

導出

(4.53)式と(4.54)式の導出について.まず微分方程式 (4.46)と(4.48)を書き直して

二 二- 二∴

十43｡
li ]- 鳥1

･lI32

-BIG-lBl-Ar-C2二
-BID-1BIT-ji･T-cl=
-B2IrlB･2T
IA3TIC2y
-Bl21rlBl
-JIT-Cly

(A.31)

(i.3･5)

が得られる･合成リカッチ変換式 (4･52)を用いて式(jl･34)と式(.i.35)のベクトルtyT.FIT]Tを入れ

替えると

[IIL]- ljQl.T

烏｡

十･l;

-BID-1B2T-_i.T-C･2=
-BIR-1Bl-112T-cl=
-BIIrlB2T-_耳-Cl2ニ

出

目:.:]I[cil]

li]- 鳥1-_三23TR_llc?yllI:::II;::日三]
烏.2

･鳥l

-B2RllBT-,iT-C'y
-B21rIB･2T
I-iT-C2y

出

目S.:]･[cn
となる.求 (4.52)の両辺をfで微分すると

lFi.]- [告 .北 ]+ [三言 J2日;]I [:.: ]
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が得られる･式(A･36)と式(-1137)を.式(･i･38)の【bT,iLT]Tと[～lT,入T]Tに代入すると次の等式が得
られる.

01- 02

02-

-B2R-1B2T
IA4TIC22
-BIRllBIT-AぎーCl二
-B2R-1B2T-ALT-C2:

監IIiI42日三]

･監ZI42]LAG2

･[意

-B21rIBIT-AT-cly
-B2R11B2T--4TIC2y

･lI::言iI:]LAG-
-B21rlB2TIA3TIC2y

]二l∧
｢.__lll｣

(A.39)

こ こ で

･監芸IJ2日Cn+[三:]
等式(A･39)の両辺が変数ベクトル【=T.AT]Tに無関係に成り立つことを条件とすると.微分方程式

(4.53)と(4.54)が導かれる.
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論文 【3]:第4章,第5章,第6章
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