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研究成果的概要

数ヰーから数万個のプロセァサをキ γトワーク結合して並列に動作させる組

並列コ y ピュータ(~'I国s iwly pa.rallcl co叫 )uter)は、コン ピュータの処理

速度を向上させる方法として有望であり、 VLSI技術等の避曹により実用

となりつつある。

起並列コンピュ タにおいては、ネットワ クを構成するノードのプロ

セッサやリンクの一部が陣将を起こした時に、いかに処理を続行させるかと

いうことがHlI也として上げられる。

本稿文は、組並列コンピュータ上でノードやリンクの一部に障害がある場

合に、コンピュータの処理のうちでも軍要なソ テイングを継続して行う Ji

法についての研究の成果をまとめたものである。

本論文の構成は次のとおりである。

まず、 11;1で研究の概要を述べる。

2 :l;iでは、プロセァサを有弦環(Chordal Ring) ~)に結合したネ y トワー

クにおいて並列処理向きのソーテイングアルゴリズムであるバイトニック

メートを 1~ って並列にソ ティングを行う方法について述べる。

3f.'lでは、有投環結合ネァトワークを情成するリンクのうち任意の l本ま

たは 2本カぎ陣容を起こ Lた時!こ効車的に代特経路を取る手法をパイトニァク

ソートを例に上げ示す。

4 t;iでは、ネァトワークのノードに当たるプロセッサが障告を起こ Lた場

合に、障者ノ ドの影帯を除きパイトニック ソートを行う手法について述

べる。

本研究は、著者が防衛大学校理工学研究科所属時に行った 2f，1の研究を1.
に、本学において 3_ 4常の研究に琵展させたものである。
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1 序論

コンピュータの処理能力を向上させるために、世千個から数万倒の小型プ

ロセッサをネ ァト ワーク状に結合して並列処理を行う、いわゆる超並列方式

が研究されており、商用機として実現されているものもある。いい川

このようなコンピュータは、起並列コンピュータと呼ばれている。

この技術的rff.lには、近年のVLSI技術や光通信技術等の進歩がよげら

れる。判

コンピュータで行う処理のうち、データの照合や探茸のためにデ タを一

定聞序に配列し直すソーテイングは全処理時聞のうちかなりの割合を占める

重要な処理である。

超並列コ ノピュータ上でのソーティングについては、いくつかの結合方式

について研究がなされている。 (7)吋¥2)このうち正方格子(~'I esh (7))結合

においては、データを各々 l個ずつもつ n倒のプロセッサからなる組並列コ

ンピユータ上でバイトニックソート川)という手法により O(、/司の時1111で

処理できることがま口られている。(7問}

ネγ トワークの各ノ ド当たりのリンク数 kは、 正方格干結合において

は (周辺部に折り返しがあるものとすれば)k = 4となる。リンク数 kをコ

ストに関わるパラメータと考えると、 Aは1--ない方が好ましいことになる。

そこで本論文では、 kをさらに lつ減らした k=3の有弦環 (Chordal 

Ring間)結合をとりあげ、ノード監"-データ世"の有弦環結合ネットワー

クにおいては、ソーティングの処理時間は O(、jiilogn)となることを示す。

ところで、ネットワ ク型超並列コンピュータにおいては、陣容時の処理

方法が問姐として上げられる。

ネ ットワークを構成するノ ードやリンクの一部に障害が発生した時、障~

筒}軒町能響を除き処理を継続する手法治f&:.~となる。

リンク降臨時には、代替経路をIHいることにより処理の継続カ可T能となる。

そこで本論文では2番目に、 リンク陣持時の宥弦環結合ネ ットワーク型起

並列コン ピュー タ上での代将経路のたどり方について‘リンク陣容が l本町

場合と 2'ドの場合についてバイトニァク ソートを例に上げ示す。

また、 有弦m結合ネットワークにおいては、リンクの代特経聞長は'，:;¥'に 5

となり、|草書リンクがIヶ所の時には全粧品長の明加は O((log叶')制度に

とどまることを示す。

一方、ノード陣将時においては、単に代替経路を求めるだけでなく 障担

ノードで行うはずだった処理の影響についても考慮しなければならない。

そこで本論士では3番目に、 ノード陣笹時町超並列コンピュータでのパイ

トニッ ク ソート町一般的手法を示 L、有弦環結合ネ ットワークへの適用方

法を示す。
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ノード障害時には.あらかじめ処理に冗長性を持たせ.障害ノードの位置

によりアルゴリズムの一部を夜直することによりソーテイングカ町I能となる

ことを示す。
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{注)

障省 (failure )、誤り (error )、フォ ルト[;兄は故障1(rault)という 3

つのm鰐については、次のように区別して使われている。'

ンステムの構成要曹の「フォールト」の結張、情成喪紫の出力の「誤り」

状態が先生 L、その結果ユーザから見たサ ピスの興惜「陣笹」が起きる。

也L、これらは相対的なものである。

本論文では.rソ テイング」というサーピスに対する拠柑という制点か

らノ ー ドやリンクの「障害」という月J~吾をf山った。

IJ，C，Larrie“Depcm/o/'Ie comlJUting and /o/er“IIce CO'I問p/~ alld termirlo/ogy" 
Dig， Pllp.. FTCS-15，1)1>.2.11(June 1985) 
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2 有弦環結合ネ ットワーク型超並列コンビュータに

おけるソーテインク

ネット円一ク型コンビュータによるソーテイングとは、ネットワークの各

ノードにあたるプロセッサが分散して持つデータを、プロセッサに一連に割

りつけてある順序に世って並べ直すことである。その並列処理的手法につい

ては、いくつかの研究が行われている。")吋1')

ところで、多数のプロセッサを控続するには、結合が規則的で、各ノード

のリンク数 kが少なく、かつ、最大ノード間距離 Dが短いことが望ましい。

一般に kとD とはトレードオフの関係にある。

ノード数が"の場合、 k=2の場合環結合となりD= n/2となって L

まうが、 1-=3においては、環結合の各ノードに弦を l本ずつ加え、弦を有

弦環(Chordal Ri時 )と呼ばれる形状に結合することによ って D=O(、/司
となることカe知られている。'G)

本訴では、この性質を用いて、プロセ ッサ を ~Î弦環結合型に不ツトワーク

接続し、その上で並列ソーテイングを行う手法について述べることにする.

以下、 2.1では有弦環結合について述べ、 2.2では各ノードにデータがl個

ずつある場合のソーティング、 2.3では各ノードに複数倒のデータがある場合

のソーテイングの方法について述べる。

2.1 有弦環結合

本論文でとり上げるリンク数1-= 3の前弦環結合とは.立のような結告

をいう。図 2. 1のように環結合において環に沿って-:ini，)Iニノードにイン
デックスをつけ、 一定の番号おき仁 2つのノードを弦(chord )で結合する。

このとき.弦は奇数品目ノード とそこから時計回り方向にある偶数番目の

ノードとを接続する。

n個のノードからなる有弦環結合において、ある弦の河端のノードIIIJを弧

(arc)に沿ってilliんだと きの距離を弦の長さ (chordlcngth)と呼び ωで表す.

このとき ωは、 ω壬11/2で、 IIJ= 11./2を除き奇散となる。最大ノード間

距離 dが最小になる設の長さは ω包 J百であり、このとき d勾 J百となるこ

とが知られている。開
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2.2 各ノ ー ドがテ一台を 1個ずつ持つ場合のソ ーテ ィンダ

2.2.1 J {"イト ニ yクソト(13){H) 

:{I弦環結合コンピュ タ上でソーティングを行うには、 パイトニ ァク

ソ トという手法が適している。パイトニック ソートは担調列 (bitonic 

sequellc巴)の性質を利用したソート法である。

llI.醐列とは、会7聞と降聞の2つの単調列 (monotollic開 qu叩 ce)からな

る順序列であり、順序列 (Q¥，a2.....tlN)がllI.淵列であるとき αl豆町三

壬α自主町+， 主 主α"，(1壬，壬 N)なる関係が成り立っている。又、llI.

醐列を巡回シフト Lてできる系列も程調列という。畳間列(a，守町、 'i、)

において次のような 2つの順序列を作品。

(min((lhα"'/2+1)' mi ll (a~. 01¥';2刊)....，mill{O.I¥'/2町(/，V)) 

(ma.X(lLl，州/2+1)，max(α2α"'/2+1 )ョ ，ma.x(a"'/2， a N)) 

すると、Illlllをとった順序列の各他は、 I¥l，LXをと った順序列の各他を越える

ことがない。又、各々の附序列It llI.捌列になっている。

この性質を再帰的に用いながら、次のようにしてソーテイノグを行う。

( I ) 2'仰のデータの単調列を 2組ずつ組み合わせて、 2i+1耐のデータの直

[剥列を作品。

( 2 ) 2;+ 1 事1のデータの現醐列から 2;+1 制のデータのj~ 醐列を作る。 この

際、上記の現欄列の性質を使用して、 2;+1個のデ タの直醐列から 2組の 2'

畑町データの程調列、さらにそこから 2'組の 2i-1個のデ タのllI.湖yll

と再帰的に繰り返し、 2;+ 1倒のデータのj~ 醐列を生成する。

( I )、 (2 )を繰り返すことにより、データ数 N= 2Pの時、 llI.嗣列の長きを

2'可23 ，? として行き 、最後に長き?の111.潤列を作成することによ って

ゾ テイングを行う。 2

データ数 N= 16のときの処理状況は、図 2. 2のように査すことがで

きる。(].1.，，237) 

2証明は付録 l~ml，
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この図においてデータは並列に左から入り右に出る。

矢印は、 2つのデータの比較を去し、比較の結果矢印の方向聞に大きい植

が、反対側に，1、きい値が与えられることを示す。ここでステ γプ(stcp )と

は並列処理Iカ町f胞な単位である。ステ ジ (stage )とは直醐列生成町単位

でデータ数 N= 2Pのとき zステー?において長さ 2'の単調列の対が、 つ

まり長~ 2'刊の!.Jl調列が 2P-(i+l)組でき、最終ステージで長さ?の単調

列ができることを示 Lている。

パイトニック ソートを有弦環結合ネットワ ク型コンピュータで行うた

めには、図 2. 2を図 2. 1上へマッピングする必要があり、このマッ ピン

グの手法が、この章で述べる主要な点である。

2.2.2 ノードの柵成と機能

各ノードのプロセァサは、経路レジスタ Rr(Routillg rcgistcr)と記憶レ

ジスタ R，(Stragc registcr )の2つのレジスタを持ち、スワッピング機能が

あるものとする。 R，は3つのリンクに接続されている。間

パイトニック ソートでは、半数のノードから他の半数のノードヘデータ

を送旬、そこで比較を行い、半数のデ タを空になったノードに送り返すとい

う動作を繰り返す。初めにデータを送る聞のノードを送信ノード、データを

受ける側のノードを受信ノードと呼ぶことにする。データ は、初期状態では

R，にあ り、送信ノ ドでは R，から 3つのポートのうちの lつを通してデー

タを送り出す。受信ノードでは比較すべきデータが到捕するまで他のデ タ

の疏れを妨げないようにするため.R，にデータを待避させておく。データの

比較は、受信ノードの R，と R，とのUlJで行われ、比較後退り返すデー タを

R，に、自対のノ ドに保持しておくデータを R.に入れ、 R，からデータを

送り返す。各ノード聞は、理方向通信カ可T能なものとする。

2.2.3 ノードの願書づけ

ノードにインデックスをつける方法について止に述べる。 {η ソーティン

グの処理時間をできるだけ短〈するためには、頻繁にデータの比較が行われ

る2つのノード1mほど、物理的に短い距離になるように願書づけを行う必要

がある。インデックスの他の援をインデックス距離(iudcx distancc )と呼

ぶことにする。図 2. 2からも解るように、インデ ックス距艇が短いほど頗

紫にデータの比較が行われるので、図 2. 1のように時計四り方向に附帯に

インデックスをつけることにする。
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2.2.4 弦町長さ

有弦環結合の性質よ旬、誌の圧さ wは .jnに近い帯数の値とする。31且
し、fI， = 4のときは ω=2、，， =8のと きは ω=4である。又、最適な w

町佑は唯一つとは限らない。

2.2.5 制掴手順

a 概要

制調手舶の概要を止に示す。

( 1 )送信ノードと受信ノードを定める。比較するデ タの入っている 2つ

のノードのうち、イノデァクスの他の小さい方を送信ノード、大きいプJを受

信ノ ドとする。データ を送信ノードから受信ノードへ送る時には帯住環上

を時計四りjJlIiJに送り、受信ノードから送信ノ ドへ戻す時にはE時計四句

方向にデータを量る。

( 2 )畳信ノ ドにおいては、 データをレジスタ 11，から R，に移動させる。

( 3 )送信ノードから受信ノードまでの最短挺路に沿ってデ タカ明くよう

に各ノードを制御する。

(0受信ノードのレジスタ R，.に比較すべきデータが到消したら、 11，と

R.との1聞で比較を行う。

( 5 )比較憧どちらのデータを戻すかを定め、自分で保持するデータを ん

に、戻すデータ を 11，に帯す。

( 6 )送信ノードにデータを戻す。データが戻った時点で lステップが完了

する。

b 送 受信ノードと距離の指定

送 受 信 ノ ドの指定及ぴデータの移動距離の指定は以下のように行う.

ノード数は 11= γとする。

[下順 1(送受信ノードの指定)J ノードのインデヅクスを gとすると、 e

ステージの j ステップで ly/2'-'Jが偶数のノードは送信ノードで、奇数ノー

ドli受信ノードである.但し、 0壬g壬"-1、i=1，2，"'，r，j 1，2....，i 

であり、lyJは g以下町最大皇室数を費す。

[手順2(替動距離の指定)J 送信ノードでは、 データをイ Jデックス距

離 x= 2'-}だけ動かす。受信ノードでは、データをレジスタ 11，から R.に

移す。

c 経路の指定 '61
2つのノード1111の拍短経由は、 lっとは限らない。例えば、図2.1において

ノードoからノード 8へ行く世f且経路としては‘(I)0→ 15 ..... 4 ..... 3 ..... 8、

(2)0-1-6→ 7.....8、(3)0-1-2-3 -8~がある。

3厳待にいうと.仰:::.foは録遁ではない.
(付録 '$照}
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弦を経路に{直う場合には、図 2.3のような基本的経路を考える。時計四

りJJJiiJ(CW方向)では、偶数帯Hノードから弧ょを lつ進み止に草仁を1

つ逃む経路をo経路弘上を lつ戻り止に弦上を lつ進む経闘を 3経路と呼

ぴ人許数帯目ノードから並上を lつ逝み止に弧上を lつill!む経怖を0'経路‘

弦上を lつ進み次に弧上を lつ戻る縦断をs'経路と呼ぶことにする。 E時計

!日lり方向 (CCW方向)についても同線な経闘を考える。

‘文献 (6)の(I-mo叫 β 11)0¥'(:のζとをよこでは。終路、 9続怖とした。

(3 
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時計四り方向の経路に附 Lて立の3つの関数C(司、 P(r)及び Q(x)を

考える。

C(x) ， (0(0')経路の回数)+ (β(β')経路の回数)

P(x) ， (0(0')経路の回数)+ (時計由り方向の弘上司経路の迫加分)

Q(x) ， (p(β')経路町回数)+ (巨時計四り方向の弧上の経路の追加分)

C(x)、P(x)、Q(x)は次の手順によって与えられる.

[手順3(続路の指定)} 送信ノードを O番目、受信ノードを z帯口とす

ると、パイトニ γク ソートにおいて zの他は x= 1を除き偶数であり、

ムx=xmod{ω+1)とすると、

( 1) rホ 1~守iのとき、
(a)0$6x壬1ならば、

C(x) ~ lw~ ， j ， P(x) ~ l;;;号ïj+6x.Q(x)~0
( b) 2壬.o.x$ω ならば、

C(吋~ r;;;手i1. 門x)~ r;;;士i1-戸乎三1' 

Q(x) ~戸千三1 (x間世)

( 2) r式i1壬今2のとき、

(a)uS.o.x:Sヰ1_ほi1なら 1;[、

(1)-(a)に同じ

( b )ヰ2-lztTl壬6x壬ω-zr元i1ならば、

c(x) ~ほïl P(x) ~札
Q(x) ~ω+1 ー Iホ1- 6x 

(c) w-2rw~11+1 壬 .ð.x$ ω ならば
(1)ー(b )に同じ

となる。但し、 rx 1はz以上の最小鼓散を査し、 lxJはs以下町最大盤

数を袋す。

従って、手航2で求まる sの値を手順3に代入すれば、 c(x)、P(x)及

びQ(x)の値が求まる。

E時計四り方向についても同様に求めることができる.

d 最短経路町決定とデ タの転送

手順3で求まる C(吋、 P(x)及び Q(x)の値から A(x)， 0(0')経路町回

数、s(.，)， s(s')経路の回数、 ¥I(x) 時計四り方向の弧上の樟動の迫加分、

11'(.)医時計回り方向の弧 tの持動の迫力[]分を次のように決定する。

[手順4 (最短経路の決定)} 

(l) C(r)~O のとき、

.4(x) ~ 0， s(x) ~ 0 

¥I(x) ~ P(x)， lI'(x) ~ Q(x) 

(2) C(x)，<Oのとき、

吐献(6)では 町<)=r.~ ， l であるが、ミスと考えられる.

15 



(a)C(x)主P(x)ならば、

.4(x) = P(x). B(x) = c(x) -P(xト

V(x) = 0， 1V(x) = P(x) + Q(x) -C(x) 

( b) c(x) < P(x)ならば、

A(x) = c(x) -Q(x). B(x) = Q(x) 

¥1(.) = P(x) + Q(x) -C(x).II'(.x) = 0 

となる。

手順4の結晶をもとに 時間四り)J1iiJのデータの流れの制嗣を次の手刷で

行う。

[手順5(デー タの転送 1) 1 
(l)A(x)の回数だけ 0(0')経路にデータを送る。

(2)B(r)の閑散だけ β(β')経路にデータを送る。

(3) ¥I(x) = 0のときは、lI'(x)の回数だけ弧上を匡時計四り方向にデータ

を送る。

W(x) = 0のときは、 ¥I(x)の四位だけ弧上を時間回り方向にデータを

送る。

手順5のo及びα'経路盤びに p及ぴs'経路については、止のように各

ノードを制御する。

[手順 6(データの転送 2) 1 

( I ) 。及び α' 経路の~iJ御 偶散骨日ノードでは、レジスタ R，にある

データを、弧上のインデックスが lつ増大する方向にあるノードに送る。奇

数帯目ノードでは、 R，にあるデータを、弦上町インデックスが ωだけ明大

する::JJliiJにあるノードに送る。

この動作を各々 2回ずつ行う。

( 2 )β 及びβ'経路の制御 偶数帯日ノードでは、 R，にあるデータを、弧

上のイ ンデッ クスが Iつ滅生する方向にあるノードに送る。奇数番目ノード

では、 R，にあるデータを、弦上のインデッ クスが ωだけ増大する方向にあ

るノードに送る。

この動作を各々 2回ずつ行う。

例として、ノード数 n= 16のときの F及びF経路の制醐によるノード

の動作を図2. 4に示す。各ノードとも矢印の方向ヘデータの送f胃を 2闘ず

つ行う.

亙時計阿り方向についても同線にして制闘が行われる。

16 
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e 比較後の処理

受信ノードで比較陸、送信ノードに戻すデータ は止のように定める。

[手順7(比較f去の処理)] ノードのインデックスを gとすると、受信ノー

ドにおいて、 ly/2'Jが偶数の場合には怖の小さい方のデ タを戻し、奇数の

場合には他の大きい方のデータを戻す。もう一方のデータは、受信ノードで

保持しておく。

国 2. 5に、 n= l6のときのステージ2、ステァプ lとステージ3、ス

テップ lでの送信ノ ドから受信ノ ドへのデータの流れ(融制)とノード

聞のデータ交換後のデータの大小間保(梨綿)を示す。

データの大小関係を査す実線の矢印は、 図2.2に対応する。

18 
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2.2.6 処理時聞の評価

ネットワーク型コンピュータで処理時!日lを評価するためには、データの経

路通過時IIIJと比較時間を求める必要がある。'"まず、経路通過時IlIJを求める

ために、 At列的に動作したときの送信ノードから受信ノードまでの物理的距

般の合計 (以佐全距離と呼ぶ)を求める。

例えば、 11=16，w=5の場合、処理が行われるノード川のイ〆デックス

距離打、物理的自1舵 1;及びその距離におけるデ タ転迭の矧l立f;(同じノー

ド川町データ転送の回数)について図 2. 1 及び図 2. 2より醐べると韮2

1のようになる。
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表 2. 1 

表2. 1 距離と頻度 (n::;: 16，ω;  5) 

インデックスE鴎E物理的距離 floM目立 弦のf必司

‘ 
r， j; 。 2' l 4 使用せず

2' 2 3 

2 2' 2 2 使用する

3 2' 4 l 

21 



全距離 Lは、止のよ うに与えられる。

Z
FJ
 

3

乞
国

r
 

一般に、ノード数日==2r 、弦の長さ '"のとき、イ/デックス距離 X;だ

け離れた 2つのノ ドI::Jの物理的最短距離は、町が ωに比べて大きく糾散

の場合、およそ 2rx;/(ω+1)1となる。(的但 L、Xj== 2'壬(ω +1)/2のう

ちは、つまりインデックス距離がおおよそ弦の長さの半分より小さい場合に

は弧に沿った方が近く、物理的措短距離は zーとなる。この間揺を表2.2に

示す。

22 



表2. 2 

表2.2 距離と頻度 (n=γ，ω均 d宜)

インデ yクス距離 物理的距雌 車'ail!吏 弦の使用

z x， J， 
o 2' 2' T 

2' 2' ， -1 

2 2' 2' ， -2 使用せず

2・ 2' ，-. 
• + 1 2・H 2 1 ~云 | ，-(i + 1) 

， -2 2.-2 

2211
出
51

1 

2 使用する

す - 1 2'-1 l 

23 



全距離 Lは、次式により与えられる.

2r'i/{W + 1)1危 2L;/(ω+1)より、

こ] 引+1 '}r_1 

L = ) ~ 1，-1; == 20，+21 (r-l)+. +2・(，-1)+(2二一一+1)(，ーが+1))+...+(2-=-←ー+1).1
L..... .~. m+l ω+1 
.=。

よって、

L=門戸時1)-A-L(山 '+3_Zi+2(…川(，ーがー(，-1)) 
ω+1' .， 2 

2・尽 (ω+1)/2ω+1勾 J百よ り

，信 (log，，)/2-1又、 n= 2'より r= logll 

よって、式(1)が求まる。

L == ~v'ñ伽+ 12ト 21ogll.-6

(対数は企て 2を底とし、以下同械とする。)

弧又は弦上を単位距離(隣りあった2つのノード!lIJの距離)データ転送す

るのに裂する時IUJをt，とすると、 データの帯動に必要な企時!日JT，パ以f量生

経臨時JJJJと呼ぶ)は、往復必要なので、立式により与えられる。

)
 

l
 

(
 

Tn = (2L)tr = (Jij(log" + 12) -410g n -12)lr (2) 

豆、比較に必要な金時間丸(以龍生比較時開!と呼ぶ)は、単位時1111をt，

とすると、次式により与えられる

zz(ELite=(jlop(l叩+仰 (3) 

式{2引)の主3要iEr項は J♂州百司(1ωgll+12幻)であり札、 この値は nが2伊1げ2に比べ心叫i

きいときにiはま O(、.fi司;司)、と な旬、これは正方格子 (:¥1esll )結合ネットワー

ク上での他 6とほぼ同程度である。

2.3 各ノ ー ドがデ ，訟を復数個持つ場合の‘ノーテ ィンデ

各ノードのプロセァサポi?己憶部を持ち、その中にデータが複数制ある場合

のソ ト訟について述べる。

このような場合、従来考えられていた並列処理の方法としては、 mer!IC-

叩littill9の方法問(1叫がある。これは各ノ ドに等分したデータを内部ソー

トとマージの組み合わせにより ソ ティングを行う方法である。しかL、こ

のJi法は余分な記憶領竣を必要とする.

ここに示す方法は、バイトニック ソートを世った方法で、命分な記憶制

捜11不要である。

円ナfA3 tomt 
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2.3.1 パイトニ γクーソ トのみを使う方法

データ l'ilY=2"ノード数 η=2"とすると、ノード l倒あたりのデー

タ数は M=λ/11= 2P-" = 2O となる.

弦の長さ wは、 ω".;古となる合監の仰とする。mし、11= '1のとき

1u = 2、11=8のときは ω=4である。

各ノードの記憶部のデータのある位置に、止のように一連のインデヅクス

をつける。まず J.準となる O帯日のノードの記憶部lこある JI制のデータ

にoから λ1-1までの番号を与え、次に時計四り方liiJのノードにあるデ タ

に M から 2.?o.!-1までの酢号を与え、以下liil織仁、時計四り方向に止々と

帯号をふっていく。

二のように番号を与えたネットワークにおいて、バイトニァク ソートを

実行すると、比較するデータが同一ノード内にある場合と、別のノードにあ

る場合がある。(図 2.2.図2.6参間)
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a 帝l聞手順

( 1 )インデ γクス距離;r< M 町場合

比較はノード内で行える。従って 1~Iの比較を行うためには、比較する 2

つのデータを記憶部からレジスタ R，とR，にロードし、 R，とR，の1111で比

較を行い、 R，と R，から記憶部にストアする必要がある.つまり、 l匝lの比

較に 4聞のアクセスが正要になる。(図 2.7(.)参田)

(2) .>Mの場合

比較はノード聞で行う。従って 1聞の比較を行うためには、比較する 2つ

のデ タが別のノードの記憶部にあり伺時にアクセスが行えるため、 2回の

アクセスでよい。まず、比較するデータをそれぞれのノードの R，.にロード

L ‘2.2.5の制御手順に世ってデ タを動かす。送信ノ ドにデ タが戻っ

たならば、記憶部にストアするo (図 2.7(b)参田)

1つのノードカ吋主教倒的データを持つ場合、各ステ ァプは完全には並列

処理ができなくなり、 lステップを実行するのに、;c< M のときには ，¥1/2
1昔、 x2: 1¥-1のときには M 怖のステップが必要になる。

例えぽ、M =4の場合には、図 2.6のように、 1ステップが， <4の

ときには2ステップに、 .>4のときには4ステップになる.

2i 
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b 処理時unの静価

データ数、 = 64、ノード世 n= 16、ノード l個あたりのデ タ数

M = S/n = 4、弦の長さ ω=るの場合のインデックス距離山、物理的距離

1，及び転送頻度 f;等について聞べると表2.3のようになる。ここでアクセ

ス距離"iとは、 l闘の比較に必要なメモリアクセスの回世で、ノード内比

較では、 "i= 2、ノード間比較では、九=1となる。又重み川とは、完

全な並列処理lに比べ何倍のステァプが必躍であるかを示L、ノード内比較で

は1I1i= M/2、ノード間比較では 111，= !¥Jである。

29 



表 2.3 

表2‘ 3 距離と頻度等 (N= 64，n:::;:: 16，ω=  5) 

インデックス距離 物理的距離 アクセス距離 転送頻度 重み 弦の使用 比較デ タの位置

， %; h; /; Tllj 

。 2' / 2 6 2 

/' 
ノード肉

l 2' 2 5 2 

2 2' 1 4 4 使用せず

3 2' 2 l 3 4 ノード問

4 2' 2 1 2 4 位用する

5 2' 4 l 4 
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2
 

7
 

n
 

F
J
 

は

sE

h

=

 

蹴

h

全の酪経のur 
ノ

，=0 

となり、ノードUII&びノード内比較のアクセスのための全距離んは、次の

ようになる。

Lo =εh;. /j' 111， = 84 
，=0 

一般にデータ数 N= 21'、ノード散 n=2ヘノード l個当りのデータ数

!l1 = N/Il = 2P-" = 2sの場合、 LNは式(】)において M 倍した場合に相

当するので次式により与えられる。

じ.... N _ N.l 
LN =) :lj.j;.mi == ML =ーL= :":"'GJn"(logll+ 12) -21ogn -6) (4) 

・=0 ，，1/. L. 

又、んについて求めると、

p-1 p-l lN 
Lo=EhafauAIE ドロ同N(附+1) (5) 

となる。

全経路時間 TRは次式により与えられる。

山' "
乃 =(2LN)t， = (汗L)t，=云(';;;:(1叩+12)-41og，， -12)t，" (6) 

又、アクセスに必要な全時1111T;l. は、単位アクセス時間を t.とすると次

式により与えられる。

TA=(2L")fe=fflogN(loglV+11t@ 

" 
(i) 

全比較時!日JT，は、立式により与えられる。

2が 0壬2壬S守 lのときはプロセッサ内交換で 111;= M/2、s壬i$p-l

のと きはプロセッサ間交換で 111;= 1¥1となるので、

九 =(Zf，十(与(Ef)+Af(?))tc

= 子 凶+川p 抑-，+叫 (8) 

s = p -r.p = logN.r = logllを式(8)に代入すれば";P;式が俳られる。

九=jp附 V仲
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2.3.2 ヒープーゾ トを組み合わせた方法

テ'ータ数，V= 21' ノード l倒当たりのデータ数 M =2"のとき、バイ

トニック ソートの，(= log .¥I)ステージでは M(=2つ例のデ タが1iX~ と
降舶に交互に並び、長さ 26+1の7A潤列を 21，-¥..+1)組作っている。

ところで 2.3.1の方法では、 sステージまでは各ノード内で直列に処理を

行っている。パイトニック ソート は、直列処理では M倒のデー タを並び

終えるまでに げlogM(log M + 1)/4回の比較が必要である。(13)

そこで、バイトニ γク ソ トの lステージから sステージまでの部分を

比較四位が MlogM のオーダであるヒープソ トに世き換える方法が考え

られる。但しこの場合には、ノードごとにデータの剛停を#聞と降順に交互

に並べるか、戒は全てのノードで.タ1附(又は降順)に並べた憧イ〆デァク

スを1-1け換える必要がある。この方法は、，+1ステージ以植をみれば、マー

ジと考えることができる。なお、 H lステーヅ以後の M 簡の部分を並べ変

えるのに要する比較回数は、各ステージとも MlogM/2恒lであるので、 H l

ステージ以桂町ノード内の M 畑町並べ換えはヒープ ソートに置き換えな

いものとする。

ヒープ ソートを組み合わせた方法の処理時UIJは、止のよう仁して求める

ことができる。

この場合、 H lステージ以陸は、バイトニックソートのみを使った方法

と同じであるので、インデックス距離沼 <Mの各比較部分の矧度は.イン

デックス距離 x=Mの矧IJtと等Lくなる。

従って、Hlステージ以後のアクセスに必裂な金時間 TA1Lt、次式によ

り求まる。

TA1 = (2乞11，'f:' m;}ta 
;=0 

M 
= 2x(2xsx(p-s)xす +((p -s)+ (p -(s + 1)) +. .. + 2 + 1) x M)t. 

N 旬 、

=710gn(210g k-log n+llto (10) 

s ステージ以前は、ヒープソー 1 を 1~ うのでアクセスに必要な全時1111 TA'l 

は次式により求まる。 (C:係数}

N_ N 
TA2 = (4CM log M)九 =4Cー logーら

" " )
 

1
 

1
 

(
 従って、アクセスに必要な金時IUJTA は、
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T.... =九1+TA2zE(2logIV(logn+2C)ーloglI(log11+.tC-l))/" (12) 

" 
となる。

S + 1ステージ以後の全比較時IUJTCIとgステージ以前町全比較時間T口

は、次式によ り求まる。

TCI = 乞f:.m，)tc
;=0 

M 
= {SXV>-s)x .; +({p-s)+{p-{.<+I))+...+2+1)xM)I， 

IS 
= E7logn(log、+1)1 c (13) 

，Y X 
T口 =(C.H log ;1/)1， = Cτ log τ1， 

(1' ) 
従って、全比較時間 Tcは、

l、
Tc =YL1+Td=E7(logλ(log 11 + 2C)ーlogll(2C-1))/(" (15) 

となる。

全経路時HlJTI/は、バイト ニッ クソートのみを使った}j法と同じとなる。
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3 リンク障害時の有弦環結合ネ ットワーク型超並列

コンビュ一歩におけるゾーテ インク

ギI弦m結合においては、ノ ード数が n の場合、最大ノード出l距離 D=
O{;;司となることが知られている。同

そこで、リンクに障害が起きた時には、弦をう まくmいれば、比較的短い

代持経由をとり得ることが予想できる。

本草では、イI弦m結合において処理を行う場合、リンクの l本又は2本が

陣笹を起こしても、代替経路をとることにより処理を実行することカ町T能な

手法について 2で述べたバイトニック ソートを例に上げ示す。

以下、 3.1では代替経路を容品に取りえるようにするためのデータ ーフ

ロー向きのアーキテクチャを示す。 3.2では、リンクに障害がある場合の代

替経路のたどり方を示L、3.3ではその評価を行う。

3.1 ア キテクチャ

2に示した手法は、全ノードで伺期を取りつつデータを流していた。

これは、各ステップにおいて、データが一定のパターンに世い動いたため

に可能だった。

本~では、全ノードで同期を取らずに済むデータ フロー向きの手法を用

いることにする。この手法は、3.2で示す代特経路をとる際に有mとなる。

以下に、そのために必要なアーキテクチャについて述べる。

3.1.1 連結表

各ノードには、あらかじめ他のノードへの最短経闘の方向を示す連結去を

川宜しておく。

ソーテイング等の処理を行う際には、この去に従ってデータを流す。

直結裂は、平f弦環結合においては次のようにすれぽ:s:品に作成することが

できる。

( 1 ) キァトワークの0番目と l帯自のノードについて、韮3. 1のよ

うな他の"-1個のノ ドへの経路についての連結表 (以下、基本連結査)

を 2.2.5に示 Lた方法に従い作る。
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表3.1 

表3 基本連結表

出発ノ ード。 1 

。
l 

2 2 

3 2 

4 15 2 

5 15 6 

6 6 

7 6 

8 15 6 

15 15 。
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(2) (1)で求めた基本連結去を器に、全偶世番ノードと全帯数帯ノー

ドの連結表を次のように作る。

[連結去の作成方法〕

ノード番号 Jの目的ノード，への連結去の値を 14Jとすると、 l!i本連結

喪の他 ¥';.0， 1 ~.1 を悲にして他の連結車は次のように求めることができる.

l~.j = (竹 2，)-2+ 2)mod 1/ 

但し、 i=O，1.....1I-1

j = O. 1. • . . • 11 - I 

このように、連結表が容易に作れる点が布弦環結合の特徴のーつである。

データには送信時、目的ノード番号を示すヘァダを持たせ、各ノードでそ

のヘッダの他に世い、 3'ドのいずれのリンクに流すか決定する。

3.1.2 ノードの掛能とテ タの形式

ノードの構成及び機能は、次のようにする。

各ノ ドには、 3つの全2m方式の通信路を結ぶバッファ、 CPU及びx

m守テンプレートメモリカeあるものとする.

各ノードは、前述の最短経路の1J1J~ を示す、 1 X /1の連結輩、 3.2.3で示

すリンク陣符時の初期駆動方向を示す単純なアルゴリズム及ぴ簡叩な代俳連

結査を持つ。

出発ノードにおいて目的地を曹き込まれたデータは、各ノードの迎紡表に

従ってネ ツトワーク内を動く。

目的地のデータは実行待テンプレート メモリに入っており、出尭ノードか

ら比較の対躍となるデータが到3持すると比較が行われ、その接、アルゴリズ

ムに従って大小いずれかのデ タを11¥尭ノードに送り返す。

デ タがノード問を動〈ときには、図 3. 1のトークンの形をとる。
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d o. t o. 

|~川er dest. 0.1. 

alt.flag. :alternate route flag 

counter:alternate route counter 

dest. :destination 

o. l. :operat ion level 

図3.1 トークン白情造

Fig.3.1 A Structure of loken 
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トークJには、データの他に、目的地(目的ノード番号)、オベレ シヨ

ン レベル(ステージとステップ判定用のタグ)、代替経路使用フラグ並び代

替経路カウンタが必要となる。

オベレーション レベルはステージとステップの通し番号であり、所定の

デ タ同士の比較を保障するものである。

代替経路使用フラグ及び代替経路カウンタの説明については 3.2で示す。

3.2 リンウ障害時の代替経路

有弦1;1結合の弦は、経路のバイパスとして使用する他に、効率的な代替経

路と Lて用いることができる。

環状結合においては、ノードItlJのリンクに障害が発生し、使えなくなった

場合には、反対方向にデータを流すことによって、代替経路とすることが可

能だが、ノ ド数 nの場合代替経路長 lは f= n -1となってしまう。

これに比べ、有技環結合においては弦を使用することにより、代替経路長

を短くすることができる。

以下に、弦を用いた代都経路を用いる方法を示す。

有弦環結合の代替経路については、 一手法が知られているが問 、この

手法を基にすると、データごとにいくつかの経路情報を記憶しておき、それを

基に経由するノ ドごとに経路をE十押し直す必要があり、処理の効率が悪い。

一方ここに示すのは、並列処理においてデータカ明暗部的に代替経路を取り

得る手法である。

3.2.1 弧の代替経路

弧のーヶ所が切断きれた場合、弦を代替経路の一部として使111する。

Cll1方向へデータが進む場合の代祢経路について、以下に示す。なお、

CCIV方向についても同様に求めることができる。

( 1 )奇数帯ノ ドの先の弧が断の場合

例えば、図 3.2(a)においてノード lからノード 2ヘデータを流そう

とする場合、ノード lとノード 2とのr:uのリンクに障害があった時、ノード

lからノード 6の弦にデータを流し、その後、ノ ド2の方向へ弧を使って

戻す 1-6→ 5→ 4-3-2という弓形の経路がまず考えられる (以下、弓

形経路)。
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経路];!Iは、

1=ω 

であり、この場合は、 ω=るであることから1=5となる。弓形経路は障害

リンクに対して唯一ではなく、この他、 1-0→ 15-14-13-2等、

ノ ド l ー 21111 を一部とする ~ (w+ l ) f闘の弓形経路が存証する.

しかしながら、 弓形経路は一般的には、最短の代替経路とはならない。

ギI弘明t結合においては、最大ノード!日間:ー離Dを小さくするために、 ω倍、fii
とする ζとから、 l信 J百とな旬、 lの他は nの平方根に比例してしまう。

一般的には弧の最短となる代轄経路は、 α経路と β経路を組み合わせた

閲 3. 2 (b)に示す8の字形の経酷である (以下、パタフライ形経路)。

つまり、この場合、 l→ 6→ 7→ 8→ 3ー2である。

パタフライ形経路においては、ノード数"、弦町長さ ω によらず常に経

路長は 1=5となる。

パタフライ形経路は、 lつの弧につき常に 2倒存在L、図 3. 2 (b)の

阿では、上記の経路の他に l→ O→ 11→ 1 2ー 13 -2が存在する。

なお、弓形経路が世短の代静経路となるのは、 ω=3の時のみであり、

ω=5町時は、パタフライ形経路と経路長は同じでi=δとなる。

( 2 )偶数番ノー ドの先の弧が断の場合

( I )の場合と問機、弓形経路と、 パタフライ形経路とが存在する。

但し、 弓形経路は 4(ωー1)個存在する。バタフライ形経路は (1 )と問

機2個存在する。

例え1;1'、ノード0-11日j断の時には、代特経路はO→ 15-4→ 5-6→ 

lとなり、バタフライ形経路では経闘世さ li1;i'に 1=5となる。

3.2.2 弦の代替経路

平I弦環上のパイトニック ソートでの経路股定時のアルゴリズムにおいて

は、 2.2.5で示Lたように弦をJlJいる場合は、弧と組み合わせてo 経路、 β

経路として収り倣ってきた。

しかしながら、データ フローにおいては弦の代帯経路を川いる場合に

は、 α縦断や β経由の代替経路を求めるのではなく弦自体の代特経路を求め

た方が処理を行いやすい。

例えば、図3. 3において、。経路 0-1-6に使われている弦 1-6が

障害を起こした場合、データはOから lに流れて lで初めて弦 1-6の陣;与

を知ることができると考えた方が良いだろう。そこから、弦 1-6の代将経

路として、 1-0→ 15→ 4-5-6を取る。もし、ノード Oでiifl-6の

陣学fを知ることができるような機能があれば、ノ ドOから β続怖を使って

経路長が上犯のものより]短い0・15・4-5-6を取ることカ町I能であ

ろうが、ハードウェアの構造が複雑になってしまう。
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弦の代替経路については、弧の場合と同様、弓~経路とパタフライ形経

路とが存在する。但し、一つの弦に対して弓形経路1;11 f闘のみ バタフライ

形経路は 2倒存在する。パタフライ形経路での続時長 lは、 3.2.2とト"H品市に

1 = 5となる。
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3.2.3 代替経路のたどり方

3.2.1. 3.2.2では、 ~f弦環結合において、弧又は弦 となるリンクの l 本が

陣書を起こした時 その品短の代替経路はパタフライ形経路で各リンクごと

に2本あることを示 Lた。

代替経路をたどる手法としては、この内町 1本を各ノードで用いることと

L 、各ノードに代特経路の方向を示す査3. 2の代替連結査を持たせておく。

各ノードの代替経路の制御方法は次のとおり。

(1盟 3.4参照)
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表3. 2 

表3. 2 代替迅草吉表

区分 入力方向 出力方向

偶数番ノード S C 

S s 
c S 

奇数番ノード s S 

S C 

C 5 
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S S S S 

C C 

(a) even node (b) odd node 

図3.4 ノードにおける方向

Fig.3.4 Oirections of node 
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[手法 11 
( 1 )あるノードにおいて、リンクの障害のためデータが先に流せなくなった

時、データの流す方向を止に示す方向に変更する。又、データの代将経路佐

川フラグ(初期値 0)をlとL、代替経路カウノタを 5とする。

a 偶数帯ノー ドにおけるデータの初期駆動方向は止のとおり。

( a) s方向へ進めない時一代替方向は s方向

( b) ，方向へ進めない時→代替方向は C1ilIiJ 

( c )ε JniiJへ進めない時一代幹方向は s方向

b 奇数帯ノードにおける、データの初期駆動方r;Jjは止のとおり。

( a) s方向へ進めない時→代替方向は c方向

( b) ，方向へ進めない時一代替方向は a方向

( c) c方向へ進めない時→代替方向は E方向

以上の6つの代替経路パターンについては、図 3. 5参聞
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( 2 )代特経路カウンタの値がOとなるか、又はデータが目的地のノードに到

摘するまで止の処理を繰り返す。

代持続同位lfIフラグが lのデ タを受け取ったノードは代替経路カウンタ

の他を l減ずると共に喪 3. 2に示す代枠連結査に従いデータを流す。

( 3 )代替経路カウンタの佑が0となるか、又はデータが目的地l二百l珊Lた場

合、 It併縦断使JIJフラグをoとする。

例えば、図 3. 3においてノ ドOからノード6ヘデータが向かう場合、

ノード 1-6H1Jが陣容を起こした時、データはノード lにおいて(]) b 

( c )より c方向へ進めないため 5方向のノード Oヘデータ を送る。ノ ド

Oでは表3. 2に従い、 s方向のノード lから来たデータをsli向のノード 1

5へ送品。ノード]5では量 3. 2に世い、 sIi向のノードOから来たデー

タを C方向のノ ド4へ送る。以下世3. 2の代替連結表を111いて同機の処

理を行い、データは ]-0-]5→ 4-5→ 6と流れる.

手法 lを多少改良したのが次に示す手法2がある。

[手法 2]

( ] )手法 lの (] )において、代替経路開始時仁、代軒経路カウ ノタ町値を

3とする。

( 2 )手法 lの (2 )に同じ。

( 3 )手法 lの (3 )に同じ。

手法2においては、バタフライ形経路では代特経路長 1 = 5 であるた

め、 3経路長だけ代替連結査で強制的にたどらせれば、 f長は通常の連結査で

たどることができることを用いている。

手法2が手法 lより使れている白は、代特経聞のf去半剖lで、最終的な目的

地の方が代都経路終了出よりも近くなった場合に、目的地に直接行かせるこ

とができる白にある。

特殊な場合においては、距雛を哨加Lないで箭む代替経路が存在する。

岡えば、国 3. 3において、ノード日からノード 8へ行〈には、

。→]5→ 4→ 3-8 

で距離4だが、次の糠な代替経路でも[riJじ距離となる。

0-]→ 6→ 7・8

しかしながら、このように距離が同じ代特経路は一般には存在しない。

本車で示している手法は、あるリンクに対する最短の代特経路を求める

手法であ旬、代特経路の局所的な最適化と言えよう。リンクの組み合わせか

らなる経路の最短性を保証するものではない。そのような経簡を求めるには、

データの持つ任問情報を増やすと共に、それに基づき名ノードで経聞につい

てのEけ}をし直す必聾があるだろう。
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3.2.4 障害リンクが 2*ある場合

障害リンクが2本ある場合でも、代将経路上に 2本日の際書リンクが盤振い

場合には、 3.2.3の手法をそのまま111いることができる。

しかしながら、代神経路上に 2本Hの邸主リンクヵ'fr在した場合には、手、

に示す手法3をmいる必裂がある。

手法3は、バタフライ形経路が各'}ノクに対して 2ぶずつ存証することを

NU1Iして、 3.2.3で}jJいなかった方の代特続路を昨2代都経路として用いるも

のである。なお、 3.2.3でlfIいた代替経路を以f去、臨 l代替経路と呼ぶ.デー

タには、亜に l仰の車2代都経路.tJ!用フラグをつけ加える。

手法3では、まず前 l代替経路上に陣部リンクがあった場介、代梓経路開

始ノードにデータを戻す。これには、同じバタフライ経路上では、表3. 3 

の臨2代呼直結査が、車 l代枠連結査と逆阿りの|瑚官、にあることを使JJJする。
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表3. 3 

表 3.3 第 2代替連結表

区分 入力方向 出力方向

偶数番ノード S 5 

S C 

C s 
奇数番ノード s C 

S 5 
C S 
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次に、代替経路開始占より、臨 l代帯経路で用いなかった方町パタフライ

形経聞の方向にデータを流し、以f査は、iIi.び餌2代替連結去を用いて郁2代

替経路をたどらせる。

[手法3J 
データが車 l代持続路上を逝む場合、あるノードより先に障害リンクがあ

り進的なくなった時には、止の手順を用いる。

{データの代特経路開始ノードへの戻し)

( 1 )デー タを直前町送信ノード方向のリンクに送り返すと J~に、耳~2 代特経

路位mフラグを 1とする。又、代幹経路カウンタの値 kをk= 5-kとする.

( 2 )代替経路カウンタの値がOとなるまで次の処理を繰り返す。

臨2代替経路他'mフラグがlのデータを受け取ったノードは、代軒経路カ

ウンタの値を 1i姐ずると共に表3. 3の車 2ft枠連結表に世いデータを流す。

( 3 )代特経路カ ウンタの値がOになった所が、代替経路開始ノ ドである。

酷2代容経路使用フラグは lのままとする。

(部2代替経聞のたどり )

( 1 )代容経路カウンタの佑を 5とする。

a 偶数番目ノードにおけるデータの初期駆動方向は止のとおり。

( a ) s方向へ進めず、 5方向にも進めない時

→代特方向は ε方向

( b )き方向へ進めず、を方向にも進めない時

ー代替方向は s方向

( c )を方向へ逝めず、 s方(11)にも進めない時

一代都方向は s方向

b 許数番目ノードにおけるデータの初期駆動方向は止のとおり。

( a) s方向へ進めず、 c方向にも進めない時

→代帯方向は孟方向

( b) ，方向へilliめず、 s方向にも進めない時

→代鴨方向は c方向

(c) c方向へ逃めず.事方luJにも進めない時

一代静方向は s方向

( 2 )代持続路カウンタの値がOとなるか、又はデータが目的地のノードに到

靖するまで止の処理を繰り返す。

部2代替経路使JIjフラグが lのデ タを受け取ったノードは代替経路カウ

ンタの他を l減ずると英に、表 3. 3に示す郁 2代将連結去に従いデータ を

流す。

( 3 )代特経路カウンタの値が0となるか、又はデータが目的地に到着した場

合、 車2代替経路fωHフラグを Oとする。
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問え1;[、凶 3. 6において、データを lから 6へ流そうとする場合、リン

ク }-6及びリンク }-oが陣容時、止のようlこデータは流れる。

ノ ドLから 6へ[rij11‘うデタi止、 1};..-ク }-6(， 方向)に限叫がある

ので、手法 lに従いき方向のノ ドoにIIiJかおうとする。

ところが軍占rOJのリンク }-oに陣書があり、この場合には、ノ ドl

が代特経冊目-lMiノードであるので、手法3の桂半部に従い s151白lのノード 2

へ流す。以下、l<3. 3の前 2代枠連結表に従い l→ 2-3-・8→ 7→ 6

と流れる。
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3.3 代替経路長の評価

パイトニァク ソートにおいて 3.2の手法を用いた場合、実際の処理に

おいてどのくらい経路長が噌加するのか、求めてみることにする。

ネットワークのリ/クの lヶ所が障害を起こした場合、手法 1を用いた時

の経路長の合計は、障害のリンクの位世によ って異なって来る。

なぜなら、バイトニック ソ トを行った時、ステップによ って使うリン

クと使わないリンクがあり、リンクによって使用制度が異なるためである。

LかL、上限の目遣は次のように Lて求めることができる。

ある障害を起こしたリンクが全ステップに躍りいずれかの経路に影響を及

ほし、各ステップでは経路長が lから 5へと 4精力11すると考えると、代容経

簡をたどった時の全経路長 Lは次式により与えられる。

2.2.6で示したようにノードのインデックスの差2'が(ω+1)/2より小さい

うちは弧に沿った方が距離が短<1; = 2'となり、 (ω+1)/2を超える時には弦

を用いた方が距離が短(1; ~ 2r2'/(，"+ l)lとなることから、 2k= (ω+ 1)/2 

とすると、 k~ (log吋/2-1であり、 ω+1乞 .foより 21:+1勾 .foとなる。

又、 11= 2rより T= !ognとなる。

従って、

L ~ I>'f;~ 乞 1; 1;+工 lj. fi 
;=0 ;=0 i=k+J 、一、，.-' '--0.0--' 

弧に沿う経路 弦を使う続~

=乞(2'+ 4)(， -i) 
;=0 

+乞 (2r2;+'/(ω+1)1+4)(，-(i+I)) 
i=k+l 

=;ぷ(Iogll+ 12) -210gll -6+引logll)2+21ogn 
￡一一一一ーー~一一一一一~ 、ーーー~--~

障害4よる続路*の槽加
線型撃のない時の絞路長

1 ; 各ステップでの経路長

/; 経路長ごとの使)fj朗j立

この{由は、障害のない時の経路長に、 O((Iog")')が加わった形となって

いる。

つまり、 n個のノードからなる有限環結合ネ γトワークによるソーティン

グの会経路長は O(、fnlogll)であり、この値はリンクが lケ所障害を起こし

ても O((logn)')程度明すだけである。

実際には、イ'f't土環結合におけるバイト ニッ ク ソート においては全ステッ

プでmいるリンクは存在しないし、特に設の陣害時には、使用車¥1止から考え
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経路長の噌加は、より'J、きくなる。
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4 ノード障害時のネ y卜ワーク型超並列コンビュー

タにおけるソーテ インク

パイトニァク ソートは超並列処理においてソーティングを行おうとする

場合には効率的な手法である。しかし、ノ ドの l 側でも障~を起こしてい

て使えない場合には、ぞのままのアルゴリズムでは一般的にはソーティング

は不可能となる。

ここで、ノード障害時のソーテイノグとは、陣容ノードを除いた状態で

ソーテイングが行えることと定義する。つまり、 時時ノードは使m不能とし、

その番号は飛ばして考える。障害ノ ドの持つデータは使!日不能とする。

このような場合には、 一般的にはあらかじめ冗長なλテップを段けておく

と共に、陣13ノードの番号によ句比較するデータの対の一部を蛮Eすること

により、ソ テイングが実行可能となる。

しかしながら、特殊なケ スにおいては、冗長なステ ップを加えたり、比

較するデータの対を変更することなくソーテイノグを行うことカ町T能となる。

本市では、 一般的なネットワーク型コンピュータにおいて、ノードの l憎

が障害を起こしてもパイトニ γク ソートが行える手法と、その有弦環結合

ネットワークへの適JIj方法を示す。

以下、 4.1ではネァトワ ク型コン ピュ タのノード障害時的パイト ニッ

ク ソートの手法、 4.2 ではその改良法を示し、 4.3 では ~ï弦m結合ネット

ワークへの適JIl1i法を示す。

4.4では特殊僻であるノ ド障害時にステップ数を哨やさずにパイトニッ

ク ソート を行えるケースを示L、布張環結合ネ ットワークの問曹、のノード

服感におtli直月lさせる方法を示す。

4.1 ノード障害時のバイト二 yヲ ソート

ネットワ ク型コンピュ タのノード陣都時においてパイト ニッ ク ソー

トを行うには、図4. のパイトニック ソートの処理状況を示すネットワ

クにステ ァプを迫加し処理に冗長性を持たせると共に、際書ノードのfil:世に

より比較するノードを一部変更することにより可能となる。この際、臨書ノ

ドはi直川不能と考え、障害ノ ドの持つデ タは処理の対晶外とする。
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4.1.1 基本処理ネ ットワーク

ノード陣串に対して耐故障性を持つパイトニック ソート処理の基本形の

ネγトワーク韮現を図 4. 2に示す。

図4. 1と比較すると、図 4. 2では冗長なステップが加わっている。

この基本形を，.に、障害ノ ドの位世により 4.1.2で並べるアルゴリズ

ムにより各ステ ップで比較を行うノ ドのデ タを変えることにより、 つま

り図4. 2の縦拙の長さを変えることにより、ノード障害時のバイトニァク

ソートカ可T能になる。
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パイトニァク ソートのアルゴリズムは 2.2.5で示したが、これをまと

めるとつぎのように査すことができる。

[ i五本アルゴリズム l
ノ ド数を 11= 2r個、ノードのインデックスを gとすると、，ステージ

Jステ ァプの処理は、次のようになる。但L、i= 1.2.....r. j = 1.2， げ

であり i?'jとする。

( 1 ) [ i霊堂前ノード州首定 Iiステ ジの Jステアプにおいて、ly/2'-'J 
が偶数のノ ドは送信ノ ドで、帯数のノードは受信ノードである。似し、

O壬g壬仰 lであり、 lyJはg以下町最大整数を査す。

(2 )[データの移動l送信ノー ドから、データをインデックス距離:r= 2'つ

だけ動かす@受信ノ ドでは、送信データの流れの妨げにならないように、

デ タを退避させておく。

( 3) I 比較 l送信ノードからデータが到稽すると、受信ノードでは、到

務データと退避データとの比較が行われる。

比較後、受信ノードにおいて、 lu/2'Jが偶数の場合には値の小さい方の

デ タを送侭ノ ドに戻L、詐散の場合には値のkきい方のデ タを民す。

もうーブJのテ'ータは受信ノードで保持しておく。

図;.21;1:、このアルゴリズムに、止のようなアルゴリズムを追加するこ

とにより実現できる。

[ 追加アルゴリズム]

，ステ ジJステ ップにおいて、 J壬;-2なるステ ップ 3の桂に次のス

テップを追加する。(これをステップfと呼ぶ}

( 1 ) I送 堂前ノードの指定|への迫力11

y 11I0{/ 2i-J-1壬2・-j-2_ 1の時.ノード Hは送信ノード

そうでなければ、 ノード gは受信ノ ド

( 2) Iデータの移動lへの追加

送信ノ ドから、データをインデァクス距雛

:z: = 2i-j-1 - 2y m.o{/ 2'-j-1 - 1 

だけ動かす。(阻1;. 3参mo
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( 3) [ 比較 lへの迫加

受信ノ ドにおいて比較龍、止のデータを通信ノードに戻す。

y m.od 2'-)壬2i-j-1_ 1の時、

小さい方のデ タ

そうでなければ.大きい方のデ タ

ステ ップ散については、次のようにして求めることができる。

図4.1に示したオリジナルのパイトニック ソートにおいては、 データ

数 11= 2r倒の時、ステ ジ zにおけるステップ散は tであり、ステップ数

の合計 Sは、

s=E P=ト(r+l)=jl刷

となる。

一方、図 4. 2においては、ステージ i(i ? 2)におけるステ ップ散は、

i + (i -2) = 2i -2であり、ステ γプ数の合計 5は、

s= 1+乞(2i-2) = (Iog u，fl -log叶 l

となり、図 4. 1の約2倍のステ ップ散となる。

4.1.2 移動距離壷更アルゴリス'ム

インデックスが k番目のノードが際告を起こした場合には、送信ノード

から動くデータのノ ド聞のイ/デックス距離 zは、インデックス gのノー

ドにおいて 4.1.1[ 基本アルゴリ1ムlの (2 )で示したli1iから次のように
変わる。

(a)km.od4x=Oのとき、

全てのノードにおいて zの他はそのまま。

( b ) 0 < k l1Iod 47 < X のとき、

L，'，j・4.壬y<kなる gにおいて、

x__.:z:+l 
とする。

( c ) J.: mod 4:r: = xのとき、

全てのノードにおいて Zの値はそのまま。

( d ) x < J.: mod 4x < 2xのとき、

( i ) y = l.~j 叫Z なる g において、
z → O 

(ii)l:;j叫 x<y壬k-:rなる νにおいて、
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:r-x-l 

とする。

( e ) 2x :5 k mod 4xく 3x-1のとき、

1-<ザ壬「去:1*4xー(.+ 1)なる Mにおいて.

x--x-l 

とする。

( f ) k mοd4x=3.rー1のとき、

全てのノ ドにおいて zの値はそのまま。

( g) 3x :5 k mod 4x < 4x -1のとき、

(j) k-:r壬gく k-1なる gにおいて、

x-x+ 1 

( ;; ) y = r :.1・4x-(x+l)なる gにおいて、

.-0 

とする。

( h) k川 od4x=4x-lのとき、

全てのノ ドにおいて Z の舶はそのまま。

特に、 x= 1町場合には、上記アルゴリズムからわかるようにいかなる

ケースでも z町値はそのままで良い.

豆、1-=0の場合には..の値は全てのノード M において~わらない。

なお、 y= kのノ ドに対しては、データの送受信は行わないものとする.

例えば、ノ ード数 n= 16で障書ノード1-= 3の場合には、ノード Hに

おけるデータの相動するイノデックス距離 r は止のようになる。(図 4. 4 

( a )参附)

.r; = 2のとき、 (d )より、

y=Oで:r=2......0

y = 1で x=2-1

.r=4のとき、(b )より、

y = O. 1，2で x=4→ 5

x=8のとき、(b )より、

!J=0.1.2で .r=8- 9

ヱ、J'l= 16， k = 3の場合は次のようになる。(図 4. 4 (b)参照)

x=2のとき、(h )より、

全ての Mにおいて zの他はそのまま.

x=4のとき ( d )より、

y=Oで

y=1、2.3で

x=4→ 0 

r=4→ 3 
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7， =8のとき、(b )よ句、

y = 0.1.2，3.4.5.6で x=8→ 9 
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4.1.3 柾明

パイトニツク ソ トにおいては、次の手舶を繰り返している。

( 1 ) 2・個のデータの単醐列を 2組ずつ組み合わせて、 2;+1悩のデ タのE

醐列を作る。

( 2 ) 2・+1個のデータのR調列から 20'+1個のデータの単調列を作る。この際、

2 . 2.1 で並べたR醐~IJの性質をうまく使用して、 2;+ 1 個のデータの現闇列か

ら2j酬の 2'倒のデータの宜調列、さらにそこから 2'組の 2;-1個のデータ

のR醐列、 と再帰的に繰り返 L.2 i+ 1 倒のデータの単欄~IJ を生直する。

( 1 )、(2 )を繰り返すことにより、最終的に n倒のデータの単調列を生

成する.

ところで、 2i+1個のデータのR糊列から 2組の 2'倒のデータのR醐列

を生成すると.2.2.1で述べたバイトニック ソ トの性質によ旬、大きい

方的 2'個のデータのE掴列と小さい方の 2'倒のデータのR摘列とに分かれ

る。ノード障害が揖い場合には、そのまま再帰的に、 2;-2倒 2;-3個、 と

短いE醐列を作って行けば最後に単調列が完成する。

ところが、ノード障害が有る場合には、再帰性を単純に使うことができな

い.2・H 個のデータの直調列から、 2組の T個のデ タに分ける際、 一方

の組の各佑が他方の組の各値を超えることがないようにするために、4.1.1の

アルゴリズムを追加すると共に、 4.1.2に示したように比較するデータのイ

ンデックス距離 zの値を障害ノードの位置により変える必要がある。

以下にその証明を示す。

R醐列 (α0，a]，a2，'" ，a，，_I， a..，'" ，U2"，_I)を、

(a) (aO，ullu2，"'，α←tl 
(b) (U:r，fl.r+I，"'，U2z_t) 

と2分割して考える。

障害ノード kは (a )又は (b )のいずれかにあり、データ a，は使用不

能とする。

( 1 ) 0 < k mod 4.t < xの場合

障害ノ ドkは、 (a )胡にある。

a. R醐列の最大他が (b )側の時

宜醐列に次のような閥揺がある時、

"0壬a，壬町壬 壬a，壬 壬U，，_I

壬α.~壬 0. Eαi+1 ?: ... ?: a2"_) 

{/..と U2z_1とのうち小さい方の値は、

( a ) 

( b ) 

( b )測の最小iiiとなっている。

min(u".... Uj，町+1， 町 ..-1)= u， or α2>:-1 

むと α2...-1とのうち大きい方の値は、昇ベき順に数えて (a，を除いて)

z番目以上の値となっている。

なぜなら、
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α。壬 0，壬壬 (/"_1壬0，壬ma.x(a"，，a2.._I) 

であるから。

そこで、 h と (12"， -) とをまず比較し、 maX((lro{/2.:_1)をノ ドzの位

置に、 mill("川 町r-dをノ ド2:z:-1の位鑑に持って来る。この時現醐列の

関係をくずきないようにするために迫加ステ γプのような処理を行う.この

処理は止の2分割処理の準備となっている。

ノ ドzの他 max(ar，uZ.r:-dは、井ベき順に数えて r帯目以上の他で

あるから、このlJ.醐列を 2つに分けた時、 (b )側に残っていなければなら

ない。

そこで、ノ ドzの値 岡山(u."a2z_dを除いた(b )側の Zーl倒の

他と臨時ノード kの値向を除いた(a )側の x-l個の仰とを各々 2側ず

つベアにして比較を行い、各々小さい方の値を(a )個に、大きい方の値を

( b )慨に持って来る ようにする固

そのためには、 (a )聞の(aO，al，"'(Iト，)は、(b )帽の (α，，+1，U:r+'l." 'l/;r.刊

)と比較するようにし、 移動するインデァクス距雛を z→:r. + 1とする。

( a )側の (α，I，+I，a"+2，...(I"，_I)については、障也'ノードが無い場合と

同様(b )聞の(az+k+h'" a2z_I)と比較すれば良し移動するインデッ

クス距雛は Z のままで良い。

つまり、 lttJ*4zEUく kなる Uにおいて、

z → x+l 

とすれば良い.(図4. 5 (a)参照)
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図4.5 ノード障害時白データ比較

Fig.4.5 Date comparison with a failure node 
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b. lJ(醐fllの最大値が(a )聞の時

R醐列に次のような開帳がある時、

。。 壬(J1S 壬.，壬壬 a，~ {/'+I > ... ?: (17_1 

( a ) 

と(1，~ (/r+lととα2.1:-I ...(bl

m日(α".(/2..:-1) G"， は、 (b )のl閣保、

nZr_l 5 主(1..+1壬"，

より、 !il.ベき何日に数えて、:r1ft日以上の11lであるので、(a )側と(b )側と

の他の比較龍も (b )側に残らなければならない。

よって、a のケ スと同じアルゴリズムをmいることができる。

( 2 ) .I: < k mod 4x < 2x町場合

障者ノード kは、 (b )側にある.

a 班醐fllの最大値が (a )側にある時

班醐子11に次のような関係がある時、

。。 壬"1壬町三 豆町主的+1主 主{/1'-1

( a ) 

主α:r?:...?:ak?:......?:UZ.r_I...(b)

。。と (1，-1 とのうち小さい方の値は、(a )聞の最小他となっている。

min(ao. (/). . .. 0，. (/.+1-' . . ，U.._I) =町 0'α，-1 
従って、 miIl{ao.Ur_l)以上町値が x-1倒(a )側に存在する。

そこで、'0と (/..-1とをまず比較し、 mill{(Jo.a"，_I)をノ ド0の世般

に、 m日((10.(I.t_I)をノード :r-lの依i世に持って来る。この時JX胡列の|聞

係がくずれないよ うにするために迫IJ11ステ yプのような処理を行う。この処

理は次の2分時処理の準備と4よっている。

ノー ドOの値 mill(ao.0.._1)は、それ以上町舶がうレなくとも x-1個イf

証するのでこのpj..i凋列を 2つtこ分けた時、(a )側iこ残っていなければなら

ない。

そこで、ノード Oの値 min(αO.Or_.)を除いた(a )聞のl'-1 ~闘のM と

隊出ノ ドkのf山内を除いた (b )側の」ー 1酬の悩とを各々 2側ずつベ

アにして比較を行い 各々小さいJjの怖を(a )側に、 kきい11の{!1(を(b ) 

叫に持って*るようにする。

そのためには、 (a )醐の(町内 向，)I;!:，(b)聞の (α'''{/r+]....{/k-I 

)と比較するようにし、 移動する イノデックス距離を .r-x-lとする。

又、 (a )醐の "0についてはz→ 0とし動かさない。

なお、 (a )側町 ((11<_，，+1αト叶2.. . . (/ l'・1)については惇動するインデ γク

ス距離は rのままで良い。(図4.5 (b)参聞)

b 且訓"1の丸lAu血が (b )側にある時
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E捌列に次のような関保がある時、

00壬0，壬 α2壬 壬U.l'_l ( a ) 

壬 αz 壬 U ，，+ I 壬壬 a， 壬壬 α~ . . . ;?: U2"-1 

( b ) 

IllI叫00_0，，_1)は、 (a )の関幌、

"0壬αsUz壬壬 U，，_1

より、それ以上のfliが少なくとも .-1個帯在するので、(a )側と (b )側

とのf由の比較後も(a )側に残らなければならない。

よって、 a のケースと同じアルゴリズムを用いることができる。

( 3 ) k mod 4x = O. xの時

k morl 4.& = 0では、 y= ~，のデータ は ( a )側で障害ノードにあるため

に、ノ ドy=k+xに流すことができない。

そこで、ノ ドMからの移動イ ンデックス距離 zをそのままにしておい

ても 比較韓 h は (b )側に残すこ とができる。

k lllod 4x = xでは、 y= kのデータは (b )側で障害ノ ドにあたるた

めに、ノード gからの移動インデ γクス距離 zをそのままにしておいても、

比較能向は(a )側に妓すことができる。

1血の場合も問機にして証明できる.

4.2 ノード 障害時のバイ トニ yウ ソー ト (改良法)

この節では、 4.1の手法の改良法について並べる。

この手法(以 F、新手法)は、 4.1の手法 (以下、首j手法)における基本

処理ネットワークを簡略化したものである。

4.2.1 基本処理ネ ットワーク (改良型)

ノ ド陣書に対して耐故障性を持つパイトニヅク ソート処理の基本形

(改良型}のネットワーク表現を図4. 6に示す。
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図4.6 ノ ド陣容に対してフォ ルトトレラン トな

パイ トニック ソー トネァトワーク白基本形(改良型〉

Fig.4.6 A basic network for a. fa.ult-toleranl bitonic 50rt network 

w，もha node failure (revised version) 
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凶4.1と比較すると、 図4. 6では追加ステ ップが入っている。 この迫

力11ステップは 前手法では図 4.7(a)のようなノ ド間の比較を行なっ

ていたが、新手法では図 4.7 (b)のようなノ ドIUJの比較のみと Lてい

る。但L、図では、 I拍手法と新手法の泣いを明らかにするために、データ数

n = 32での i=5，j=1佳の迫加ステ ップでの比較処理を示Lている。

72 



¥¥ミ三三ノ/ トごとメ/ノ

(a) old method 

白o dl 82 83 8" 85 dd 87 88 80 811 白。1 812 dn d.. 815 

(b) new method 

図4.7 j;::5，j=1後の迎加ステップ (n = 3') 

FigA.7 Add比ionalstep after j::::5j=1 (π= 3') 
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この基本形をì~に、障害ノードの位世により 4 . 1. 2 で示したのと同じ移

動距離変更アルゴリズムにより各ステップで比較を行うノードの対を蛮える

ことにより、つまり図4. 6の縦蹄の長さを変えることにより、ノ ド障害

時的バイト ニッ ク ソ トカ可T能になる。

図4. 6は、 4.1.1で示Lたパイトニック ソ トの基本アルゴリズム

に、止のようなアルゴリズムを追加することによ り実現できる。

l迫加アルゴリズム (改良法) I 
gステージ Jステップにおいて、 3壬;-2なるステップ Jの植に Iステッ

プずつ次のアルゴリズムを追加する。(これをステァプfと呼ぶ)

( 1 ) I送受信ノ ドの指定 lへの迫加

y l1Iod 2i-j-1 = 0の時、ノードgは通信ノード

!I l1Iod 2・-j-I= 2，-j-l _ 1の時、ノード gは受信ノード

( 2) Iデータの替動 lへの追加

送信ノードから、 デー タをイ ンデックス距離

x = 2i-j-1 - 1 

だけ動かす。 (凶4. 7 (b)参!ff!，)

( 3) [比較 lへの追加

受信ノードにおいて比較桂、止のデ タを送信ノ ドに戻す。

!I mod Zi-j = 2i-j-1 - 1の時、

'1、さい方のデタ

そっでなければ、大きい方のデ タ

並列的にみたステップ数の合計 Sは、ステ ジ i(i? 2)におけるステッ

プ数が、 i+(i-2)=2i-2であることから、

5 = 1 +工(2i-2) = (1叩 )'ー logn+ 1 

となり、図 4. 1の約2惜のステップ数となる。

これは論理的に並列に考えると了山手法と同じステップ数になる。

しかし、ネ ットワークの形状が完全結合でない限りは、 7通信密度から考

えて新手法のプJが慣れている。

新手法によれば、例えば、ノード数 11= 16で障害ノ ドk=3の場合に

は ノード gにおけるデータの移動するインデァクス距離 zは次のようにな

る。(図4.8参照)

x=2のとき、 (d )より、

，=0で

!I = 1で

r=2→ O 

x=2→ l 

， (防合方式については、文献(3l.(ιI I .，照.
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x = 4のとき、 (b)より.

y=o守 J，2で x=4→ 5

x=8のとき、 (b )より、

y=O.1.2で z=8---9 
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4.2.2 iiE明

以下に新手法の証明を示す。

7lJ.醐JiIJ(αo. U]. 02..... U.r_]， U"..... (/2r-l)を.

(a) (aO.(I].(I2.....(lr-d 
(b) (fI...a..+l.....U2T_I) 

と2分割して唱える。

障担ノ ドkは (a )又は (b )のいずれかにあり、データ(/1:は使111耳、

施とする。

(1)0<，川od4x < xの場合

|車3JFノ ドkは、 (a )側にある。

a. 7lJ.満開lの品大値が (b )側の時

まず、追加ステ ァプの証明lを行う。

7lJ.醐flJに次のような関係がある時、

。0$;(/1主02$壬 α1;$"'$(1.-1

.$ 11.. < 壬a，主的+1主 主a，ド 1

( a ) 

( b ) 

ω，と 021'_1とのうち小さい方の値は、 (b)聞の最小仙となっている.

1111叫Or，'" a，. Oi+I..... (/2r-!) = {Jr Qr 02..-1 

h とα2...-[とのうち大きいブJの他は、 flベき聞に並えて ((1 kを除いて)

I 帯日以上の怖となっている。

なぜなら、

ao$Ul主:5Ur_l壬Uz; :5 1Hi1じx{a.r.oz.tー，)

であるから。

そこで、(1"，と (/2.1;-1 とをまず比較 L、m.LX(Or./I2r-J)をノード I のfi1

i自に 、mill(o.r.U17_I)をノ ド 2.(-1の位也に持って車る。

この時、 1拍手法では、 0".02，，_¥以外のデ タについても7lJ.調li'Jの間保を

くずきないようにするために、 図4.7(a)のような比較を行っていた。し

かL.図4.7(b)のようにむ向，-1以外のデータの比較は不要であるこ

とが判明した。(図 4.7では、 iiij手法、新下訟とも αr.II2.._1輔のデータの

比較を行うと共l二 00.0.._1聞のデ タの比較も行っているが、これは、阪

符ノード kが (a )聞でも (b )個でも成り立つようにこのステ γプに汎.m

性を持たせるためである。)

本来的パイトニック ソート (障害ノードがない時的パイトニ γク ソ

ト)においては、 2.2.1に示したように‘直調列(川‘ "1‘ 112:r_] )において.

次のような 2つの順序列(7lJ.調列)をi'H措的に竹 って行〈。

(111山u山山111川n(aoα(/.r)' m川】n川川】u川川11川n(a町1，α ..+d........1口川山11山11川1口1叫α r 停叶1.，内，-，)) 

(m，o.:(ao. (1"，)， max(a]. a.r+d.' . . . .. . m叫 (0，，_1.向，-1)) 
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一方、本軍に示す障害ノードがある時のパイトニック ソート において

は、上記処理の1刊に迫加ステ ップの処理を行っている。(図 4. 9参照)
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図4. 9 障害ノードがある場合のバイト ニックソ ト

Fig.4.9 Bitonic 80rt with a node f;副lure
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そ白結果、各ノ ードには、次白ようなデータが人る。

ノード0:min(ao，a.:r_I)，ノ ードx-1 : ma.x(句，4:r_1)

ノードx maX(4:r，a.2.r_I).ノード2x-1: min(a..r，a.2:r_.) 

次に本来由パイトニ yクーソ トの処理である双詞列の分苦'1に人る。

ここでは、前処理を行った後に双剖列の分割を行っても、町仔列は、 nun

DI
'
lとma<側とに分かれることを証明する。

まず、前処思においては、a.o，a:r_1については、 (a)より ao$ a:r_1で

あるから位凶地係は変わらないoa:r， a2:r_1については、

(i) 4:r 2:. a2:r_1の時、

a:r，a2:r_1の位置関係は変わらない。

従って、次の双珂列の分自!のステップでは、本来どおりの処理が行われ、

Inln側と max側に分かれる。

(ii) a:r < a2:r_1の時、

iii拠理由後、

ノードx a2:r_1 

ノード2x-1 a:r 

となり、次の双翻列の分害IJ<Dステップでは、 αoと a2:r_h a:r_1とa.の

比転が行われることになる。(他のデータについては、本来のバイトニ yク・

ソ トどおりの比絞が行われる。}

a~_1 と a. との比絞については、 (a).(b) より a:r _ 1 壬 a. であるか

ら、位置関係はそのままで、 mm側に a:r_1、max側に a.が来る。

つまり、ノ ドO，x-l，x，2x-1のデタに注目すると、

nun側ノードO(min(ao，a2:r_1 ))，ノ ー ドx-l(a:r_I) 

m.x側ノードx(max(ao，a2:r_I))，ノ ード2x-1(α.) 

となる。

一方、オリジナルのパイト ニ 7ク・ソートでは、

nun側ノ ードO(句).ノード:r-l(min(a:r_I，a2:r_.)) ) 
}(d) 

m日側:ノ ードx(a.).ノ ド2:r-1(max(a:r_I，a2.r_d) J 
となる。

(c)と (d)とを比較すると、

)
 

C
 

(
 

、E

目、，ιE
，

/
 

ao壬a:r_1壬a:r< a2:r_1 

であるから、

(c)は、

mm側 ー ノードO(ao).

m.x酔i ノード:r(a2:r_1)， 

となる。

一方、 (d)は、

ノー ドx-l(a"，_d 
ノード2:r-I(a:r}

)
 

，
 

c
 

(
 

、目、，
E
J
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mm酔l
max田l

となる。

(c)に (d)，より、追加ステップカ守旧わっても、次由双車PiIJの分古IJのス

テップで正Lく nun側、 m田側に分かれることが証明されたことになる。

次に、双詞列を m m側、 max側とに分割する部分のアルゴリズムの証

明治Z必要となるが、この部分の証明は、 4.1.3と同じなので制品する。

b.双珂列目政大値が (a)由lの時

ノードO(a，)，

ノド x(a...)， 

ノードx-l(a"_I) 
)
 

，
 

d
 

{
 

、1
1
1
PEE-
，

ノード2x-1(42"'_1) 

双調列に次のような関係がある時、

a，壬a，主~ 4"壬・5:4j ~ 4;+1主主 4"'_1

~ a"， 主a...+1~. ......." ~ 42.1:_1 

(a) 

(b) 

ma.x(α"，，42"'_1);:; a"， は、 (b)の関係、

4:b_l .$ ・壬 4...+1壬a.

より、昇べき順に数えて、 z番目以上の値である町で、 (a)側と (b)側と

の値由比較後も (b)側に残らなければならない。

よ勺て、 a.のケ スと同じアルゴリズムを用いることができる。

x < k mod 4x < 2xの場合等、他のl>l告も同械にして証明できるので省

略する。

4.3 有弦環結合ネッ トワークへの適用

4 . 1 ~ 4.2では論理的なネットワ ク上でのノ ド障害時四パイトユック ・

ソート白手法について述べた。ここでは、こ四手法を物lllitr.Jなネ y トワーク

上に適用してみる。ネットワークの例として有弦環結合ネ ットワークモ取り

上げる。

J 

4.3.1 障害ノードの検出

4.1， 4.2の手法では、各ステ yプにおいてデ タを流す際に、目的地の

ノード番号をデータに与えてやる必要がある。このためには、ソーティング

を行う前に事前処理で障害ノ ードを検出して各ノ ドに障害ノ ド番号を通

知する必要がある。この処担は、例えば隣jfするノ ードをウオッチド νク

タイマで監視しておき陣容を検出すると、その情報{陣容ノード番号)をプ

ロードキャストするという方法がある。

4.3.2 障害ノードの迂回

障害ノ ードがある犠合、主塗結合でない限りは陣容ノードがデータの中継

ノードとな勺ていることがある。このような場合、データは陣害ノ ードモ迂
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回するような代替経路をとらなければならない。

有弦環結合ネァトワークにおいては、代特経路を図 4. 1 0に示すような

8の字型に規則的に指定することができる。問えば、デ タをノ ド0-1

-6と流そうとした場合において、ノ ドIが障害を起こしていて、ノ~ド

oから lヘデータを流すことができないときには、代容経路を用いてノ ド

0-1 5→ 4→ 5→ 6とデ タを流すことができる。この代容経路長んは、

ノ ド陣害においては弦町長さ ω によらず常にー定(1， = 4 )となる。 8

代替経路は、各ノードに代替経路査を持たせておくことにより実現でき

る。ノ ド陣省時には、障害ノ ードに構接するノードにおいて代替経路査を

用いることにより障害ノードを迂回させる。

8一方、 リンク陣省時には sで示したように IJ= 5となる.
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4.4 ステ ップ数を増やさずにで きる方法

障害ノードのあるネット ワ ク型コン ピュ タ上でパイト ニァ ク ソート

を行おうとする場合、 一般的仁任意の障害ノ ドに対しては冗長ステップの

設定と 、障害ノ ドの位世により比較するデータの一部の対を変更するため

インデックス距離 zの変更が必要となる。

ところが、図 4. 1 1のタイプのバイトニァク ソ ト WJ4. 1と同じ)

においては、陣笹ノードが先頭の 0骨自の場合には、冗長ステ ップを設けた

り、イ ンデ ックス距離 zを変更することなしにソーティングを行うことカ町T

能となる。

又、バイトニック ソ トの別のタイプのアルゴリズムである図 4.1 2 

の場合には、最挫の η ーl骨自のノ ードが障害ノ ドの時には、そのままソ

ティノグを行うことができる。

図4. 1 2は、ノ ド数 11= 2'の場合、 r← lステ ジ以下町時には、

各受信ノードにおいて 2つのデー タを比較した桂各通信ノ ドに戻すデ タ

の大小関係を匝14.1 1のタイプと逆にしたものである。
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図4.1 2 n - 1番目白ノ ド陣容に適用できるパイトニ yク ソ ト

Fig.4.12 Bitonic 50rt for the n-lth node failure 
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4.4.1 iiI明

2.2.1で述べたパイトニック ソートの原理において、 2，+1倒のデータ

の車問列から 2組の 2;個のデ タのE醐~jを生成する際パイトニック ソー

トの性質により、大きい方の 2'備のデー タの置醐列と，j、きい1iの 2'闘の

データのE湖列とに分かれる.ノード障書が無い場合には、そのまま再帰的

に 2・'2，2;-3 と短いR調列を作っていけば世桂に単調列が完成する。

ところが、ノ ド障害が有る場合には、科婦性を単純に使うことができな

い。 2;+1倒のデータのR醐列から 2組の 2'倒のデータの盟問列に分ける際、

そのままでは一般に一方的組の各他が他方の組の各植を超えないような間保

を維持することができず、冗長ステ ップやインテ'γ クス距離 zの監直が必要

となる。

しかL、図4. 1 1のタイプにおいては、先頭の0番目のノードが限時を

起こして使えない場合には、そのままでもこの閥保を維持することができる。

以下に、その鉦i悶を示す。

現日制列((10，(I¥，(/2，....amーいα'"，". . (/2"， -1)を、

(a) (ao.{/，[.町， αm-d

( b) (αm，αm+l， Cim+2，'"α2剛一J)

と2タT曹lして考える。

デ タ 0，のあるノード Oは障害ノードとし、使リm不能と考えるo J(、 E
澗列の最大値はノ ド， にあり他を Ooとする。

( 1 )叫が(a )側にある時、

α0:5('1:5壬 aeEα;+12:...2:(1)71-1 (a) 

> 0"， ? 0"'+1 > ...... ? a2"，_2主U"h，， _1 (b) 

任意のノード T.(0壬z壬111- 1)の世IUrは、ノード m+xの他。，岡村

と比較が行われ、車問列の性質により、 (a )聞の値は (b)側の値を超えな

いような関係になる。ところが、ノード m の値 Omは、比較の対員長となる

ノ ドo(他α。)が障害ノ ドのため、 0，と比較されずにそのまま(b )側

lこ残る。

一方、(b )の関係、

(1'1，，，-¥壬α2"，-2:5"， <α...+1:5αm 

より、 α剛は:ft~(ìに数えて少なくとも m 1ft目以上の他である。

( a )側は、ノード oが隊書ノードのため、 1~JtJ可能なノードは 111- i側、

( b )聞は川個のため、 αmが (b)閣にそのまま残っても、 (a )聞の佑は

全て、(b )聞の値を超えることがないことが保障される。

( 2 )引が(b )聞にある時、

町三 αl壬0，主 主0"'_1 ( a ) 

:5 a.n壬 :5Oj ? a・+1 主(12"， _1 (b) 

(10 :5 {/'I壬町主 主{/m-I壬11m
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より、 αmは 00を除き昇順に盈えて少なくとも m 番目以上の値である。

従って a"， が (b )側にそのまま残っても‘(a )側の値は全て、 (b )側

のf由を超えることがないことが保障される.

図4. 1 2のタイプのアルゴリズムの場合も引を最小値と Lて、同4和二

証明lできる。

4.4.2 有藍環結合ネ ットワークへの応用

ここに示Lた特殊なケースにおいては、ノード陣笹時にパイトニック ソー

トを行う場合に、冗長ステップを設ける必要もない L、各ステップにおいて

インデックス距離 zを変更する必要もない。

この特徹を生かして、障害ノ ドが検出されとならば、図 4. 1 3のよう

にその布院のノードから時計回りにイノデックスを O町 1，2.，...n -1とつけ

て行き、図 4. 1 2のタイプのアルゴリズムを適mしてソーテイングを行う

ようにすれば.イI弦環結合の任意のノード隊出に対応できる。
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the method of section4.4 8.pplied on It 
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5 結論

初めに有弦環結合ネ γ トワ ク型超並列コンピュータにおいて、パイト

ニック ソートを用いて並列にソーティングを行う方法について述べ、ノー

ド数、 データ数仰の場合の処理時IUJが O(、(iilog11)であることを示した。

次に、リンクが降;!}を起こした場合の代替経聞のとり方について示した。

陣出箇所については、任意の l本のリンクの場合と 2本のリンクの場合

についてとり上げた。また、有弦環結合においては、各リンクの代帯経路が

常に 5となることを示し、パイトニック ソートでこの手法を111いた場合の、

リンク隊出時の全経路長の評価を行った。

3帯日に、ノード障害時に冗長ステップを加え、処理の一部を変更するこ

とにより、障害ノードを除外してパイトニ γク ソートを行う手法を示した。

また、特殊なケースとして、冗長ステップの追加や処理の変更が不襲な場合

について運べ、イn主環結合ネットワーク上への適用方法を示した。

今後は、他の形状のネ ァトワ クでの検討やソ テイング以外の処理につ

いての検討が必要と考えられる.
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A1. バイト ニック ソート の証明(13) 

'!Il調 ~II (αI，CJ2， ・町")において、 do= mIn(CJj，an+i).ej ma.x(u;，au+d 

とすると、

max(d¥，d2.... ，d")壬min(Ct守町 e")( 1壬;'511)

となることを証明する。

つまり、 E湖列を半分に分け ((L¥.02 句α，，)， (a叶 l，a，，+2， 句，，)とし、

それぞれの a番目の ma.xとIlUIlからなる剛序列を作品と、すべての山11側

の値(c1t.d2....，d，，)は、全ての ma..x側の植 (e¥.e2.'...e")を超えることが

ないき鮮を証明する。

(証明)

'!Il摘要1JCJI壬a，壬.，壬 壬 CJ j _ 1 壬 (lj;?:{]j+I~"' 2. α2..(1壬3壬211)

において、 11<)壬211， のとき、(1壬j5， /1.のときは、順序を反対にすれば

且い。)
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αj 2. • . . 2.αk 2: Ok+l > ... >α2η 

a. 1壬E壬kー"のとき、

(a) 1壬I<)-11のとき、日ベき聞の範間内であり， (I"+(j_n)= f1" 

であるので、
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A2. 有弦環結合ネ yトワークの弦の長さの最適値に

ついて(6)

"例のノ ードからなる有技環結合ネァトワークの弦の長さの世適官t(W"J'( 

を、本論文では ω01" はJ百に近い杏散の(j(j(1旦L、11=4のときは W"J，t:::;:2 

、11=8のときは ω01" :::;: 4)とし、この時ノード!日!の世大距離(直径)dは最

小となり d".;百となるとしたが、雌帯にいうとこの弦の長さの他は最適仙

ではない。定理によると 世笹 dが与えられた時、ヰットワークのノードの

世大数 11""....と弦の長さの最適{j({ω0" は次のようになる。

(1 ) d = 2のとき、

M川町 =6，ω01'1:::;:3 

(2 ) d = 3のとき 、

η>l1Iu: :::;: 14ω01'1:::;: ，) 

(3) d = 4 Xは 6のとき、

fl"，"r :::;: d2 + 2d -4， Wopf :::;: d +3(及び WOj'/:::;: d + 1. f.!! L d :::;: 4のとき

のみ)

(4 ) d が奇数で、 d~5 のとき

"問αr=d2+3d-6ω。1'1:::;: d + 4(7.k.び Wopl:::;:d+2但 Ld=5のとき

のみ)

(5 ) dが偶数で、 d主8のとき

"川岨:::;:d2 + 3d -12，1V01JI :::;: d + 5(N.び '"0μ=d+3.1QLd=8のと

きのみ)

さらに雌背にいうと、柄引の積書1によって、{世JlIするノードt::Jの制度(.!Ti

み)が異なるので、このことを考慮して、綿形計画法等で求めるべきであろう。
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A3. 正方格子 (Mesh)結合ネ ットワークでの処理

時間

正方格子ネットワークでインデ γクスを図 Aのようにつける。(このよう

なイ ノデアクスのつけ方を ShufHedrow major indcxing(i)と官う。)。l 4 5 

2 3 6 7 

8 9 12 13 

10 11 14 15 

図 A

ノード数を n= 22目とすると、全経路時間ITR は止のようにして求まる。

(以下1¥1位時1mtr省略)

aが偶数の時の経路時IIlJt 1ft:と奇世田時の経路時間 IRoは、次式のよう

になる。

'R. 2 X (21 + 22 +... + 2') = 4・2'-4 

'Ro (21 + 22 +... + 21) + (21 + 22 +... + 2，-1) 

= 3・2'司 4

従って、各々の場合の全経路時1111TRe， liloは衣式のようになる.

Tuc = γ11ft: = 4 X (21 + 22 + . .. + 2・)-(4+4+"'+4)
~ 、ーーー~一一~

.銅

= 8. (2' -1) -4; 

Tuo = デ旬。=3 X (21 + 22 +... + 2;ト (4+4+"'+4)
~、-------

-岨

= 6. (2' -1) -4; 

世って、

TIl = T1u + TRo = 14. (2' -1) -8; 

となる。

n = 22iより 2'= jn，i = t10gnであるので、

Tn = 14(.;n -1) -410gn 

となる。
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