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はじめに

　有限次元の場合大切なLaplace方程式なども，　Hilbert空間は無限次元なので，そのま

ま扱うと特別な関数に対してだけしか定義できない。この難点を克服するため［2］で方

程式の正則化を定義し，Laplace方程式に関しては，正則化なしでは不可能だった極座標

表示を計算し，それを使って，正則化「球面」Laplacianの固有値と固有関数を求めた。

ここで現れる固有関数は，有限次元の類推では得られないものがあり，相転位との関係も

示唆され興味深い。

　本論文では［2］で得られた正則化「球面」Laplacia11をHilbert空間での量子力学の

観点から見直すことを試みる。特にHilbert空間の上に作られたある種の非結合代数であ

るJordan代数を用いれば，無限次元からくる計算の困難を突破でぎることが分かった。

またこのJorda11代数を用いて，　Hilbert空間の上の（1÷無限次元の）Dirac　like　operator

を定義した。有限次元の場合Jordan代数を用いて，　Dirac　like　operatorを定義すること

は，［9］や［10］などで行われており，ここではそれを無限次元に適用した。非結合代

数が量子力学で重要になるであろうということは，既にDiracによって示唆されており

（［4］），最近では［73などの研究もあり，無限次元Dirac　killd　operatorも意味があ

るものと信じる。

　本論文の概要は以下の通りである：第1節では，準備として「正則化」Laplacianの極

座標表示とそれを用いた正則化「球面」Laplacianの固有値，固有関数についての結果を

まとめてある（［2］）。第2節でJordan代数を導入し，それを用いて，11ilbert空間の角

運動量演算子（に当たるもの）と▽を定義し，更にBogoliubov変換を計算して有限次元

の場合と違って，回転の角度が限定されることを示した。最後の節である第3節では

Jordan代数を用いて，　Dirac型演算子を定義することを行い，そのために，　Jordan代数

をClifford代数を用いて表現し，更にClifford代数の表現を用いて，定義したDirac型

演算子の性質を調べた。有限次元の場合のγ5にあたるClifford代数の元は手で入れなけれ

ぽならないが，それに対応するJorda11代数の元を導入する必要があることを示し，さら

に相対論的共変性が成り立つための条件を求めた。

1　　正貝Uイヒ1」aplacian

1．1Hilbert空間の球座標とLaplacian

有限のN次元ではLaplacia11は
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　　　　　　　　　　　　　　　　△融謙　　　　　　　（・）

であるが，これでは，△7・⑰）2（Σ癌2）が！＞→・・クこおいて有限にならず定義できない。そ

こで，以下に定義するある固有値ん，を用いて意味のある無限次元Laplacia11を構築す

る。Xを固定されたRieman11計量をもったcompact（spin）mallifold，　EをX上の

Symmetric　vector　bundleとし，　L2（X）をEのsectionのHilbert空間とする。」ワθ。＝

ん、θ。のとき0のspectre分解はΣλ。（，θ。）θ，、であり，このとき五2（X）の正規直交基底を

｛θλ，、｝，η＝1，2，＿と選ぶ（［3］，参照）。以下では，計算の都合上｛ん｝，、∈∬，∫＝｛1，2，3，．．，｝と

しん、を正数とする。θ融＝λ≠θ。と書くと，これらはEのsectionの作るSobolev空間

確κ（X）の正規直交基底になる。

　ゐ2（X）の座標を∬＝（銑，挽，…）＝Σ紛、θ，、，歴（X）の座標〃＝Σ〃，、θ．，遊とる。このとき，

躍∈謄（X）をL2（X）の座標で書くとFΣoσ．，働、，κ＝Σ」σ。ε．℃あるので，コσ，、，働、，κ＝」σ。e，、を

得・・だから一一幅・なる調・（X）の・・pl…a・Σ、2；，、を囎）の座標稽く・

　　　　　　　　　　　　　∂激一二∂急一λ易κ∂島　　　　　（2）

から

　　　　　　　　　　　　　　潔、畿一罪姦　　　　（・）

となる。だから，五2（X）の関数に働くoperator△（s）を

　　　　　　　　　　　　　　　△（・）・一物・三蓋　　　　　（・）

で定義する。△（s）〆がRe．sが大きいとき定義され，5の関数として3＝0まで解析接続さ

れれば，正則化Laplacia11：ムプを

　　　　　　　　　　　　　　　：△：∫＝△（s）ノ18＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

で定義する。

例：

　　　　　　　　　　　　△（∫）7ω2＝2ζ（1）2，∫），

　　　　　　　　　　　　ζω2，s）＝Σ（λ髭）一s＝Σλ露28　　　　　　　　　　　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　ツ：＝ζ（11）LO）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

というspectral　zeta　fullctionΣ］λ迂8のFOへの解析接続した値が有限値をとることが分

かっている（［6］）。

　有限次元のN次元における極座標：

灘1＝γCOSθ1

灘2＝＝7si11θl　COSθ2

（8）

認N－1＝7Si11θ1…　Sinθ押＿2　COSθκ＿1

∬ノv；プsi11θズ・・siI1θ1v司

ただし，0≦θガ≦πα＝1，2，…，％一2），0≦θN－1≦2πを無限次元に拡張すれば無限次元極座
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標（0≦：θガ≦πα＝1，2，…））：

　　　　　　　　　　　　　灘1＝フ！COSθ1

　　　　　　　　　　　　　認2＝7sinθ1　cOS　6h

　　　　　　　　　　　　　灘π嘉γsi11θ1…　si11θπ＿1　COSθη

となる。この極座標は緯度だけあって経度がない。その代わりθ1，仇，．．．は条件

　　　　　　　　　　　　　　lim　si11θ1…si11θπ＝0
　　　　　　　　　　　　　　／z→oo

を満たす。

（・）か砿一砺（紬＋1，…）とな・ので，、急は

　　　　　　　　　　　∂鼠一計∂霧÷連坐∂ゐ

　　　　　　　　　　　　　一塗込㌔部霧∂翫

さらに，彪は

　　　　　　　　　　島一（踪牒＋誰号＋

　　　　　　　　　　　　義（嶽嫉＋轡虫∂み

となる。（9）から

　　　　∂7　飾∂27　1　鵡
　　　　∂認。㎜7ρ∂㍊一γ　73

　　　　1象：一一7罪素’＠一規），1象：一二瘍エ1（・＜切

　　　　繋一」㌣（・一城薇一識刊一繍一，糠1
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（9＞

（10）

（ID

（12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（η＜魏）　　（13）

であるので，spectral　zeta　functio11　Z（G，5）のs＝0への解析接続した値Z（G，0）＝ッを

用いて（13）を（12）に代入すると：△：の極座標表示

・△・一 ﾖ午号景A
　　・一誤＋アヲ1諺＋淘。、㎡a．．｝。、㎡命．1｛識÷＠…1）§鷺、窃｝（1・）

が得られる。ッ＝Nとおけぽ最後の角度の部分を除いてN次元でのものと同じ式になる。

この表示から：△：はッだけに関係するので以下では△［司と書く。

1．2Hilbert空間上の球Laplacianの固有値，固有関数

Hilbert空間における正則化しaplacia11の極座標表示による固有値問題を考える：
　　　　　　　　　　　　　　　一△［7ノ］ψ＝！そψ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）



114 Nobuhn｛o　TANABE

ここで，ψ＝R（γ）⑭（θ、，θ2，…）と動径と角度に変数分離すると次の二つの微分方程式

　　　　　　　　　　　禁＋ツヲ1那＋（λ一4）R一・

　　　　　　　　　　　Aレ］㊥十μ⑭＝0（μ：constant）

を得る。更に⑧（θ1，θ2，…）＝Z（θ1）端（の…と変数分離し少し整理すると，

　　　　　　　・一・・i1脇＋si劉響＋＠・）鰍劉

　　　　　　　　　　　　＋義｛繋÷（・一・）離鷺｝

　　　　　　　　　　　　＋ゐ，÷㎡島｛繋＋＠一・）離鷺｝＋…

（16）

（17）

（18）

と書ける。第一行はθ1のみを含み，この行以外はθ、を含まない。そこで第一行を定数α1

と置く。さらに，第一行を定数α、と置いた式の両辺にsi112θ2を掛けると（18）と同様な式が

得られ，上と同様なことを行うと，

　　　　・ilγ一・磁（・・バ…・畷）＋（飾一1一、、細ハー・，・一1，・，…　（1・）

が得られる。ただし，α。＝μである。計算尽，上の式の第η番目をω。＝COSθ。とおいた

　　　　　　　（1一ω灸）鍛一（岡・・激＋（・一・一、㌦）距・　（・①

は有用である。α。を

　　　　　　　　　　　　απユみz（みz十1ノー多2－2），み謬＝0，1，2，．，，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

とおく。このときハの解は定数を除いて形式的に，直交関数であるGegenbauerの多項

式を用いて書ける。母関数はα（∬）をGegenbauerの多項式とすると

　　　　　　　　　　　　（1一，孟＋，・）・一急αω〆，・〉一・　　　（22）

と書ける（［5］）。このGegenbauerの多項式を使って7｝、の解は

　　　　　　　　　　　　（1一ω易）一階一’z－2’／2C易セ闘士1一の／2（ω，，）

　　　　　　　　　　　　（1一ω舞）　（‘・＋一一2’／2C；瀦濫鴨（ω，、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
　　　　　　　　　　　　（1一ω第）‘’・12C七二㍑一l112（ω，、）

　　　　　　　　　　　　（1一ω第）‘・／2c雛誤詔1竺。（ω，、）

となる。ただし，α（ω）において1は0以上の整数で，λ∈Zである。

1．3Gege油auer多項式αの拡張

Hilbert空間での球関数を構築する際のGegenbauer多項式αの問題点としては，通常，

μは0または正の実数であるが，今の場合μが負になることである。そのためvolUme

formとGegenbauer多項式に変更を入れなければならない。しかしvolume　formの方は

未だ解っていないのでGegenbauer多項式の変更のみについて触れる。

　Gegenbauer多項式の母関数は，通常はμ〉一1としているが，　Hilbert空間での球関
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数を構築するためにはμ〉一1を負まで拡張する必要がある。μが正の整数で／が小さい

ところでは

　　　　　　　　　　C8（躍）＝1

　　　　　　　　　　C罫（認）＝2μ灘

　　　　　　　　　　Cダ（灘）＝2μ（μ十1）認2一μ

　　　　　　　　　　αω一÷・（・＋・）（・＋・）・・一・・（・＋1）・　　　（・4）

であるが，μが負の整数で1が小さいところでは上の母関数においてμをそのまま負の整

数に拡張してもそのまま成り立つ。更にμを上の母関数を用いて実数の場合まで拡張して

もよい。また（2のが負の場合にそのまま適用できることから，μ〉一1の場合Gegenbauer

多項式αは

C〃（泌）一（
揀m・～‘P匙玄茎｝）「㍑ヂ）（1一緋一一蓋（1一認…）嚇

（25）

と書けるが，あまり変更する必要がないことがおかる。ここでは，μ≦一1とすると
「両掛の部分醗散してしまい問題である・・

　　・（・）一（一1）・R・脚・（・）一（一・）・｛（　・）・（・）｝一言浸論一（吉1’（・・）

という置き換えをするだけで㈲がまた再現できる。

1．4諸定理等［2］

命題1．1．｛（θ1，島，＿）10≦：θ。≦：π｝上で考えた作用A［司は固有値一1（1÷ツー2），♂＝o，1，

2，＿に属する

　　　　　　　　　㊥（θ1，θ2，．．．）＝F（θ1，θ2，．
．．

CθN＿1）×

　　　　　　　　　　息（・…θ・）・一（・＋・・∬”（・）・＋・一一鷹），　　（・・）

の形の無限に多くの独立な固有関数をもつ。応は／≦島≦0を満たす整数であり，｛α。｝は

Σ1α。1／＞7＜・・を満たす。

系1．1．A［ッ］はッ＜1のとき定値作用素ではない。

　γ＝1，｛（θ1，6ち，＿）lo≦θπ≦π｝をとることは，　s。。＝｛訓11∬II＝1｝から｛（認，灘。。）Ill灘ll＝1，0≦

∬。。≦1｝⊂H㊥泥への写像を意味する。sr＝｛⑰，　o）iIl灘II2＝1－c2｝⊂π①R，0≦：σ＜》72

とする。この時，A［ッ］は鍔上の作用素A。＝A［の。を導く。A。は本来の（Hの）の球

Laplacia11である。次の定理が成り立つ（［2］）。

定理1．1．すべてのA，は共通の固有値一1（1÷ツー2），1＝0，1，2，，．．をもつ。すべての固

有値は固有関数⑨。（θ、，θ2，＿）；

A、・⑧。（1＋ツー2）⑭。，o≦0，⑧。≠0の無限に多くの独立な1－parameterの族をもつ。1≦1

のとき，固有値1（1＋ツー2）は

　　　　　　　　　　AcΦc＝／（／十アー2）Φb，Φc≠0，0≠0，Φc＝0　　　　　　　　　　　（28）

を満たす固有関数Φ。の無限に多くの独立な1－parameterの族をもつ。
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　ッがッ≦1である整数のとき，

　　　　　　　　　　　　　AcΨc＝0，Ψ。≠0，　c≠0，Ψc＝0

を満たす固有関数Ψ。の無限に多くの独立な1－parameterの族が存在する。

（29）

2　正則化「球面」Laplacianと：Jordan代数

2．1　角運動量演算子の導出

群一F1∂／∂・とし一△［・］諺＋表殉21…躍き殉を鱒蝿演算子で表す．

▽（∫）を次の式で定義する。ただし，後で5＝0へ解析接続するものとする。

　　　　　　　　　　　　　　▽（・）・一端・＆∂急

（30）から｛E。｝。，，，1－｛1，2，3，。．．｝は次の性質を持つ。

　　　　　　　　　　　　　E㌧～。Eηz＝Eη、。Eη＝δ2zηz1彦

そのため〃のDの固有関数による基底｛ε。、｝を生成元とするCl群ord代数を考え：

　　　　　　　　　　　2ηθ，，汁θ，，、召。＝一2δア己ηε，

　　　　　　　　　　　恥臨一弓（卵録鋸の

と表現される｛E。｝，、，∫で生成されるC上のJordan代数ノ（∬）を導入する。

　／（s）2は次のように変形する。

　　　2（・）・一一L〆激溜許｛（蜘ゑ＋考禽∂読｝

　　　　　一一〆｛（写忍λ三舎∂訟ア

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋霧雨λ調（E。Eπ’）濫£激∂翫｝

　　　　　一一〆｛平温，か調（EπE。’）嶽∂島（1象：読）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋濁忍、λ調（EπEア、’）庶房甑∂洗｝

　　　　　一一〆｛霧忍，λ甜（EηE，〆）∂銑（鶉1∂乱）

　　　　　　　　　　　　　　　　一濁忍、λ調（EπEπ’）講1象i号∂洗｝

　　　　　一ザ霧認，λ柑（EπEガ）∂急（1象：1∂舞）

最後の計算は（5）からである。更に変形すると，

　　　　　2（ε）2

　　　　　　　一（責謬轟∂象）（7≒写照温1象∂読）

　　　　　　　＝参（s）2十β（s）分（s）

となる。ただし

（30）

（3D

（32）

（33）

（3の

（35）
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　　　　　　　　　　　分（・）・一7≒写温λ識1象∂読

　　　　　　　　　　　β（s）：一　；7r≡≡1r　＝琴≡】　λ；iε」E2～　～鑑　　∂謬＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

と置いた。左辺は｛θ。｝。、、に関する微分なのに右辺には動径の微分が含まれている。だか

らρ（s）貿∫）1。司＝0とならなければならない。このとき，

　　　　　　　　　　　／（3）：＝参（s）

　　　　　　　　　　　　　　一感温（責渦雅∂銑）

　　　　　　　　　　　　　　；：Σ㍍SEπ4。　　　　　　　　　　　　　　（37）
　　　　　　　　　　　　　　　η嵩1

である。よって角運動量演算子様演算子の成分2．が

　　　　　　　　　　　　　　鳥一7≒訊諭∂ゐ　　　　　　（3紛

と求まる。

2．2H韮lbert空間上の▽とJordan代数｛EA｝A、∬。，あ＝｛0，1，2，．．．｝の性質

〃から1（∬）への関数に対して定義される微分演算子▽（3）を

　　　　　　　　　　　　　　▽（・）・一写・拙、急　　　　　（・・）

㌍謝る・▽（・）と殉が臓できたので運蝿煎子灘算子ρ（・）一7≒▽（・），

／（0）を計算する。その際，必要な久0）とE。を次式で定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヂ（s）：＝Σλ逐SE泌。　　　　　　　　　　　㈲
　　　　　　　　　　　　　　　　　η＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヂ（0）＝ΣE。蜘＝：Eoγ　　　　　　　　　　ω
　　　　　　　　　　　　　　　　　π＝1

前の｛E。｝。、∫，∫＝｛1，2，3，＿｝とまとめて｛EA｝A，，。，あ＝｛0，1，2，＿｝と書けば，その性質は

以下の様になる。

　　　　　　　Eバ（Eβ。Ec）≠（EズE。）・E。，

　　　　　　　E員・（Eβ。Ec）≠（E気。EB）・Ec，

　　　　　　　（EA）2＝1E，

　　　　　　　Eη。E規＝E，氾。Eη＝δηア泥1E，

　　　　　　　凡・E・＝E・・届ゴ誓1・，

　　　　　　　勢一諭一糊目〇，

　　　　　　　　　　　∂Eo
　　　　　　　　　Eo。　　　　　　　　　　　　　＝0　　　　　　　　　　　∂θノz
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島・
嶋齬@・出一｛罰し：論

陣・

このとき次の㈲が成り立つ。

　　　　　　Eo。ヂ（s）ls＝o＝1亙7

　　　　　　Eπ・ヂ（s）【ε＝o＝1副ア、

F1凡・ρ（・）1・一・一1・診

ノ＝．IE・・ρ（・）1・一・＝1・∂呈π

　　　　　　ノ＝了Eo・2（∫）18＝o＝0

　　　　　　／＝了Eπ・7（釧。＝o

　　　　　　　　　　L｛←曲鼻拭謡

2．3Jorda紅代数｛E。｝α、、．，ム＝｛±，1，2，3，．．．｝の性質

　　　　　　（η＝1）

＋器雍器誰）孟（π〉．1）

ω

（43）

昇降演算子様演算子をa（3）：＝Σ。（煽餌E2，、．1あ。．、±百λ罐E2読。）で定義する。これを

計算すると

み（s）

＝　＝Σ（油日1E2。一旨み一、±．Ffλ多fE2。あ，、）

　　π
一7≒写＠・E肋一・智∂駕≒∂・±FI耀E煮鑑∂・）

一責写｛λ諾IE加一・絵二∂晦1±FT煽囑総∂伽

　±・r櫨・・∂激’∂一

　＋2葱2（・諾IE…・∂絵1±月耀E鵜）・・｝

一7≒写｛一晶砺一1隷、∂伽汗月λ翻ム鴛1∂伽

畑瀬整驚：：1±戸脇繭岡

一盲写｛淋lE－S、。彦i懸菰．、∂一

平月轟・si。θ黒号鉱．、∂伽±月轟・辮｛〒謡慧・一1

÷2K2S、。・θ、…謡、．、S、。，燭E一・伽一1±Ff・㎡鰯）・・｝ （4の
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この形からわかるように
ハ　　　　　　　　　　ハ

捲（∫）毒（s）

　一「写（扉、E、。一1為。一、±F1耀E、読．）］［多（晶E助一・鉱一1午月刊ムム）」

　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　ハ　＝Σ｛三江1λ藁一1（E2，、一1・E2。Ll）（砺．1伽一、）＋脇野λ藁（E、。・E2。∂（砺あ，。）

　　アη〆

　　　　　一Ff融、磁（E2。一1・E2。’）（あ。．、灸。，）＋ノ＝1翻一一、（E、。・E、。，．1）（毒あ。、．1）｝

　＝Σ1E（λ脳一一、＋凝磁，、）

　　　η
　＝Σλ憂2s1瀦
　　　で

　＝／（s）2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（45）

　　　　　　　　　　　　　　　ハ3次元では全角運動量の2乗は72＝込鳥＋滋手鳥となるが，Hilbert空間では最後の座標

がないため，ここでも最後の角運動量なるものが存在しないという類似性が出た。この事
　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ

から，すぐに［／（s）2］。一。の固有値が奴あ＋ッー2）と分かっているからと言って［盗（s）2］。一。

の固有値があ（あ十ッー2）とは限らない。なぜならぽ，一般に，
　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　［盈（∫）盗（8）］8＿o　≠　［捲（s）］8二〇［盗（5）］8＿o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（46）

　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バであるから。［4（S）4（∫）］。一。＝［／（S）2］。一。のため，［毒（∫）4（S）］。。。はッに依存するが，［4

（3）］。一。は㈲からわかるがッに依存しない。そのため上式のようになる。

　昇降演算子様演算子を計算する際，次の定義が必要になる。

　　　　　　　　　　急（S）：＝Σ（煽乾1E、。．1躍、。．、±FI耀E、。∬、。）　　　　　㈲

　　　　　　　　　　　　　　η
　　　　　　　　　　急（0）＝Σ（E2η一1∬2，卜1±月E2溜2π）＝：E±γ　　　　　　　　　確8）

このE±の性質はEoと似ていて以下のようにまとめられる。

E。・（Eβ・Eγ）≠（E。・Eβ）・E，

lE。12・（Eβ。Eγ）＝（IE。12・Eβ）・E，

lE。12＝1。，

Eη。E〃～＝E2～z・E／z＝δπ刀z1E，

E・・E・FE・・E・＝一P叶1・h1・，

E一・E。＝Eη・E．＝（一1）・＋・，血18，

誓一諭一諭一〇，

　　E・・絵＋絵・E・一〇

臨・
決鼾戟E臨一仁諦（。ddm≠㎞一、），（甥＝2％一1）」可畢警鯉1。（・v・・m）

畷÷二一撫斬m），．耳瓢翻≠飴）
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　ただし，lE。12は【E，、12＝E，、2，　IE＋12＝iE－12＝E＋E一＝E－E＋である。

　　　　　　　　　　　　バ
2．4作用素干，瀦のBogoliubov変換

角運動量演算子様演算子の成分

　　　　　　　　　　　　　　鳥一7≒渦1急∂読　　　　　　qg）

に対するadjoint　operatorは

　　　　　　　　　　　　　　　　鳶＝ノ＝1轟　　　　　　　　　　（5①

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
となる。これは交換関係

　　　　　　　　　　　　　　［姻一品致糖　　　　　（・D

となるので，以下，球面上（γ一定）で考える。このとき，次のようなBosOI1の生成・消

滅演算子の交換関係を満たす。

　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［脇，疏］＝δπ2紀

　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　［窃，窃溺＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　［2z，　為、］　＝　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（52）

2（s）21。一。の固有値はあ（‘。＋ツー2）であるが，この固有値と個々の涕との関係が分かりづ

らい。そこで次のようにBogoliubov変換によって／（s）2【。一。を対角化する。

　　　　　　　　　　　　　　　　∂が＝α鳥一6齋　　　　　　　　　　　　　　　　｛謝、一、鳥＋。ゑナ　　　　（53）

このとき，

　　　　　　　　［∂。，麟］

　　　　　　　　　＝　6zろ［島，　鳥z］一トα2［a～，　疏］一　ろ2［2ず，　2ηz］一6z～5［2ナ，　2湾］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）

　　　　　　　　　＝（α2＋ろ2）δ。，、

となり，α2÷ゐ2＝1とすると［∂。，∂湖＝δ，、。、，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ］λπ2s謝∂，、
　　　　　　　　　π一1　　　　　　　　　　　　　ε＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（55）

　　　　　　　　　　＝Σλ露2S｛αろ潔一αろ（舞）2＋α22ナムーわ22謝｝1。＝0

である。α＝±／1＞ゼ，ゐ＝±／1～厄（順不同）のとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　愚λ二面1圓

　　　　　　　　　　　　　　　　　一回・）・1・司＋1）一1・　　　（・6）

である。このようにBogoliubov変換による回転の角度が固定されている。
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3　Jordan代数の表現を用いてのDirac方程式への拡張

3．1行列α。，βと非結合代数

ζregularizationの単純なDirac方程式への応用は

　　　　　　　　　　　（六三・・α・∂墓。＋、7≒＋伽）一・　　（・7）

である。この式からlocalなγ。（∬）のaHti・comlnutator｛γ。（∬），γ。、（の｝＝g。。、⑰）1の伽，、（∬）

はg。，，、⑰）＝λ汀ε編8とglobalなものしか出ずあまり面白くない。　Dirac方程式をHilbert空

間上の理論に拡張する別の一つの方法としてはα，、，βをnon－associativeな代数に置き換

える方法を提案する（［9］，［10］；［4］，［7］）参照）。まずnon－associative　algebra潮が

associative　aigebra痂と対応があるものとし，洞，〃の積×を以下で定義する。

　　　　　　　　　　　　　　洞・亙・一吉㈱＋伽　　　　　（・8）

前に出てきたE。E，，、＝δ。，謹を計算の都合上ん×ん、＝（R（θ。）R（砺）＋π（翫）R（召，∂）／

2＝一δπ“、1とし，符号の違いはあるがα。をnon－associativationしたものとする。ただし，

θ。はClifford代数の生成元（θ。θ。汁θ。θ。F－2δ，，，，、）を選ぶ。βの110n－associativationし

たものを6±としC1縦ord代数召。と新しい代数θ．。±とその表現1～（θ。。±）を導入して次のよ

うに定義するものとする。

　　　　θQG＝ヒ：＝θ＝ヒ1θ±2・●6，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（59）

　　　　θoo±θ2己±　＝　（一1）↑ノ｝1　θη±θOQ±，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6①

　　　　（εD。＋）2＝（一1）y（レ＋b／2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈹

　　　　θ。。＋：（θ。。＋）2＝十1ifッ三〇，3mod4；召。。一：（θ。。一）2＝一1iD≡1，2mod4，　　　（62）

　　　　8＋×β＋＝β＋2

　　　　　・一1（R（・…）R（・…）＋R（…劃・…））一（一1）・一・・　　㈲

このとき，β±とん吐の積は

　　　　　　　　　β・×ん±＝1（R（召。）R（銑・）÷κ（銑・）R（・…））

　　　　　　　　　　　　一度（1＋（一1）・一・）R（…±）κ（銑・）　　　　　　㈹

である。ただし，ん±はβ±に㈹の意味で対応したものとする。

3．2行列γ。から非結合代数であるJordan代数への書き換え

α。，βからγμをつくった時と同じようにFμ，μ＝1，2，＿；・・を次で定義する。

恥・一 ・ﾀ・M肚一2責（・＋（一1）噸（晦）Rω・』・一・・×1一尺ω

Pのallti－cornmUtatOrは

　　　　　　　　　rアη×rη

（65）

（66）
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　　　　　　　　　　　一÷（1＋（＝1）・一・）・（一・）一1（一1）・一2乱・…

　　　　　　　　　　　一｛㌦、（＿、m。d、），認舗1、）　（67）

と（一1）y－1と（一1）ゆ＋1）12の符号によってPが4種類存在する。それらを以下の表にある

ように定義する。それに応じてん，β，ψも4種類存在すると考えられるがそのことは後

で触れる。

ツmod4 （一1）ゆ＋1）〆2 （一1）レー1 rη 。4π β

0 1 一1 rη＋＋ 。4η＋＿ β÷＋

ユ．

一1 1 1「η一＿ 護π＿＋ β＿一

2 一1 一1 rノト＋ 。4π＿＿ β一＋

3 1 1 rη＋＿ ．4π＋＋ β＋＿

以下，r。±び，ん吐σ，6±σと書く時のσは±か手を取るものとする。このとき

　　　　　　　　　P27己×Pη÷rπ×rηε　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（68）

　　　　　　　　　　　一壱（1＋（一1）・一・）・（一・）一1（一・）・・僻・・／・轟・・

　　　　　　　　　　一｛㌦、（＿、m。d、），認灘詔、、），　（1・）

また

　　　　　　　　　　　　　　　　r。。×rπ＝rη×r。。．

4次元の時と同じような手順でγ行列におけるDirac方程式を導出しよう。このとき，

次の式を考える。

　　　　　　　　（六かsん・σ∂墓。一「了・書＋・±σ賜）・拠・一・　（・D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ±σ：＝1ψb十Σんz±σψη十β±σ1亮。士　　　　　　　　　　　（72）
　　　　　　　　　　　　　　π≡1

⑳に左からβ±σを掛けると

肯写λ匠・孟｛…×（ん±σ×1）蜘＋写λ再・・±σ×（葡×ん・・）ψ・＋…×（ん±・×…）拓・｝

一月7£｛β±σ×（…）岬…β±σ×（・・ん±σ）ψ・＋・±σ×（・…σ）拓・｝

＋㎜｛・±σ×（・±σ×・）岬…β±σ×（…×ん±σ）ψ汁・±σ×（β±σ×…）拓・｝一・（73）

後の計算はん，±σ，β±σの非可換性と非結合性に注意しなけれぽならない。㈲と

　　　　　　　　　　ノξ‘±σ×（》4η～±σ×ノ1η±σ）≠（ノ吐‘±σ×》4η、土σ）×》4π士σ　　　　　　　　　　　　　（74）

　　　　　　　　　　β±σ×（ん、±σ×ん、±σ）≠（β±σ×ノ乳”z±σ）×ノ1π±σ　　　　　　　　　　　　　　（75）

　　　　　　　　　　β±σ×（β±σ×ん±σ）≠（β±σ×βまσ）×んまσ　　　　　　　（76）

に注意すると
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　　　　　　　　　（抑・・F・±σ∂象＋…±σ∂7≒，±・窺）・ψ・σ一・　　（・7）

である。まだψ±σがん±σ，6±σで書かれているので，rで表す。次の結合律が成り立つ。

　　　　　　　　　　（F。、±σ×ん±σ）×β±σ二r。、±σ×G4。±σ×β±σ）　　　　　　㈱

よって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ψ。。：司＝1Σr。±。ψ。±σ＋r．．．。蜘．σ＋1拓．σ　　　　　㈲

　　　　　　　　　　　　　　　　π＝1

と置くと

　　　　　　　　　（愚・・8・…∂墓。＋…±・∂意±・辮）・Ψ±σ一・　　㈹

が得られる。また，rの積は結合律が成り立つのでこの式は4次元で㊥式と同様に扱え

る。

3．3　θ。の演算子表現R（召π±），R（θ．．±）の具体的な表現

7（召η）：C（Pレz一り→β（レ7一り（ワレz一左：Sobolev　space，　C：space　of　Clifford　algebras．over

罪一κ，β：space　of　bounded　operators［1］，［8］）を用いるとR（θ。±），　R（θ．。±）は

R（εη＋）一＝［γ（曽・）

R（召π＋）・＝「（曽・）

R（銑⇒・＝「（曽一）

R（θπ＿）一＝レ（島一）

。（＆．）］R（・…）一＝レ階1

＿惹．）］，左（・…）・＝［ll］

　επ＋θ舵÷÷ε寵＋∈～π＋＝一2δηηz，

　（召。。＋）2＝（一1）γ（γ＋1）12＝十1，

。（＆一）］R（…⇒・＝［』1刮

γ（召刀＿O）n，尋（・一）一一［厚∫

　θπ一θ2π一十一ε，η一θη＿＝一2δπ22z

　（召。。＿）2＝（一1）ツ（γ÷1）！2＝一1

アz＿，

7∫1．

⇔騰．一）一f一

一馬1

⇔｛一←・）一≡一

と表現される。これらを次の表にθ＋θ．。±の交換と＠．．±）2の符号についてまとめた。

（81）

（82）

以下にr肚σ，σ＝±orギの表現を示す。
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・・＋一一
氏E＋一×・・＋一一，7≒（1÷（一・）トう賑）一R（砺）一一・（・f・≡・m・d・）

・・一一 o・一＋臨・一，7≒（・＋（一1）噸（　）訳ω・

　　一［　　　　o　　一月γ（召。一）月γ（ε。⊃　　　0」（・f　・m・d・）

　　　　1　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　（1十（一1）γ一1）R（θ。。＿）＿尺（θπ＿）＿＝0（ifッ≡2　nlod4）　　　　　　β＿＿×夙η＿＿＝r2z＿＝
　　　月　　　　　　　　　　　　2月

隅一
V≒・＋＋×ん一一、7≒（・＋（一・）トう臨）訳偏

　　一［一，／＝丁7（6。＋）　　o　　　　　o　　一、／巧7（θ。＋）］（・f　・m・d・）
（83）

3．4　Dirac方程式の相対論的共変性

　Non－associative　algebra　r。，　r。。は基本的には行列表現でぎないのでHermite

conlugate†を取ることはできないが，積の定義と前の章から砿＝L、，　P誌±＝±r．。±とする

のが妥当と思われる。今，Ψ±σ＝Ψよr．．σと置く。

　この問題におけるP行列とγ行列の違いは，まず4次元におけるγ4にあたるものが確

定できない。r。のπの極限におけるものであるからである。この極限のものをγ5にあた

るr。。と同一視することにする。

　次にこの問題におけるr行列とγ行列の違いは，交換・反交換性，つまり

　　　　　　　　　　　P7，〆rη＝Pπ×rη3（〃z≠π，〃z，％＝1，2，．）　　　　　　　　　　（84）

　　　　　　　　　　　γμγy＝一γγγμ（μ≠ッ，μ，ッ＝1，2，3，4）　　　　　　　　　　　　　　　　　（85）

また，Dirac方程式の相対論的共変性を見る場合にはζれらのHermite　colljugateにおけ

る符号の変化である。r行列とγ行列では

　　　　　　　　　　　　　　r痘±μ＝rπ±σ，r誌±σ＝±rDD±σ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（86）

　　　　　　　　　　　　　　γ海＝γμ，γま＝γ5，μ＝1，2，3，4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（87）

となる。あと，r。，　r。．の関係（r．。はη→・・の意味）とγμ，γ4の関係は

　　　　　　　　　　　　　　r2z×r。。＝r。。rπ，η＝1，2，．．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（88）

　　　　　　　　　　　　　　γαγ4＝一γ4γα，α＝12，3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（89）

となり違いがある。以上の交換・反交換性の違いからr。。±σ＝±r。。±σが重要な意味を持っ

てくる。

　4次元の時と同じようにDirac方程式の相対論的共変性が満たされるのは，　r。。一σ＝一r．。．σ

の場合である。このとき次の式を満たす。

　　　　　　　　（勲r・一σ∂急＋…一σ∂ん一・珊）・並・一・　　⑲①

上式をを相対論的Dirac　kind方程式と定義し，

　　　　　　　　（愚轟＋σ∂呈。＋…＋σ∂7≒，＋・辮）・屯・一・　．（・D

を非相対論的Dirac　kind方程式と定義する。　r。。一一，　r。。＋．は0となり今後の問題である。
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                              Abstract

  Laplace operator on a Hilbert space can not even act on the metric function. To

overcome this diff}cult, we defined regularization of. Laplacian. In particular, we

computed polar coordinate expression of regularized Laplacian which can not do

without regularization[2]. We try to rewrite given regularized "spherical" Laplacian

from the point of quaRtum mechanics on an infinite dimensional space. We eliminate

the difficulty comes from infinite dimensional property of the space, by introducing a

Jordan algebra, which is non-associative. In finite dimensional case, Jordan algebra has

been used to define Dirac kind operator ([5],[10]). We adopt this argument to the

infinite dimensional case and define an infinite dimensional Dirac kind operator.


