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Integral manifold of weak non-linear differential equations

　　　and its application to optimal regulator problems

　　　　Masayoshi EGUCHI＊, Yasunari SHIDAMA＊＊, and Dawei CAI＊＊＊

　　　　　　　　　　　　　　　Hiroo YAMAURA＊＊＊

　　王nthis　paper，　we　use　the飯ed　point　theorem　to　generate　a　set　of　su伍cient

conditions　which　confine　the　solutions　of　weak　non－1inear　d孟fferential　equations　to　a

王ow　order　stable　integral　manifold．　Furthermore，　we　show　that　these　conditions　ca簸

be　weak：e漁ed　to　a　great　extent　if　the　initial　vahles　of　the　differential　equations　are

confined　to　a　boun（ied　region．

　　Next，　we　apply　the　obtained　conditions　in　the　solution　of　weak　non－linear

optimal　regulator　problems　and　derive　suf五cient　conditions　for　the　existence　of　a

non－linear　feedback　control　law　which　meet　the　neccesary　cond｛tions　for　optimality．

We　propose　a　method　for飴ding　the　feedback　colltrol　in　an　analytic　form　such　as　a

Fourier　series　and　a　new　calculation　algorithm　which　applies　the　Newton　methGd　a且d

other　techniques．　Simulatio鍛s　using　the　algorithm　exhibited　favorable　results．

1．ま　え　が　き

　線形の動作をするシステムの状態量を，なるべく小さな制御入力で0にする問題は，線

形レギュレータ問題としてよく知られている．この問題はカルマンにより，はじめて評価

関数最小化問題として，厳密に定式化され，解かれた1）．最適な剃御入力は状態フィード

バック，すなわち状態量にある行列をかけた形となる．現代綱御理論の視点から古典的な

フィードバック鰯御の意義を明確にしただけでなく，広い応用分野が考えられるため，大

きなインパクトを与えた．その後多くの研究が行われ，モータや発電機の制御など広く応

用されている。

　しかし，現実のシステムは多かれ少なかれ非線形特性を持つ．これを線形近似して線形

レギュレータとみなし，フィードバック則を算出しているが，制御の仕上がりが悪くなり，

発散してしまう場合も起こる．非線形の場合にも最適フィードバックが構成できれぽ理論
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上も，応用上も意義が大きい．しかし，非線形の場合は解析が難しく，非線形の度合いが

弱い場会でも最適フィードバック解が存在するかどうかは解っていない．本論文は，この

問題を考察する。

　まず2章で非線形レギュレータ問題について簡単な考察を行う．制御入力が，ある非線

形連立微分方程式系を満足することが，最適1生の必要条件となること，この解がある低次

の安定な積分多様体に拘束されるとぎ制御則がフィードバック則で与えられることを示す．

　3章では，弱非線形の場合に上述の連立微分方程式の解が無限時間にわたって低次の安

定な積分多様体に拘束される十分条件を，不動点定理を用いて求める．

　4章ではこれらの結果を弱非線形最適レギュレータ問題に適用し，最適性の必要条件を

満たすフィードバック則が存在する十分条件を求める．

　5章ではフィードバック則を求める数値解法を提案する．

　6章では具体的な非線形レギュレータ問題に適用し，理論と解法が有効であることを示

す．

2．非線形最適レギュレータの必要条件式

　初めに線形レギュレータの定式化とその解，次に非線形レギュレータの定式化とその解

が満たすべき必要条件式について説明する．

2．1線形レギュレータについて

　線形レギュレータ問題は次のように記述される．

　システム方程式

畑＝﨑ｾ（の｝ （1）

と，評価関数

ル）一吉∬｛・（が卿）＋・Tω翫（の｝漉 （2）

が与えられたとき，1（勿を最小にする制御量鼠の（s孟KOO）を求めること．ここで，

κ（の∈摺，鼠の∈Rη，メ1，βは％×π，％×窺定数行列．9，πはそれぞれη×％，％×〃z

の対称準正定，対称正定な定数行列．

　（AB）が可制御対（ガ．2，行列〔．8，　A8，　A2B，．．．，A嗣B〕のランクがη）のとき，

この問題は解（最適制御則と呼ぶ）を持ち，

　　　　　　　　　　　　　　％（の漏一R禰1βTεκω

で与えられる．ここで5はジカッチ行列方程式

　　　　　　　　　　　S／1÷ATS－5BR－1BTS＋Q＝0

の対称正定値解である．最適入力（3）式に対するシステムの応答

　　　　　　　　　　　　元ω＝（A一βR－1BTS）κ（の

は漸近安定，すなわち行列（A－B1ぞ｝1BτS）の固有値の実部は全て負となる．

2．2非線形レギュレータについて

　本論文で考察する非線形レギュレータ問題は次のように記述される．

（3）

（4）

（5）



弱葬線形微分方程式系の作る積分多様体と最適レギュレータへの応用 3

　システム方程式

　　　　　　　　　　畑＝幽（の＋B％（’廊）＝ξ）＋9α（の）｝　　　（・）

と，評価関数（2）式が与えられたとき，ノ（のを最小にする制御量鼠の（∫∠’〈∞）を求め

ること．ここで，g（κ）は非線形な連続関数であり，微分方程式（6）の解の存在性，一意性

を保証する程度のなめらかさを持っているとする．

　この問題の解を求めることは困難なので，解であるための必要条件を求める．

　ハミルトン関数

　　　　　礁λ，・）一÷・ゆ＋下槍・＋λ7協＋β・＋9ω｝

を導入する．このときノ（のが最小となる必要条件は

　　　　　　　　　　　　　　　　　．　∂H
　　　　　　　　　　　　　　　　κ謹ππ

　　　　　　　　　　　　　　　　λ一一誓

　　　　　　　　　　　　　　　　器一・

　　　　　　　　　　　　　　κ（s）漏ξ，　ノ1（○○）＝0

で与えられる9｝．

　（10）式より

　　　　　　　　　　　　　　　〃＝一R－1βTλ

（7）

（8）

（9）

（！0）

（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

λ（の謹Sκ（の十ゐ（のとおき（8），（9）式に代入（但しSはりカヅチ方程式（4）の解）すると，

　　　　　　　£（’）漏（∠4－Bl～ぞ一1BTS）κ（’）一BI～一IBTlz（’）一トg（κ（∫））　　　　　　　　　　　　（13）

　　　海ω一（A－BR－1BT∫）・・（’）一・・（・ω）一曇・・（・（’）（・・（’）÷励　（・4）

が得られる．

　もし（13），（14）式がぬ（の；ρ（κ（の）という形の解を持てばフィードバック則

　　　　　　　　　　　　z6匹＝一1ぞ一1、BT（Sκ（’）一←カ（κ（渉））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

が最適制御則であるための必要条件を満たすことになる．

　　　　　　　　　3。非線形徴分方程式系の作る積分多様体

　最適レギュレータだけでなく非線形振動など他の分野にも応用できるように，少し一般

化した方程式を考える．

　　　　　　　　　　　　£（の謹Aκ（の十βぬ（の十εθ（κ（の，ぬω）　　　　　　（16）

　　　　　　　　　　　　1乞（’）　漏Clz（’）十εF（κ（’），　1z（’））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

　　　　　　　　　　　　κ（∫）＝ξ

ここでん（の∈Rπ，ぬ（のeRη，　A，　B，　Cは定数行列，εは正の実数

3。1　基本定王里
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　本論文ではベクトルノルムはユークリッドノルム，行列Aのノルム1刈としては

maXl。回擁κ1を考える．次の仮定をおく．

　（HO）Aの固有値の実部は全て負であり，　Cの固有値の実部は全て正である．すなわち

　　∀’∈〔0，00）

　　　　　　　　　　　　　　　｛ゴ矯濁　　　　　（18）

　　をみたす正数払，鳥が存在．（ド！，2）

　（H1）　θ（y，の，　F（y，の：1習×R加で連続，有界

（H2）　θ，　Fは次のリプシッツ条件1，2をそれぞれ満たす．

　　1．　∀σ＞0，　ヨ」L9＞0

　　　　　　　　（∀y，y∈Rつ（物，ガ∈R彿；i〃｝，　i〆｝≦σ），

　　　　　　　　　1θ（y，〃）一θ（y～〃’）1≦2L9｛ly－y／→一1θ一〃／｝　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

　　2．　∀σ＞0，　ヨL要＞0

　　　　　　　　（∀y，y∈iRπ）　（∀zノ，　乙／∈≡五～躍；！z／1，　Iz／1≦σ），

　　　　　　　　　IF（y，〃）一F（3／，び’）1≦；1，冥｛ly－y／十1θ一〃〆1｝　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

（H3）　σについて単調増加なN（σ）が存在し，

　　　　　　　　　（∀σ＞o）（∀y∈Rη）（物∈R御；1〃1≦σ）

　　　　　　　　　　　　　　　lF（y，の1≦N（σ）　　　　　　　　　　　　　　　（2！）

［定理！］

　仮定（HO），（〃1），（∬2），（∬3）が成り立つものとする．⑳を次の不等式を満たすε

の最大数（ないしなるべく大きな正数）とせよ

　　　　　　　。三々、穐一賜畜個」＋乱炉・（1＋訓｝＞0　　　（22）

　　　　　　　　　　　α一正～／ど必1ノ脆．乙炉。　（1→一〉τ∠1）≦三∠1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

　　　　　　　　　　　　　　喋N卿）≦D　　　　（24）

　このときε∈［0，εolをもつ系（16），（17）について；

　関数σ：κ∈R陀陣σ（κ）∈R糀が存在し雇s）識歪σ（κ（s））を満たす解は次の関係式を満た

す．

　　　　　　　　　　　∀オ∈［ε，○○〉；ぬ（の麓歪σ（κ（の）　　　　　　　　　　（25）

　すなわち，初期値（κ（∫），～信σ（κ（3））を満たす系（16），（！7）はπ次元の曲面（積分多様

体）

　　　　　　　　　　　　　ρコ｛（κ，〉旬（κ））1κeR〃｝　　　　　　　　　　　　（26）

　に拘束される．
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ここで，σは以下のような関数の集合S（D，∠）の元である．

　　　　　　　s（o，コ）全｛ヵ1ヵ∈c（R・，R・），liρll≦D，

　　　　　　　　　　　　∀y，y∈……πノz，1カ（y）一ψ（y）1≦∠ly－yl｝

ただし，

　　　　　　　　　c（R・，納会｛カlR・一脈有界，連続｝

　　　　　　　　　　　　　　　Ilρ1全謝ρ（y）i

（証明）

1第一段］雇’）；だρ（’）を方程式（16），（17）に代入して変形すると

　　　　　　　　　　　　亙（の竺Aκ（の十畜βカω十εθ（κ（の，歪ρ（’））

　　　　　　　　　　　　ガ（の謹⑰（の十畜F（κ（の，畜ρ（の）

（30）式の右辺のヵ（のにσ（κ（の），σ∈S（D，幼を代入する．

　　　　　　　　　　溜才ω＋価（κ（の）＋εθ（κ（‘繭（κ（彦）〉｝

（32）式の解は，θのりプシッツ条件から唯一つ存在する．

この解をκ（ち∫，ξ，のと書くと解の一意性から

　　　　　　　　　　　　κα＋∫；∫，ξ，（7）竺κ（ち0，ξ，（1）

（32）式を解くと

　　　　　　　　・（ち・，ξ，・）一・細ξ砿‘・触瘤姻…，ξ・））

　　　　　＋εθ（κ（7；ε，ξ，4），泥σ（κ（γ；∫，ξ，（～）））｝orγ

　　　　　RGξ　齢，1君國⑧1，・剛・1ξ1噌師1の÷・1θt｝

とおくと

（18）式，（27）式，仮定（H1）より

　　　　　　　　　1κ（ちε，ξ，（1）1≦1～（i引，ノ匠1，々1，1β1，D，【θ1，ε）

ここで1矧は行列βのノルム，1θ【は関数θの上限である．

［第二段］不動点問題への変換

次に，（31）式に着目して関数F中のκ（の，ρ（のに，κ（の＝κ（ちs，ξ，の

ρ（の冨σ（κ（ちs，ξ，のを代入し，

T（の（ξ）一一亙．．・ご吻（・（…，ξ，の，励（・（…，ξ，・）））〃

　とおこう．

一定であることが，（33）式と積分変数の変換により示せる．

　この定理の証開は作用素丁の不動点σ＝T（のの存在証明に帰着する．

　実際，不動点α藁7’（のが存在すれぽ，

（27）

（28）

（29）

）
）0
1

り
Q
3

（
（

（32）

（33）

（34）

（35）

（36）

（37）

5

このT（の（ξ）はんの初期点ξと関数σのみに依存し，初期時刻∫≧0によらず
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σ（ξ）＝7’（σ）（ξ）

一亙．．・両様・（7；∫，ξ，（～），～偲（1（κ（7！；∫，ξ，（1）））〃

一｛∬・醗F（・（…，ξ，・），励（・（…，ξの））・・

＋θc（5一つσ（κ（ちs，ξ，（7））

　が導かれる．上式の両辺を’で微分し整理すると

　　　　4（κ（ちs，ξ，σ））＝C（1（κ（ちε，ξ，σ））＋～／…一27（κ（ちs，ξ，（7），畜（～（κ（ちs，ξ，（1）））

が従う．これはg（κ（ちs，ξ，の）が（31）式の解であることを示す．

［第三段1不動点定理の適用

　不動点定理を利用して写像7の不動点が存在する条件を求める．このために，4が所属

している関数空間C（Rπ，Rりにコンパクトー様収束の位相2）τをいれる．すなわち任意のノ

∈C（Rη，R吟の基本近傍系を

　　　　　　σ（凪δ）会｛9∈c（R・，Rり；§馨pl∫（・）一9（・）1〈δ｝

　　　｛び（∫；κ，δ）；κはπ〃の任意のコンパクト集合，δは任意の正数｝

で定義する．（C（1～π，R躍），τ）は局所凸な位相線形空間3）となる．

［！コ　S（1），」）は（C（∫～〃，R祝），τ）のなかのコンパクト凸集合である．

　働凸集合であることは容易に示せるので，証明を略す．

（38）

（39）

　㈱R〃，R擢はノルム位相でそれぞれ局所コンパクト端空間と距離空間となる．アスコ

　　リ・アルゼラの定理2）によりS（1），∠）が相対コンパクトである必要十分条件は，各

　　点κ∈1㌍で，S（1），」）が同程度連続で｛ρ（κ）：ヵ∈Sα），」）｝が∫～〃の相対コンパクト

　　集合で与えられる．この2つの条件が成り立つことは容易に示せる．

　⑳S（D，∠）は閉集合であることも明白である．以上よりS（Z），ヨ）はコンパクト集合で

　　ある．

［2］　7’はS（D，」）からS（D，4）のなかへの写像となる．

　　σ∈∫（D，∠1）とする．

（37）式と仮定（HO），（H3）より

陶（ξ）i≦痛．g超・一剛冨・匪喋Nゆ）

がすべてのξ∈Rπに対して成立する．定理の条件（24）式より

　　　　　　　　　　　　　　　　｝7’（σ）（ξ）1≦：o

が得られる．次にT（ののりプシッツ条件を調べる．

（40）

ξ1，ξ2を1習の任意の2点とする．表現を簡略にするためん（’；0，ξ，のをκゴ（’），と書く．（18），

（20），（27）式より

　　　　　　　　【T（・）（ξ）一丁（の（＆）1一｛∫．．・一σ｛F（・・1・（・），・τ・（・・1・（・）））
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一F（・…（・），勧（・…（・））胴

≦だ轍炉・（1＋，厄D）∫．．・一・・り・・1・（・）一κ…（・）1ゴ・

次に（34）式でFOとおくとき，1κ（1）（’）一κ（2）（の1を評価すると

　　　　　　　iκ（1｝（の一κ（2）（の1

　　　　　　　　≦撫・1愉副∬晦・・一畜｛關・・（か・・酬

　　　　　　　　＋厨・（1十畜∠Diκ（D（7！）一・…（小・（∀・≧・）

　　　　　　　　∴・㌦・・ω一・・2・（・）1≦鷹1一翻∬　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　露41＞τ｛IBIヨ

　　　　　　　　÷、信五50（1÷．塔ヨ）｝¢例κ（1）（γ）一κ（21（7）1〃

不等式（42）にGro敷wali－Belllnanの補題4）を適用すると

　　　　　　1κ（1）（の一κ（2＞（の1≦ノレf、【ξ一η1θ一｛々一砿だ（1β14＋畜Lガρ（1＋・ぞ」））｝‘

（41）式の右辺に（43）式を代入して整頓すると

　　　　　　　　　1T（の（ξ1）一丁（σ）（ξ、）i≦だM1処Drρ（1÷，励）

　　　　　　　　・∫．．・一・　鷹瞬L㌍（1癩））・’副ξ1一亀1

定理の仮定（22）式より（44）式の右辺の積分は存在し

　　　　囮（ξ1）一丁（・）（釧≦÷・τ脳L飾＋励）愉釧

（23）式より　　　　　　　　　　　　　≦∠・｝ξ一ξ21

［3コ　Tは連続写像となる．

σ1，σ2∈iS（D，」）とし，κω（の漏κ（ち0，ξ，σ）とおく．

・ω
ﾖ一♂’ξ＋∬♂（’一の畜画・ω（の）＋だ・（・…（’慮（…（の））｝・・

（36）式より，任意の’＞0に対し

　　　　　　　　　　【κω（の【≦1ぞ（1ξ1，ノレf粟，々1，IB1，2つ，1θ【，ε）

と表せる（ガ＝！，2）．（48）式を利用して

　　　　　　　　141（κ（1）（プ））一42（κ（2）（7））1

　　　　　　　　≦∠iκ（1）（γ）一κ②（γ）【÷1【グコ2【1。q、1）

　　　　　　　　ここで｝1・L・　｝一望。皇黙，脚一酬

　　　　　　　　　　　R（1ξ1）会R（1ξ1，Ml，々1，【君【，D，【θ1，。）

（19），（49）式より

　　　　　　　　1θ（α）（7），だσ1（κ（1）（γ）））一θ（κ（2）（7），だσ2（κ（2）（7）））｝

　　　　　　　　≦五炉D｛1κ（1）（プ）一κ（2）（7）ト畜4κα）（7）一κ（2）（プ）1

　　　　　　　　＋〉〆司191コ21【。㈱｝

（19），（47），（49），（51）式より

　　　　　　　　1κ（1）（の一κ（2）（’）【≦，τM、個∠＋、／どる夢。（1＋，励）｝

（41）

（42）

（43）

（44）

（45）

（47）

（48）

（49）

（50）

（51）

7
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　　　　　　　　・∬・一・・（・一・・掬・1・（・）一・・2・（・）1〃

　　　　　　　＋噌個＋・酬・1一・2iレ…

（52）式の両辺にθ々’亡をかけGronwail－Bellmannの補題を適用すると

　　　　　　　疎・1・α）一・・2・（の1≦噌｛1君1÷・劇1・L・211一♂¢

　　　　　＋∬芽｛馳＋畜劇・＋励）｝僻・劇

　　　　　　　・liσ1一σ21レ（1，D2々・「θ勲1［馳牽庸P睡P）｝（’一γ）〃

　　　　　　　欝灘1認1呵

と：おくと，（53）式より

　　　　　　　iκ（1）（’）一κ（2）（’）｝≦β111（11一（1211R（1ξσ

　　　　　　　＋々、転（1一・一・　）rl・正一・　1・（1・・

が得られる．

ここで

（∬2），（49）式より

　｝7「（（11）（ξ）一丁（（12）（ξ）1

　　　　　ε　c7｛F（κ（1）（7），畜が（κ（1）（7）））一畜「∬

一F（・…（・），画・（・…（・）））｝・・1

≦β∬・一…1・・1・（・）一・・2・（・）1〃＋β・li・L・　1・（1・・

薄鍵蘭）｝

（52）

（53）

（54）

（55）

（56）

（57）

（56）式に（55）式を代入して積分を実行する．（22），（54）式から鳥＋ん2一βFα＞Gなの

で，この積分は存在し，次式が成立する．

　　　　　　　　　　　　lT（（～1）（ξ）一丁（（12）（ξ）1≦δ【1σ1一一一92郵RqξD

　すなわち

　　　　　　　　　　　　lT（σ1）一丁匂2）lr≦δ1αLα2ilπ（7）

　ここで

　　　　　　　　　δ一＆憺＋ん、㌔（1　　　1々2　　ん1＋々2一β3）｝＋属

　（58）式はTが位相τで，連続であることを示している．

（58）

（59）

以上［肩～〔3］の議論より，7’は，局所凸な位相線形空間（C（R〃，R吟，τ）のコンパクト
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凸集合S（0，∠）を，そのなかに写す連続写像である．ゆえにチホノフの定理5）を適用出来，

不動点の存在が示せた．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　QED．

3，2定理の仮定を弱める

　定理1の仮定（H1），（H2），（H3）は大変強い．（13），（14）式と（16），（17）式（ε算

1とする）を比較することにより，非線形レギュレータでは

　　　　　　　　　　／1＝A－BR－1βTS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（60）

　　　　　　　　　　β＝一潔…1βT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（61）

　　　　　　　　　　C＝一（ノ1一βR一1βTS）T＝一．4　T　　　　　　　　　　　　　（62）

　　　　　　　　θ（κ，ぬ）＝9（κ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（63）

　　　　　　　　F四一鎗ω濃・・ω（5比十乃）　　　　（・・）

　となる．、4，一Cの固有値の実部は全て負であり（HO）は満たされるが，（H1），（H2），

（H3）は一般に満たされない．たとえばg（κ）＝si砿のときにはθ（κ，勿瓢g（κ）は有界でリ

プシッツ条件を満たすが，F（κ，ぬ）は有界でなく，リプシッツ条件を満たさない．　g（κ）一

κ2の場合には，θ，Fのどちらも，有界でなくリプシッツ条件を満たさない．そこで初期

値を有界領域に限定することにより，仮定（H1），（H2），（H3）を弱め，これらにも適

用できるようにする．

　まずθ（κ，勿が有界で．任意の有界領域上でリプシッツ条件を満たすとぎを考えよう．

定理1の証明の第一段の議論（（36）式）により，1ξ1≦γである初期値を考える限り，

　　　　　　　　　　　　　1κ（の1≦R（7；砥ん1JBしD，；θしε）

　また，常に匝（’）1＝1＞「乙「（7（κ（’））1≦〉τDとなる．ここでん（の＝κ（ちs，ξ，の．

　そのため集合

3鋼×5融＝｛（功）∈R〃×R濯測≦R（7；砥副BLoJθLε），泌　≦ノδD｝

　の外部でF（κ，〃）を変形しても解κ（の，碗）は変化しない．

Fを上記の集合上でリプシッツ定数L炉0’π（りを持つとする．そのとき次のようにFを変更

する．

　　　　　　F（κ，1z）＝＝F（κ，1z），　（κ，1の∈≡Sπ（r＞×Sβo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（65）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　max　IF（κ，ぬ）【　　　　　　　（66）　　　　　　lFl竃max【F（κ，乃）ト
　　　　　　　　　　　　　　　　　　αノ’＞6ε儲ωX∫πρ　　　　　　　　（κノ卍＞6π厚×1～胴

　　　　　　（∀κ，／∈≡Rη）（∀尾互∈R配；圃，；酬≦歪D）のとき

　　　　　　11｝（κ，1z）一、戸（κ’，万）【≦二L炉。・尺（7》（1κ一κ／一軒レz－1ガ1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（67）

　このような変更が可能であることを次の命題で示す．

補題1　R＞0，η∈iNとする．次のようなR”からS細1＝｛κ∈Rπ；囮≦R｝への写像躍

を考える．

（68）

すると
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（1）

（2）

（証明）

κ，yの役割は対称的なので次のケースを証明すれぽ十分．

①κ，y∈S。［0］，②κ，y∈S2π［0］一SR［0］，③κ，y∈…1～η一S2R［0］

④y∈∫、。［0］一5。［0］かつκ∈S。［0］，⑤y∈1習一S、。［0〕かつκ∈S。［0］

⑥y∈R〃一S2。［0］かつκ∈S2尺［0］一∫£［0］

　このうち①，③，⑤は明白なので，②，④，⑥だけを証明する．

肝θ会（κ　y7「・研）・凱・れ嗣≦・≦1を満たす

　　　　　②；1κ一y12一畔（κ）一照y）12謹｝κ一y12■α（κ）κ一α（y）y12

　　　　　　　；41ぞGκ臼一lyi－2ノ【～）（1一θ）⊇≧0

　　　　　④；1κ一y12一畔（κ）一照y）12冨（κ一yi2刊κ一α（y）yi2

　　　　　　　濡4（R一如θ）（Lソ1一五～）；≧0

　　　　　⑥；畔（κ）一醗（y）ト1α（κ）κ1－21～一囲

　　　　　　　1κ一y12；iκ12十ly12－21κBylθ

　　　・o・　1κ一y12－1躍（κ）一」確（y）｝2瓢Lソ12－41ぞ2十42【～1κ1－21κBylθ

g罵lylの2次式とみなすと，この関数は対称軸g漏θ1κi∈〔一2R，2R〕を持ち，　z罵2Rの

ときの値は，4R（1一θ）1κ1≧o

1照κ）一照y）1≦1κ一yl（∀κ，y∈Rつ

Aκ，勿会F（群（。）（κ），醗。ω）は，（65）～（67）式を満たす．

　（1＞を証明する．

　従って国≧21～上で非負となる．

　（2＞の証明　（65），（66）式は，F（κ，y）と躍の定義から明らかである．

　（67）式は次の式より成り立つ。

　　　　　iF（κノz）一F（κ～ぬ’）｝鑑IF（躍（r）（κ），P階。（乃））一F（躍（r）（κノ），P恐P（〃））1

　　　　　≦五酉D・π（7つ｛二1」留（r）（κ）一理（γ）（κ’）1÷IP涯。（詩心醗P＠’）1｝

　　　　　≦jL炉D測γ）｛㍑一κ／山盛一審｝

　初期値を有界領域｛ξ∈R〃；1ξ1≦γ｝に限定して，定理1の仮定を弱める．

（H1’）　θ（y，のは1～π×Rη上で有界（≦1θ1），連続

　　　　　F（y，のはSR（。）×Sπo上で連続で，その最大値を次のように書く．

　　　　　　　　　　　　　　　N（畜D）会m。xlF（y，のl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l著薩拗

（H2’）：

　1．∀σ≦；Z）ヨ五9・κω＞0

　　　　　　　　（∀y，y∈R〃；lyi，1ヅ｝≦R（7））（物，〃’∈R解；1〃，1〆1≦σ），

　　　　　　　　　1θ（y，の一θ（y～の1≦L9・R（7＞｛レーyi十紗一〆1｝

　2．∀σ≦∠）∋ゐ要・πω＞0

　　　　　　　　（∀y，y6Rπ；Iyl，lyi≦R（γ））（物，が∈摺；1θ1，1〆1≦σ）

　　　　　　　　　lF（y，の一F（y，の1≦L解ω｛ly－yl十沙一び／｝

定理2

QED．

（69）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（70）

仮定（HO），（H1’），（H2’）が成り立つものとする．ε。≦1を次の不等式を満
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たすεの最大数（ないしは，なるべく大きな正数）とする．

　　　　　　　。会々、＋々、一M1歪｛馳＋、τL畜・，・…（1÷励）｝＞0

　　　　　　　　　　　α一V勘41叫び。・πω（1＋，疹」）≦」

　　　　　　　　　　　　　　　畜砦N（泥rD）≦D

　このときε∈（0，εo］を持つ系（16），（17）について，

（71）

（72）

（73）

11

　σ∈S（D，∠）が存在して，κの初期値ξが1ξ1≦7を満たし，ぬの初期値が〉ぢα（ξ）を満た

す解（κ（の，ぬ（の）はΩ＝｛（κ，轟「4（κ））1κ∈測｝に拘束される．

証明　劉≦：γと，任意のσeS（D，刀）に対して，（36）式より

　　　　1・（ちs，ξ，〈1）i≦ム～（7，ノ睡1，ん1，【Bl，」D，1θ1，ε）一R（の割1沙勢｛圏D＋【θ1｝

　さらに1ぬ（州≦，ぼDがすべての’≧sに対して成立する．そこでSπ（。）［Ol×Sπ。の外部で

θとFを変更しても，剛≦7なる初期値を持つ解は変化しない，

　　　　　　　　　　　　　　㊧（κ，ぬ）篇θ（躍ω（κ），P陛D（ぬ））

　　　　　　　　　　　　　　F（κ，ぬ）竺F（珊（η（κ），醗。（ぬ））

　とおくと，補題1よりこの㊨，戸は仮定（H1）～（H3）を満たし，

　　　　　　　　　　　　　　L50＝L50・細，　L鯉＝L炉。・細

　となる．従って，㊧，戸に対して定理1を適用でき，定理2が成立する．　　　QED．

　θがR〃×R濯上では有界でなく，リプシッツ条件も満たさない一般の場合を考察する．

（H1”）　∀R＞0，∀P＞0に対してθ（y，の，F（y，のは＆×S。上で連続．この集合上で

の最大値をそれぞ剥θ獄p，1＞（D）と書く．

　　砿γ〈Rという関係が成り立つ正数1ぞとγを固定する．

　　∀σ∈5（D，∠）に対してぬ（の憲〉写σ（κ（の）を（16）式に代入して解くと，1ξ1≦γかつ

撫帳代君ゆ÷軌・｝≦R・い條件を流す・猷脚・・，ξ・）は・・［・1陳

留まることが示せる．

（H2”）

　1，　∀1～＞0，　∀σ；≧0，　ヨゐ葛・尺＞0

　　　　　　　　　（∀y，y∈…1～π；lyl，ly1≦：R）（∀〃，〆∈Rπ；【o釧≦σ），

　　　　　　　　　　iθ（y，の一θ（y，の1≦五9・π｛ly－yl十1θ一〃／｝

　2．　∀R＞0，　∀σ≧0，　ヨL要・R＞0

　　　　　　　　　（∀y，y∈R〃；ly旧y1≦R）（物，が∈！ぞ灘；團訓≦σ）

　　　　　　　　　　IF（y，の一F（y，の1≦L要・R｛レーyl十1〃一が1｝

定理3　仮定（HO），（H1”），（H2”）が成り立つとする．

　　露4、7＜Rが成り立つ正数γとRを任意に固定する．

（74）

（75）
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ε。を次の不等式を満たすεの最大数（ないしは，なるべく大きな：正数）とする．

撫砦師ゆ＋・1θ1　｝≦R

α団々1＋々、一酬畜圏・」＋εしが…（！＋，廟）｝＞0

　　　　α一1畜11411142L炉。駅！＋〉τヨ）≦4

畜薯M励）≦D

（76）

（77）

（78）

（79）

　このときε∈（0，εo］を持つ系（16），（17）について，σ∈S（Z），』）が存在して，κの初

期値ξが1ξ1≦γを満たし，ぬの初期値が〉τσ（ξ）を満たす解（κ（の，碗））は9漏｛（κ，〉営σ（κ））1

κ∈R〃｝に拘束される．さらにκ（の∈SR［田が成り立つ。

　証明は定理2と殆ど同様にしてできるので省略する．

　　　　　　　　　　　　4．非線形フィードバック則

　前章で与えられた結果を弱非線形レギュレータ問題に適用し，最適性の必要条件を満た

すフィードバック則が存在する条件を求める．（κ（の，碗））罵（0，0）はG6），（17）式の平

衡点と仮定する．レギュレータ問題では自然な仮定である．システム方程式を

　　　　　　　　　　溜＝fκ（の＋酬＋ε9（κ（’））｝　　　　（・・）

　とする．（0，0）が平衝点であることとg（0）＝0とは同等である．2．2の議論により，制

御則

　　　　　　　　　　　π（の罵一R’1BT｛sκ（の÷乃（の｝

がノ（のを最小にする必要条件は

　　　虻ω＝．Aκ（の十βぬ（の十ε9・（κ（の

　　　海（’）一一肋（の＋・｛一Sg（・（’））「妾9・（・（の）（5・（の＋乃（の）｝

　　　κ（∫）竺ξ

　　雇。。）一〇　（但し，limκ（’）漏。とする）

　　　　　　　　　　　　ど→◎◎

　で与えられる．（16），（17）式と対比させるとθ（κ，ぬ）にはg（κ），F（κ，ぬ）には

　　　　　　　　　　　　　一Sgω一義9・（・）（s・枕）

（81）

（82）

（83）

（84）

（85）

　が対応している．G4，　B）を可鱗御対とするとA＝A－BR－1βT∫の固有値の実部はすべ

て負となり，仮定（HO）が満たされる．この場合ルf1寓赫2，島＝ん2となる．　M，んと書く．

さらにF（y，勿＝g（y）は2階連続微分可能で有界（上限ilgDかつg（0）幕0を満たすとす

…のと訓蜘一一・・（・）「号・T（漁琳潮閉領域上で連続・すなわち仮定

（H1’）を満たす．　g（κ）が有界なので，乃（’）；冨σ（κ（’）），σ∈……S（D，」），0≦ε≦：！を（82）

式に代入して解を求めると，
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1。（ち、，ξ，の1≦R（。）会R（。，嶋1君1，酬gll，1）

とな・（・．・参照）．θ（切一姻を微分すると麗なので警（湘臆哺界閉翻

上で有界な行列となり（H2’）1．を満たす（但し〃を含まないのでσには依存しない）．同様

にしてF（κ論）は（H2’）2．を満たす．

　　　　　　　　　　　δ（D，」）全匂∈S（D訓σ（0）一〇｝　　　　（86）

　という関数の集合を考えるとS（D，」）の閉部分集合なのでコンパクトである．σ∈S（D，

4）のときん（’；3，0，の漏0，F（0，0＞階0なので（37）式により（乃）（0）＝0が導ける．従っ

て，S（D，コ）の代わりにS（D詔）を用いても，定理！，2の証明はそのままで成り立つ．従っ

て定理2より次の定理4が得られる．

定理4　システム方程式が（80）式で与えられ，評価関数が（2）式で与えられる非線形レギ

ュレータ問題を考える．g（κ）が2階連続微分可能で，有界（上限lig｝1）かつg（o）＝oを満

たすとする．

　　∀γ＞0を固定すると，あるεo＞0が存在して，∀ε∈（0，ε。］に対する（82），（83）式

について；σ∈S（∠），∠）が存在して，κの初期値ξが圏≦γを満たし，ぬの初期値が〉τσ（ξ）

を満たす解（κ（’），1z（’））は

　　』2雛｛（κ，〉τσ（κ）Mκ∈Rπ｝に拘束される．さらに

　　　　　　　　　　　　　　li並（の漏1主頭どσ（κ（の）漏0
　　　　　　　　　　　　　　‘一・◎o　　　　　　　ピー・QQ

　が言える．すなわち最適性の必要条件を満たすフィードバック則

　　　　　　　　　　　　％（の篇一R－1BT｛5比（の十～尾「σ（κ（の）｝

　が存在する．

（証明）　（71），（72），（73）式を満たすようなεoを考える．すると定理2より，ε≦εo，

1ξ1≦γならぽ（82），（83）式の解は，あるg∈S（D，」）に対して，

　　9＝｛（κ，〉τσ（κ））1κ∈1ぞり，κ（の∈5Rω［0］に拘束される．

　　iκ（釧を評価し，両辺に6配をかけると，

　　　　　　　　♂【・（・）國ξ1＋∬雁【彦14÷・L葛ω｝〆1・（・）1・・

　この式にGronwa11－Belimanの補題を適用すると

　　　　　　　　　　　　　θ矧κ（の1≦副ξ16翻｛1君l」＋だ劇’

　が得られる．従って
　　　　　　　　　　　　　々〉～／三「oノレノ｛IBi∠7十〉τ乙｛ら（7）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（87）

　ならぽ

　　　　　　　　　　　limκ（のロ0，1imぬ（の属lim歪σ（κ（の）罵0
　　　　　　　　　　　診唖CQ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　QED，

　もっと一般の8’に対しても，定理3を適用して次の定理が得られる．

定理5　定理4においてgの有界性がない場舎には，M7〈Rが成り立つ正数γとRを任意

に固定する．するとあるε。＞0が存在して，
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　　∀ε∈［0，εo］を持つ系（82），（83）について；

　　σ∈S（D，4）が存在して，

　　π（の篇一、配｝正B7｛sκ（’）÷畜（7（κ（の）｝は，1ξ1≦γに対して最適性の必要条件式を満た

す．

　定理4，5は最適1生の必要条件を満たすフィードバック則の存在を言っているだけであ

る．これが最適調御を与えるかどうかは別途吟味の必要がある．

　　　　　　　　　5。Newto簸法による不動点問題の近似解法

　前章までに誘導した関数空間上の不動点問題σ＝T（のガ沼∀ξ∈R〃

・（ξ）一丁（の（ξ）一｛∫．．・α一りF（・（…，ξ・），励（・（…，ξ・）））〃
（88）

　の近似解を求める．議論を簡単にするため，スカラ回すなわちη＝1の場合を考えよう．

ベクトル系でも次数は高くなるが，同様な方法が適用できる．

σ（κ）を例えばフーリエ級数

　　　　　　　　　　　　　　ん＝1
　　　　　　　　　σ（κ）一α・＋Σ｛α…1C・S（歓）＋α・・S・n（勉）｝

　　　　　　　　　　　　　　ん罵1

　で近似し，

える．

κの21＋1個の初期点ξo，ξユ，．．．，ξ2｝を与えれば，連立2／＋1元方程式

　　　　　　　　　　　　　Gゴ（α）罵Q，プ＝0，．．り2」

　が定義される．ここでα＝（αO，α1，α2，・．．，σ21）

　　　ぴ（・）一・（ξ・）÷イ〆（『りF（・（…，ξゐ・胸（・（…，ξ・，の））〃

（89）

これを（88）式に代入する．積分時間の上限は適当に大きな時刻射こ置き換

（90）

（91）

この方程式を龍臨0η一1ぞ妙SOη法で解くことにする．その際Gゴのαに関するル60伽ηを

計算する必要があるが，これは微分方程式

　　　　　姦。）才＋画㏄）＋疎価（　ゴκ））｝

　　　　　ぬゴ（の　　；ご厚（の十vτF（κブ，畜（1（κゴ）h

　　　　　ぬゴ（の　＝0　　　　　　　　　∫

　のパラメータαについての変分方程式の解厩によって

　　　　　　　　　　　G5一（7α（ξノ）一12ム（0）ブ謹0，．．．，21

で表される．

　無論ここで与えられる近似解は，κの2／÷1個の初期点ξo，ξ1，．

領域でのみ有効である．

　　　　　　　　　　　　　　　　6。数値例

　制御系の状態方程式を

（92）

（93）

（94）

．，ξ2‘を含むある有界な
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児＝κ÷π÷9（κ）

評価関数を

ノー去∬（・2＋・・）読

（4）式からSを求めると，S篇1十源　（60）～（64）式から

　　　　　　ε驚1，ノ1謹一⑫，β＝一1，C型ノ2

　　　　　　θ（κ漁）＝9（κ）

　　　　　　F（功）一一1＋⑫）・（・）磯9（・）（（1÷湧）勧）

以下のすべての例で

　　　　　　　　　　・（・）訓／一・・圃丁（T一士）

α（o壕（αlol，＿，α13｝）＝0（すなわちσ（2＞＝0）とする．初期点ξガは〔一2．5，2．5〕を等分した．

例1　g’（κ）冨0．8κ2のとき

N6厩。η法を実行するため（92），（93）式を積分して，σ1＝7’（α。）を求め，α（1）を決める．

同様の操作を繰り返し，各αωを計算する．この手続きを必要な精度まで繰り返す．この

計算例では，5圏の計算によってσ（κ）の近似を得た．そのときの評価関数値はノ漏8，7483

である．図1にκ（のを示す．線形フィードバック鼠の＝一Sκ（ののみを用いた場合，系の

軌道κ（のが発散していることがわかる．本稿で求めた非線形フィードバックは系を安定に

している．

例2
g（κ）漏0。6ε初（κ）のとき，これも5回の計算でσ（κ）を得た．その計算結果を図2に示す．

そのときの評価関数値は！＝6．3329であり，線形フィードバックのみの場合の評価関数値

はノ講6．9666である．この結果も非線形フィードバックの有効1生を示している．

例3　g（κ）＝（2κ一θ一つ／（θκ÷6畷）のとき

これも5圃の計算で不動点（関数）σ（κ）を得た．図3にこの非線形フィードバックによ

るκ（’）を示す．これによる評価関数値はノ謹7．280であり，線形フィードバックのみによ

る評価関数値ノ＝9．480より確かに小さい．これら3つの例は本稿の非線形フィードバッ

クの有用性を示すものと考えられる．

7．おわりに

　ある弱非線形な連立微分方程式の解が，無限時…間にわたってある低次の安定な積分多様

体を構成する十分条件を，不動点定理を用いて，求めた．次にこれを弱非線形最適レギュ

レータ問題に応用し，最適制御のための必要条件をみたす非線形フィードバック解を持つ

十分条件を導いた．

さらに初期状態が有界領域に限定される場合には，この十分条件を大幅に弱くすることが

出来ることを示した．

またそれから得られる不動点問題の近似解法を示し，簡単な系について数値実験をおこな

って，この理論の有用性を示した．
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