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FEMによる合流部段波の数値実験法

荒木正夫＊富所五郎＊＊高木茂知＊＊＊

　　　　　（昭禰54年5月31日受理）

Numerical Experiment of Hydraulic Bores in Confluence 

　　　　　　　　　　　　　　by  FEM

Masao Araki, Goro TOMIDOKORO, Shigenori TAKAKI

　　This　study　has　applied　tlle　finite　element　method　to　the　hydrauHc　bores　in　the

open　channel　confluence．　To　discretize　the　nonlinear　part1a王difεerential　equations，　we

have　used　the　Galerkin　method　in　space　directiQn　and　the　two－step　Lax－Wendr◎登

method，　wh1ch　is　suitable　to　the　shock　wave　problems，　in　time　direction．

　　Lumping　the　mass　matrix　to　obtain　the　solutions　without　solving　the　silnultaneous

equations，　and　using　together　one－dimensional　and　two－dimensional　mesh　to　decrease

the湘mber　of　nodes，　we　have　l）een　able　to　reduce　the　cu叉｝像puting　time．　Taking

account　of　the　momentum　difεusion　terms，　we　have　been　able　to　obtain　the　numericaI

stability　of　the　solutions．　And　fairly　good　agreements　have　been　obtained　betwee且

the　numerical　results　and　the　mode玉experimental　results　for　the　propagation　of　the

hydraulic　bores．

1　序 論

　河川合流部の段波の挙動に関する研究は，従来主として模型実験や運動量の式1）を用い

た解析法によるものが主であったが，最近の計算機の著しい発達により分禽流翻の不定流

を数値的にとく数値実験法も用いられるようになってきた．しかし，これらの方法のほと

んどは特性曲線法2）や差分法3）を用いた1次元解析法である．このため，分合流部におい

ていろいろな仮定を設けて4）補正を行なっているが，合流角の違いなどによる平面形状の

変化の影響を完全にあらわすことは難かしく，2次元的な解析が要求される．

　そこで本研究は，有限要素法を用い合流部における段波の2次元数値解析を行なおうと

するものである．有限要素法は差分法などに比し，不規則な境界を忠実に表現でき，境界

条件も入れ易いという特徴を持ち，最近は訓諭無題や潮流鰯ジテなどの分野ばかりでなく河
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川の不定流5）～6）に対しても用いられるようになった解析法である．この方法の欠点は，計

算時闘が長いことであるが，本研究ではこれを，1次元要素と2次元要素の併用による節

点数の減少と質量行列の集中化などにより解消する．また数値解の安定性は，人工粘性項

の導入や平滑化によるのでなく，運動量拡散項を考慮し達成する．最後に数値解析結果を

模型実験結果7）～8）と比較し，この数値実験法の妥当性を検討する。なお，この数値実験法

と模型実験による合流部における段波の水理学的挙動に関する考察は文献7）に述べる予

定である．

2　基礎方程式
不定流の基礎方程式は

寄＋誓＋讐＋讐峨一÷蕃＋ん彩轟（農÷1袈）（…）

船讐＋誓＋讐弔一÷蕃÷ん募臨（∂2θ　∂2〃∂7÷∂夕・）（・・2）

讐＋響＋響＋筈飛一÷霧織券轟（∂2ω　　∂2zo∂κ2十∂y2）（・・3）

∂％　　　　∂”　　　　　　　∂ω
可＋可＋万“瓢。

（2・4）

である，ここに％，η，卿は流速銘のκ，夕，9方向の成分（図一1＞，・4y，・4Hは鉛直・水

平渦動粘性係数，ρは水の密度，カは圧力，9は重力の加速度，Fκ，　Fッ，瓦は物体力の

κ，夕，9方向の成分で重力のみが物体力の場合ム，乃をκ，ッ方向の河床こう配とすると

Fκ＝8’・ム，Fyコg・乃，凡麓一9である．ここで解析を簡単にするため上式を9方向

セこは流速一定である式に変換する9）、（2・4）式を河床9＝0から水面9＝飯κ，ッ，のの区

間で積分すると，

　　　　　　、　　！！
　　　　　　　　！1
　　　　　　　！亀《
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Fig．1　0pen　channel　f玉ow



　　　　　　　　　　　　FEMによる合流部段波の数値実験法　　　　　　　　　　　113

　　　∫1（∂％　　　∂o　　∂”∂κ＋∂y＋∂9）・4・一£∫1・・4・一裾1

　　　　　　　　　　　　　　　÷舘磁一三惚一雌・

となる．ここに添字Sは水面を，6は河床を示す．ここで

　　　　　　（49読）。…一警＋鈎・ll極・ll…一・　（…）

であるので（2・4）式は

　　　　　鉱・・4・＋舘・・4・＋ll－ll＋響＋響　　　（・・6）

となる。ここに露，蓉はZ方向の平均値

　　　　　　　　　　場∫1敵・・一1∫1・…　　　（・・7）

である．つぎに（2・1）式を積分する．左辺は

　　　鰐1＋馨÷響＋∂響）・4・一二∫1・・4一霧

　　　＋謙・・蝋・ll＋轟∫訥…一・峠1一一一　（・・8＞

となる．ここで右辺の第2，4，6，7項は（2．5）式より消去され，また鋤z％瓢0であ

るので上式は

　　　易∫1幽釧融＋誹〃…一雑・∂欝＋β∂響

となる．ここにα，βは運動量補正係数で

　　　　　　　　　∫1が…一吋…・一β励　　　（…）

と置いている．圃様に右辺は・4H，・4rを9方向に一定とすると

　　　∫1｛F・一÷；1÷ん1峯鰯（1峯÷券）｝4・

　　　　　　《凡一告繍レ（　　　∂％・4γ　　　∂9〉、＋砺｛轟∫1・・4・＋
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　　　赤∫1回訓券一・（∂z‘∂κ）、警嘱｛肇一・（舞）。舞｝

となり，痴瓢紛，∂酬∂κ瓢（∂〃∂κ〉，，循／∂ッ嵩（∂κ／∂ッ〉，とすると

　　　　　一（F、＿⊥∂ρ　　　　　ρ　∂κ）隔（ん瓢＋砺（纂÷鐸）吻

が得られる．（2・2）式も同じようにして（2・1），式（2・2）式はつぎのようになる

　　　　　　　響÷・∂雲＋β∂欝一（Fr■∂ρ　　　ρ∂κ）・

　　　　　　　　　一（　　　　∂π・4γ　　　　∂z）、＋砺（嘉＋嘉）・

　　　　　　　穿＋β響＋γ∂1面一（F・一÷ll）・

　　　　　　　　　一（轟ll）、紐・（1睾＋鐸）・

であり，それぞれ

　　　　　　　（　　　∂％∠4ゾ　　　　∂9）、一・鳳一・遭穿÷解

　　　　　　　（磯ト励一…が∂誓＋が

とおく．ここにSκ，S夕はκ，ッ方向の摩擦こう配10），

以外は全て無視する，この時（2・3＞式は，

（2・10）

（2・11）

ここに，γは（2・9）式と同様な形の運動量補正係数である．また右辺の第2項は底面摩擦

（2・12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％はマニングの粗度係数である，

　つぎに（2・3）式において，解析を簡単にするためにωは小さいとして右辺の第1，2項

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦＝一gを代入し0～んの区間で積分し

カ・＝0で積分定数を定めるとρ＝ρg⑭一9＞となる．この式と（2・12＞式を（2・10），（2・11）

式に代入し，近似的にα諏βコァ＝1．0とし，式を変形すると2次元の不定流の基礎方程

式

　　　　警＋磯＋聯÷・警一・（ムー蹟ん（1袈＋離）（…3）

　　　　器＋・・｛レ劣÷・ll一・（Iy－Sy）＋砺（農＋｛離）（…4）
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∂ん　　　　　　　∂漉　　　∂醜
丁＋可＋石ア隠。

が得られる、ここに，平均を示す一は簡単のため省略している．

基礎式は上式で叙を含む全ての項を除き

　　　　　　　壽＋讐＋・警一・（ムーsκ）絢窪

（2・15）

1次元の不定流に対する

（2・16＞

∂ん　　　∂漉
π＋可コ。

（2・17＞

となる．（2・13）から（2・17）式の誘導においてなされたいくつかの仮定は，流速が9方向に

ほぼ一様とみなせれば妥当なものであるが，一様でない場合は誤差が大きくなり上式は用

いることができなくなる．このような時は何らかの形で9方向の流速分布を考慮した解析

方法が必要となる。

　　　　　　　　　3　有限要素法による基礎式の離散化11）・12）

　数値計算法として差分法，特性曲線法，有限要素法などがありそれぞれいろいろの特徴

を持っている．本研究では複雑な境界が忠実に表現でき，境界条件の取り入れも容易であ

るGalerkln有限要素法を用い基礎式の空間変数に対する離散化を行なう．また時間変数

に対しては2－step　Lax－Wendroξf法13）を用い離散化を行なう．

3・1基礎式の空聞変数に対する離散化

　それぞれの変数の試験関数を

　　　　　　　　　％＝＝！＞ゴ。z傷，　zノ＝漏1＞f・zノ∫，　1乞＝N∫・1Z∫　　　　　（z＝z，ソ，ん）　　　　　　　　（3。1）

などとする．ここにN∫は形状関数で2次元不定流に対して用いる三角形一次要素では

　　　　　　　　　簗艶∴鰯｝　岡

である．ここにSは三角形要素の面積で∫，ノ，々は三角形の頂点を示す。つぎの重み関数

をNかとして（3・13）から（3・15）式にかけ要素内で積分すると，

　　　　　　　Mゲ窃ゴ十品ゴた燭簸十Q∫ゴ々・一働十E1∫ゴ・勿

　　　　　　　　　　　謹丁∫・ムー9ル毎・＆∫十（タガゴ・％ブー疏ブ・晦

　　　　　　　1レfゴノ。わブ十1～∫ブん・zノゴz4々十（2∫タゐ・びブz脆十E2∫ノ・1～ブ　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3。3）

　　　　　　　　　　　二7㌃・1ンーgMげsン‘十αゴ・びゴーH∫ゴ・”ゴ

　　　　　　　Mぴ砺十K1融・％ブ伽÷K2渤・”ゴ伽篇0
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砺∫譜恥・R炉∫譜N齢魚町N編・爵

E・・肩，訓畝E・・ド∫，・鵬・廊・7・一／，・燃

α・一結刹ｦ）ぬH・・一∫幽（翫醐＋瞬α）41

（3・4）

となる．ここに・は時間微分を意味し惣，物は要素の境界に立てた単位法線ベクトルの

κ，ヅ成分である．またG‘ゴ，猛ゴは微分の階数を下げるため・4耳を要素内で一定と仮定

しGaussの定理を用い

　　　飼譜轟（助卜z‘ブ）・・圃ノ毎・疇緋飼，馨饗繍　（・・5）

などより求めた，（3・3）式を全ての要素に適用し，これらを重ね舎ぜれぽ2次元不定流の

基礎式の空間変数に対する離散化方程式が得られる．この時私ノの項は，相隣り合う要

素では打ち消し合うので計算は解析境界のみでよい，

　つぎに1次元不定流に対する形状関数を

N∫罵（κゴーκ）／（κブーκξ〉 〈3謀ちプ）

とすると，2次元不定流の場合と同様にして（2・16），（2・17）式は

　　　　　　1：：∵欝∵一一｝

とな：る．ここに

α・一喧ﾊ面疏開∫14・・翫軸41

〈3・6＞

（3・7）

（3・8）

以外は（3・4）式と同じである．

3・2　賠…間変数【こ女寓する離散イヒ

　本研究では衝撃波などの急変不定流に対し有効であると言われている2－step　Lax－

Wendro鉦法を用い基礎式の時間変数に対する離散化を行なう。（3・3）式または（3・7）式の

左辺の時間微分項以外は全て右辺に移項し，要素全体について重ね合せると両式とも

　　　　　　　　　　　　　　圏÷｛yHF｝　　　（…）

となる．ここにyは観，θ∫，砺の灘瞳ベクトルである，上式の2－step　Lax－Wendv罐

式は第1ステップが
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　　　　　　　　　　　　　　　窮
隣］．｛η鋤・＝臓｝｛y｝’÷了㎜●［町ち （3・10＞

第2ステップが

［鍍］・［y］’・ゴF［蹉］・｛y｝‘＋∠≠・｛F｝勘々2 （3・11）

である．ここに添宇渉，’＋漉などは時刻を示す．上の連立方程式を与えられた初期条件，

境界条件のもとにs£ep－by－stepにとけば，全ての時刻における未知蚤の値を決定でき方

程式はとけたことになる．

　　　　　　　　　　　　4　合流部段波の数値計算法

　ここでは合流部の段波の数値計算を行なうに必要な種々の技法，問題点についてのべる．

4・1　質盤行列の集申言11）

　（3・10），（3・11）式は連立方程式でありバンドマトリックス法などの技巧を用いたとして

も節点数が多い時には長い計算時間を要す（連立方程式をとくこの方法を（1）の方法という〉．

そこでここで質量行列の集中化を行ない，同時刻における認知雨間の関連をなくし連立方

程式をとくことなく解を求められる集中マトリックス法を検討する．川原ら13）は（3・10），

（3・11＞式の左辺の質量行列のみを集中化する方法を提案している（これを（2＞の方法とい

う），しかしこの方法では右辺の質量行列の作用より未知量の平均化が起り，波など急激

に変化する現象はならされてしまう，これに対し右辺の質量行列も集中化する方法も提案

されている（この方法を（3＞の方法という〉．以上の3つの方法を数値実験により検討して

みる．

　図一2は長さ5m，幅0．5王ln，水深10cmで静水状態にある水路の端末に0．5秒で10cm

の波高まで正弦波により上昇する段波を起した時の数値解析結果である．ここで，マニン

グの粗度係数はπ＝0。01，メッシュ幅は等間隔で10c瓢，1次元要素数は50，計算時間ス

テップは段波がメッシュを横切る時間0．07秒より小さい0．02秒，渦動粘性係数は（4・1＞式

でκ篇6．0の値を用いた，図より（！）に比し（2）は非’1｝書に安定で波の立ち上り部分にかな

りのなまりが生じていることがわかる．この傾向はメッシュ幅，時間ステップ，渦動粘性
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Fig．2　Propagation　of　hydraulic　bores
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係数を変化させても測様に雷えることで，この方法は段波など物理量が急激に変化する現

象の過渡状態を解析するには適当でないと伴える．これに対し（3）は，波高など多少の誤

差を含むが立ち上り点や形などほぼ一致している．

　これより本研究では，多少の誤差を含むが計算時間が大幅に短縮できることより（3）の

方法を用いることとする．

4・2　1次元・2次元要素の併用とその接合

　本研究では計算時聞をさらに短縮するため！次元要素と2次元要素の併用を行なった，

これは流れの物理量の断面方向の変化の激しい合流部附近は2次元解析を行ない，これ以

外の変化の無視できる区域では！次元解析しようとするものである．これにより解析領域

全体に2次元メッシュを組むよりも節点数を大幅に減少でき，また必要データ数も少なく

て計三時閥の短縮が可能である．しかしこの時1次元要素と2次元要素の接合が問題とな

るが，ここではつぎのように行なった．

　例えば図一3のように1次元要素に2次元要素の接点乞，ゴ，々が接するとする．ここに

　　　　　　　　　　　　　　　　　点線は窺一1，規の断面を四等分し対応する点を

　　　　　　　　　　　　　　　　　結んだものである．この時1次元要素右の点〃Zの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1次元要素の寄与は，2次元要素の節点ゴ，ブ，ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　に点線で区切る面積に比例して分配する．この計

　　　　　　　　　　　　　　　　　算で挽の未知量の値としては，接する2次元要素

　　　　　　　　　　　　　　　　　　の点ゼ，ブ，んの未知量の値を点線で区切る面積で

〕

輯　脚

@i
uξ

m一：L　m

Fig．3　Joint　of　one－dimensio途a正

　element　and　two岨imerlsional

　e正elnent

加重平均したものとする．こうすると2次元要素

に接する！次元要素の節点の未知量は（3・！0）（3・

11＞式に未知量として入れなくてよいことになる．

　本研究では1次元要素に接する2次元要素の節

点は全て3ケであるが，これ以外の数の場合も同様に処理してよいと思える．

4・3　渦動旧姓係数

　従来，衝撃波磁の形成を含むような非線形波動現象の数値解析を行う場合，あらかじめ

スキームの中に粘性項に獺当するものを含ませておき，粘性係数を小さくすることにより

発生する衝撃波の幅も十分置小さくなり，実用上不連続と見なせる解が得られた，しかし

これは粘性係数の値をどの程度にするかなど問題が多い．

　一方（2・13），（2・14），（2・16）式のノ4π・∂2〃∂κ2などの運動量拡散項は，それ自体散逸効

果を持っており，新たに散逸効果を導入しなくとも，衝撃波問題が取り扱える．つぎに渦

動粘性係数の値によりどのように段波が変化するかを4・1の問題で検討してみる．

　渦動粘性係数の値としてはん1罵K晦ん14）とした．ここに娠は摩擦速度で鈎、＝ρg配

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　よ
とマニγグの等流公式よりπ。＝叫g（z42÷び2）｝7〃と近似する．これを代入し

　　　　　　　　　　　　ゑ君H＝κη｛9（％2十刀2）｝㌘・ん6 （4・1＞

となる．κは定数で普通開水路ではK≒6．0としているが，段波の波先の附近では上下

の混合が激しいのでこれより大きくする必要があるかも知れない．どの程度の大きさにす

るか判断の資料がないので，ここではある地点の段波到達後のκの値を
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　　　　　　まK＝6．0（α・〆＋1．0） （4・2）

にしたがい増加させるものとする．ここに云は段波到達後の時間，αは定数である．

　図一4に（4・1＞式の1（にいろいろの値を用いた場舎の結果を示す．図より，運動貴拡散

項を考慮することにより安定解が得られることがわかる．しかし，これらの結果では段波

の嫁先部分に振動が生じており，これは（4・2）式の形で指先の部分のノ㌔を増加させるこ

とにより小さくできる。しかしその程度は図一2，4よりわかるよりわかるように質鐙行列

の集中化，解析メッシュ幅などにより変化するとともに段波の波速，立ち上り形や時問な

どにより変化すると考えられる．このことについては5で再び論ずることにする。

4・4流簸補正

　本研究において壁面に垂薩

な流速は全ての＝0としたが，

図一5に示す合流部の偶角点

α，δではこの拘東条件を入れ

ることができない．このため，

図に示す流速成分により各要

素に流禺入が生ずるが，実際

　　　　　　　　　　　　　　　　Yは壁からの流嵐入はないので

何らかの形でこれを補正しな

ければならない．この一方法

として，各流速成分による流

出入と逆の流轟入を各要素に

与え連続式の補正を行なってみる．

　　　⑤。暫＼

L、

⑤
　・uのY

◎　も

孤　　／◎
　　砿、

　　　　（囁）Y脇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．5　Confiuence

　　　　　　　　　　　　　　　　この補正により連続条件がどの程度満足されるか検証

するため，ある時刻’の適合度ハ4C（彦）を

　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　ゴ
耽（の一｛∫ρ・4’一回目M・4s｝／∫Q・・’

　　　　O　　　　　　S　　　　　　　　　　　　　O

（4・3）

としてみる15）．ここに右辺の分子の第1項は解析領域に流入する流量，第2項は時刻’に
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おける定常状態からの解析領域内の流体の

体積増加量：を示す．

　図一6は解析結果の一部であり，流量の

補正により連続条件はほぼ満足される，し

かしこの方法は単に連続式の補正を行なっ

たのみで，運動方程式については何も行な

ってない．両方の式を満足させるにはα，δ

点附近の要素を小さくし，壁からの流出入

を実質的に零としてしまうことである．し

かしこの方法は要素数，節点数を増し莫大

な計算時闘を費し，実際には不可能であ
る，

5・1

　実験水路は文献8）で用いた

ものでr隅30cm，長さ5m，路

床こう配1／200の支水路が30。

の角度で幅50cm，長さ14m，

路床こう配1／300の主水路の

上流より6m位置に合流する

水路である．粗度は幅1．5Cln，

高さ1cmの機を断面方向に

6．25cmの間隔に水路床に敷

　　　　　　　　　　5　模型実験結果との比較

実験水路と有限要素メッシュ
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Fig．8　Finite　element　mesh
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いてつけたが，検定して得られたマニング粗度係数は％篇0．025であった．段波は支水

路上流に設けた貯水池の水位調整と支水路出口の水門により発生させ，その波高を図一7

に示す地点で波高計により測定した．

　図一8に解析に用いる有限要素メッシュを示す．ここで1次元要素数は77，2次元要索

数264，総節点数257であり，白丸点は4。2で述べた1次元要勲こ接する2次元要素の節点

を示す．座標軸は主支路，支水路で別々のものを用いており，図の黒丸点は主水路の節点

としている，したがって支水路のこの節点に対する寄与は，支水路の座標で計算したもの

を座標変換したものとなる．

5・2　実験結果との比較

　数値計算の境界条件として壁蒲上の節点の壁に垂薩方向の流速を，4。4でのべた合流部

の隅角点を除く全ての点で零とした．さらに水位の境界条件としては定常状態の流れを求

めた後実験で得られたMP＝0の水位変化を与えた，

　歩一9に，初期条件がMP＝1の水深6cm，主水路流速20cm／sec，支水路流速零の場

合の実験値と計算億の波高変化を示す．これよりどの測点においても，商方の波高変化の
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傾向は似ているが，計算値の方が波高が高く，波の立ち上がりが早くなっている．これは，

この計算例の段波の相対波高（段波の波高と全水深の比）は0．4ほどで砕波により徐々に波

高が減衰するものであるが，数値解析では砕波条件が入ってないためと，波高が実験値よ

り高いので波の伝播速度が早くなるためと思われる．

　つぎに，図一10に初期条件がMP＝1の水深9cm，主水路流速20cm／s，支水路流速零

の場合を示す．これは三一9に比し相対波高がほぼ0。25と低く，砕波による減衰がほとん

どないため実験値と計算値の波高，立ち上がり時劾ともほぼ一致している．

　上の例で渦動粘性係数は（4・1）式でκ＝6．0としたが，これと鋼に（4・2）式を用い

α＝2．0とした計算も行なった．この場合には段波の波戸附近でもほとんど振動のない結

果が得られ，実験結果により合わないものとなっている．しかし，この段波波先の振動は

4・1，4・3でのべたように解析メッシュの大きさ，質量行列の集中化，段波の波速，その立

ち上がり形や時間などによって変化するほか，本解析法では鉛直方向の流速を無視してい

るなどの影響も受けている．したがって現段階で最適の渦動粘性係数を決定するのは難か

しく，今後の課題としたい．

　なお，計算には信州大学データステーションを通じ東京大学大型計算機HITAC　8700／

8800を使用したが上の例で約10分を要した．
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6　結 論

　本研究は合流部の段波に有限要素法を適用する数値実験法についてのべたもので，鉛直

方向流速を無視して求めた流れを支配する偏微分方程武を離散化するため，空閥方向に

Galerkin法を，時間方向に2－step　Lax－Wendr語法を用いた．そして実際の数値計算

において生ずるいろいろの問題点はつぎのように解消した．

　まず計箕時間は多少の誤差を許すならば，1次元要素と2次元要索の併用による未知量

数の減少と直接連立方程式を解くことなく解を求めることのできる質量行列の集中化によ

りその大幅な短縮を計ることができた。

　数蝋型の安定性は，従来のような人工粘性項を導入するのでなく物理的意味が明確であ

る運動量拡散璽を考慮することにより達成できた．この時の渦動粘性係数には開水路の値

を用いたが，この値は段波の波先附近については検討の必要がある．つぎに合流部の隅角

点の壁に直角な流速による壁からの流｝」二1入は，これと逆の流出入を遮等式に加えることに

より補正した．

　以上のようにして種々の問題点を解消した数値実験法による結果を模型実験により検討

したところ，両者の結果は比較的よく合っており，この数値実験法が舎流部の段波の解明

に十分適用しうることがわかった．しかし本法は砕波や鉛直方向流速を考慮してないこと

や段波の波先附近の渦動糊生係数の決定など未解決の問題点を残している．これは今後の

検討課題としたい，
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