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拡散問題への有限要素法の応用

荒木正夫＊富所五郎＊＊小林三男＊＊＊

　　　　　（昭和53年5月31日受理）

  Finite Element Approach to Diffusion Problems

Masao　ARAK1，　Goro　TOMIDOKORO　and　Mitsuo　KOBAYASHI

　　This　study　has　applied　the　f漁ite　element　method，　originated　in　the　structural

analysis，　to　the　unsteady　diffusion　problems．　By　using　this　method，　the　boundary

conditions　can　easi互y　be　treated　and　nodes　can　also　taken　up　arbitrarily，’工’o　discretize

the　difεere且tiai　equation，　we　have　used　the　Galerkin　finite　element　method　in　space

direction　and　the　finite　di仔erence　methQd　or　Galerldn伽ite　element　method　in　time

direction．　Adoptillg　six　reccurence　formulas　we　have　analyzed　one－dimensional　probl色

ms，　whose　solut玉ons　are　obtained　analytically，　alld　investigated　the　accuracy　and

stability　of　those　numerical　solutions　for　the　various　time－step　intervals．

　　As　for　the　accuracy　and　stability　of　solutions　and　the　computer　storage，　the　reひ

curence　formu至a　obtained　from　the　Ga正erki且method　using　linear　time　shape　function

is　the　best．　AIユd　the　timひstep　interval　should　be　compatible　with　the　time　of　the

皇ow　across　a　typical　element．　Using　these　results，　we　can　find　the蝕ite　element

騰ethod　to　be　a　powerful　analytical　procedure　to　d縦usion　problems．

1　序 論

　近年工業生産の大規模化，生活様式の多様化によって環境水域の水質汚染が深翔化して

いる．火力発電所などによる温排水が沿岸漁業や海の生態に与える影響，家庭廃水などに

よる湖沼の欝栄養化の問題がそれであり，このような醐題に対して現状の水質汚染の把握，

水質の将来予測などを行なう必要が生じている．従来これらの問題は現地観測，模型実験

などで予測されてきたが，最近では計駐機による現象を支配する微分方程式の数値解とし

て予測が行なわれるようになってきた．

　水理学の分野でのこの種の数値解析1）は差分法によって行なわれることが主であった．

しかし差分法では規則的な格子点を原則としているため複雑な境界の扱いがむずかしく，

またより厳密な解を得るためにはより多くの格子点を必要とする．これに対し本論文は構

造解析の分野で発達してきた有限要素法を乱流拡散の基礎方程式に適用しようというもの

で，この方法によれば複雑な境界を忠実に表現でき，また境界条件の取り入れも容易であ
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り，さらに現象が急激に変化する領域では分割を網かくすることにより解の精度の向上が

はかれる．．

　有限要素法は周知のように変分原理に基礎をおく微分方程式の近似解法であるが，水理

学の分野の問題では必ずしも変分原理は存在しない．そこで本論文では重みつき残差法の

一つであるGaierkin法によって有限要素定式化を行なう．この場合時間変数の取り扱い

が問題となるが2），本論文では空間変数には有限要素法を，時間変数には差分法などを適

用して漸化式をつくり，ある初期状態よりある時間刻みごとに一歩一歩解を求める前進的

方法を用いる．本論文では6種類の漢画式を取り上げ一次元，二次元の非定常拡散問題を

とき，解の安定性，精度より有限要素法のこの問題への適用性について論じたものである．

2　基礎方程式

乱流拡散場を支配する微分方程式は一般に次のように表わされる．

・傷＋σ嘉「療（　　　　∂φ1）∫ブ　　　　∂κブ）｝聯一《一・
〈2・1）

　ここにρ；流体の密度，ひか；流速の♂方向成分，Z場；乱流拡散係数，瓦；物質の減衰

定数，φ。；物質の湧き出しまたは吸い込み，φ；拡散物質濃度である，

　解析するにあたっては現象を簡単にするため次の仮定を設ける．

　1）場は二次元状態であるとし，濃度の深さ方向の変化を無視する，

　2）流体の密度は物質濃度に関係なく一定とする．

　3）流速場は時間に関係なく一定とする．

　4）乱流拡散係数は座日天方向の値のみとする．

　以上の仮定により，座漂軸をκ，ツとすると（2・1）式は演算子双φ）により次のように

表わされる．

・（φ）一ll÷惚＋聯一管（磯）

轟（野獣＋及φ一例・ （2・2）

ここで瓦ρ，φ∫／ρを改めてκ1，φ3としている．

3　有限要素法による定式化

　非定常問題に有限要素法を適用する方法は一通りでなく，大胴すると以下のように分け

られる2）．

　（1＞時間と空間を合せた空間を考え，この空間を有限要素に分割する時空間有限要素法

と呼ばれる方法．　（2）時間変数を解析的に処理する方法．例えば時間変数をラプラス変

換3）を用い処理する方法やモード解析法など．　（3＞空間変数には有限要素法を適用し，ま

た時間変数には差分法や有限要素法を適用し漸化式を作り，初期状態よりある時間きざみ



拡散問題への有限要素法の応用 97

ごとに一歩一歩解を求める前進的方法．このうちα〉の方法は時空聞を完全に一度に離散

化するため未知数が多くなること，近似方程式を与えるための支配原理（変分法や重みつ

き残差法〉として十分に一般的なものが存在しないためそれほど使用されていない．また

（2）の方法は問題によっては利用すべきであるが一般の問題特に非線形問題には適用し難

い面を持っている．そこで本論文は（3）の方法，つまり（2・2）式を次の二つの段階に分けて

離散化する．

　〈1）時間変数は連続関数として残し空間変数に対してGalerkin有限要：素法を用いて

　　離散化する．

　（2＞次に時閥変数に対して差分法，または有限要素法などにより漸化式型に離散化する．

　　ここでは（1）についてのべ，（2）は4でとり上げる．

　3・1Galerkin法による定式化4）

　いま解析しようとする領域を有限個の要素に分割して，その要素において未知数φを次

のように内播近似する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　φα瓢φ∫・2＞ガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3。1）

　ここにのはぎ節点におけるφの値，N∫は形状関数，αは近似を意味する．また右辺

は総和規約に従う．

　（3・1）式を（2・2）式に代入してもφαは近似値であるため五（φα）は0とならず，

五（φα）繍1～≒0 （3・2）

となる、ここにRは残差である、重みつき残差法によると最良の解は，残差Rを重み関数

Wfに関して直交させることによって得られる。重みつき残差法の一方法であるGaierkin

法は重み関数として形状関数を用いるもので，この時重みつき残差式は，

∫防肋一∫飢・五（φ・・酌＞4y一・ 〈3・3）

である．これをこ（2・2）式を代入し，拡散係数を要素内で一定とすると，

H誓晒＋卿饗醗v欝醗恥響瑞一防雑疏
u

＋K・璃）一二・N・｝4陶 （3・4）

となる．ここで流速成分が各節点で与えられている時は，φと同じ形状関数を用いて％漏

㈱・1＞々などと内播近似する．つぎに微分の階数を下げるために，

飴・∂来黶?i　　　∂2＞ゴNf　　　∂κ）」謬・響
（3・5＞
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などとGaussの定理を用い，境界条件を考慮して，

　　　物譜嗣y時評難癖莇＋嚥欝N汁跳襟響

　　　　　　　　　　　＋防讐讐橘脳〉〃

　　　　　一φ・L。（跳讐幅賜㌘幅）耐L（審）N…

　　　　　　　　　　　＋∫。蝉γ　　　　　　（・・6＞

となる．ここに7瓦物は（3・2）で説明する．上式において右辺第1項は，解析領域内の積

分で，相隣り合う要素での積分で打ち消し合い零となる．第2項は解析境界でのその積分

である．

　（3・6）式の右辺第1項は要素全体で寄せ集める時零となるのでこの項を除き1つの要素

についてこの式をマトリックス型に書くと，

　　　　　　　　　　　［・コ£｛φ｝・÷団｛φ｝・一㈲・　　　　（・・7）

となる．ここに，

　　　　　　　　　　　　　　　　α・一∫評嗣γ　　　　（・・8）

　　　　　　　砺一∫。（麟讐醗嚥欝鑑臓饗饗

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋畷響橘M・脚　　（・・9＞

　　　　　　　　　　　同。（∂五∂N）・N副幽γ　　（・…）

である．θは要素を意味する．

　（3・7）式を解析領域全体で全ての要素の寄与を重ね集めると，次のようなマトリックス

方程式が成立する．

　　　　　　　　　　　　［・］£｛φ｝＋E・］｛φ｝一｛｝　　　（・…）

　この連立方程式を与えられた境界条件，初期条件のもとに解けば拡散問題を予測するこ

とができる。
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　3・2境界条件

　（2・2）式で示された拡散問題を解くに必要な境界条件は図一1に示すようにつぎの二つ

に分けられる．

Y 　　　　　　　　　　　　　n

臼ux　Prescribed

S1

Sl
Sa

Concen†r◎†ion

Prescribed
X

Fig．　1　Bou旦dary　conditions

　（1）境界S1において未知数がφ；φoと規定される。

　（2）境界52において未知量の勾配（∂五／∂η）ρ罵∂五／∂κ・晦十∂五／∂勢絢が与えられる．

　　ここに晦，物は境界より立てた法線単位ベクトル％のκ，ッ成分である

　　　　　　　　　　　　　　　4　時　間　積　分

　（3・11）式のマトリックス方程式は時問についての常微分方程式で，出発点での関数の値，

必要であればその時間微分値によって全ての時間における関数値が一義的に定まる．これ

は「初期値闇題」とか「前進問題」といわれ，適当な二化式を書き下すことにより解析が

可能となる．漸化式はいろいろな方法で作ることができる．たとえば差分法を直接用いて

もよいし，Ga正erkln法を二時聞区閾で用いてもよい．本章ではいろいろな方法で求めた

漸化式についてのべる．

　4弓　差分法による漸化式

　θをパラメーターとして（3・11）式は，つぎのように一般化された形で離散化される．

　　｛φ｝’＋4’一｛φレ
［cコ

　　　　　∠’
＋［幻（（1一の｛φ｝‘＋θ｛φ｝’．ゴ∂

・漏
i1一θ）｛炉｝’十・θ｛炉｝’＋4‘ （4・1）

この式を変形して

（毒こ・］＋・［・］）｛伽F（毒［・］一（トθ〉［・］）｛φ｝’

十（1一θ）｛F｝’十θ㈲’副 （4・2＞
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となる．ここにθは0≦θ釜1の定数で

　　θ＝0　前進差分法

　　θ竺1／2　中央差分法，またはCrank・Nicolson法

　　θ＝1　後退差分法

である．また4・3に示すように1次の時間形状関数を用いるGalerk圭n法を（3・11）式に適

用した場合には解の項を除きθ＝2／3となる．

　4・2W藍lson・Cloughの方法による漸化式5）

　一次の差分スキームでは，十分に小さい時間きざみを用いないと解が不安定となること

がある．これに対して安定で精度のよい方法がWilsonとCloughにより動的応答問題

に関連して提案された．

　いま虜の時間きざみの間に｛∂φ／∂’｝の値が時間とともに直線的に（すなわち時間に

比例して〉変化するものと仮定する．すると，時間酔魂におけるφの値｛φ｝’、瀦は

｛φ｝…一｛φ｝’＋（｛讐｝副｛讐レ）・炉 （4・3＞

である．上式より｛∂φ／∂‘｝‘弼を求め，時刻婦‘における（3・11）式に代入して

（［・］島〔・］）｛φ｝知F［・］（羨｛φ｝汁｛讐｝，）＋｛晦
（4・4＞

が得られる．上式において時刻≠における｛φ｝と｛∂φ／∂’｝の値がわかれば｛φ｝婦’は

求められる．普通，出発時には｛φ｝凶の値しかわからない場合が多い．この時には

（3・11）式より｛∂φ／∂’｝勧の値を求めることができる．つまり

一［・］｛讐｝五一［幻｛φ｝蘭＋｛・｝凶
（4・5）

より出発時のこう配を求めることができる．

4・3Galerkin法による漸略式

　ここでは1次と2次の逸雄形状関数を用いるGalerkin法による漸化式についてのべる．

時刻を出0としてt冨0と彦繍魂の時間区間での時間に関する線形内拓関数

｛φ｝＝［！＞b，！▽13｛φG，φ1｝一〔ヨ髪，舌〕｛《姐｝
（4・6）

を考える．ここにNG，　N1は形状関数で図一2に示す．φGは初期値として既知としてよ

く，唯一つの重み関数を（3・11）式に乗じ，φに（4・6＞式を代入して0～ノ’の区間で積分

すると
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　　　　1　　　　2　　　　　　　　　1　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

となる．ここで’＝0は任意の時刻ま訂としてよいので

｛φ｝の添字は≠と什魂としている．

　つぎに2次の内揺関数

　　　｛φ｝一脳。珊，瑚｛φ。，φ、，φ，｝　　（4・8）

を考える．ここにハら，茄，鰯，は図一3に示すような形状

関数

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nl
　　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　　　＼No
　　　　　　　　　　　　＼、

（孟［cコ＋菅豚コ〉｛φ｝鳥・’一（万［・］一圃｛φ｝口唱∫1矯嬬

　　　O
－Oj25

1
　、No　　N‘
　、、
　　　＼、
　　　　、、
　　　　　　、
　　　　　　、　　　　　　　、
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（4・7）

＼＼　　　　　　　　　　　　　　　！／

　＼　　　　　　　　　　　　　　　！
　　＼　　　　　　　　　　　　　／
　　　＼　　　　　　　　　　！
　　　　、　　　　ノ　！

　　　　　　　　　　　t◎　　　　　　　　　！

　　　　　　　　△t

Fig．2　Linear　time　shape

　　functions

晦
・
　
　
／

　、、一一一一副’　1　、、一一一一’一一2

　　　　　　　　　△念　　　　　　　2△£

Fig，3　0uad臓tic　time　shape　fu且ctions

　　　　　猛　孟一・）

　　　　　”

珊一一
i一一・）（

蛍石（2一ニー　　　漉〉

鵡一
事ﾐ（孟一・）

t

（4．9）

（4・10）

（4・11＞

である．前に同様にφoは概知としてよいので重み関数N1，！掩を（3・11＞式に乗じて｛φ｝

にく4・8）式を代入し0～2泓の区闘で積分すると｛φレ．鋤，｛φ｝為勉を未知墨とする連立

方程式，

　　　　　　　醤圃｛φ｝勧汁（急［幻＋｛諺［c］）｛φ｝酬

　　　　　　　　　　　　　　一（著孟［c3一急［κ］）｛φ｝’＋毒∫：　瓦㈹・雄

　　　　　　　（急こん］一号；｝［c］）｛φ｝副（養［晦赫［d）・｛φ｝’・　（…2＞

　　　　　　　　　　　　　一（一帯団騰㈹）｛卿環∫1＋㌦剛’
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が得られる，

　次章では，以上の（4・2）式のθ篇0，1／2，1，（4・4）式，（4・7）式，（4・12）式の6種類の漸旧

式を一次元問題に適用し解の安定性，精度よりみたこれらの漸化式の特性について論じる

ことにする．

　　　　　　　　　　　　　　　5　数　値　解　析

　前章までにGalerk圭n有限要素法を非定常拡散問題に適用する方法についてのべ，時闘

積分に関する各種の漸化式を導びいた．この章では解析解の得られる一次元問題にこれら

の式を適用し，得られる解の安定性，精度などより計算ステップの時間きざみ幅，および

各種の漸化式の解に対する特性を検討する．さらに得られた結果を応用して二次元問題に

有限要素法を適用してみる．

　5・1　一次元問題6）

～次元の拡散方程式は流れの方向をκ軸方向にとると（2・2）式よりφ、＝0として，

夢＋礁一防｛離橘φ一・

である．この式の解析解が得られるのは，

ll一・｛鵠÷・・β讐一・研φ一・

（5・1）

（5・2）

の形に（5・1＞式を置換えた場合であり，ここにα漏Dκ，2αβ＝錫，αβ2＝一．K1である．この

時にはDκ，％，、κ1は任意にとることはできなく“，βの値により決定される．ここでαエ

1）κは正であるのでK1は負となる．このようなことは実際の問題にはないが数値解と解析

解と比較するためにあえて（5・2）式のように置いた．境界条件

　　　　　　　　　　　　　　φ（0，　’）篇0，　φ（Z，，の＝φo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5。3）

と初期条件

　　　　　　　　　　　　　　φ（κ，0＞竺φo◎δ（κ一L＞　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　（5・4＞

に対する（5・2）式の解は

醐論・exp｛陥・）｝｛を一利『1）”一1・・xp（一肇2α’）・…（響）｝（・・5＞

である．ここにδはD童racのデルタ関数である．

　（5・2）式の有限要素法による数値解は幅6m，長さ201．　Omの矩形領域に図一4にその

一部を示すような三角形のメッシェを組み，二次元問題に対する（3・11）式でり＝0，Dy；

10〃z2／secと仮定して解いた．なお要素は三節点要素である．また後に示す計算例では，

（4・2）式のθ掌0の場合は解が全て不安定となったため結果は示してない．

　5・2　時間きざみ幅
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X

　時閥きざみ幅蚕は解の安定性や精度に非常に大きな彫響を持っており，これらの面か

ら許される最大の時間きざみ幅をとることが計算時問のうえから望ましい．熱伝導問題

つまり（5・1）式で左辺第2項，第4項のない場合に対しての安定条件式8）は理論的に導び

かれている．しかし（5・1＞式に対する安定条件式の理論的誘導は現在のところ不可能であ

る，この闇題に対する時間きざみ帳は経験的に，流れが代表的要素（現象の変化の激いと

ころの要素，つまり最小の要素）を横切る時間以下にすることが必要である．つまり，

澄彦雛K・」κ／κ （1≧：K＞0＞ 〈5・6）

である．ここに4κは代表的要素幅である，

　図一4では4κ＝3規であるのでK＝！として4κ＝1．5secである．そこで漉＝1．5sec，

0．75sec，0，3sec，0，！5secとして解の安定性や精度をみることにする．解析条件は

（5・7）

である．解析解の厳密解は原点を一201mに移しκ軸の正方向を逆にするとα＝10．　Om2／

sec，βニーG．！・1／m2，　L瓢201mとして〈5・5＞式を用い求めた．図一5にく4・7）式を用いた

時の各時間きざみ幅に対するκ罵1．5mの地点のφの値を示す．漉が大きいと解は振動す

るが，計算ステップ数が大きくなると減衰し厳密解に近づく．図一6には魂＝1．5secの
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Fig．6　Stability　of　solutions　for　various

　　　positions

時のκエ1．5m，3．　Om，4．5m，9．　Omの地

点の各計算ステップにおけるφの値を示す．

これより原点，つまり濃度放出点より離れ

ると解は急速に安定に向うことがわかる．

つぎに図一7は（5・7＞式の解析条件におい

て1）κ，κ1の値を変化させたもので解析解

との比較はできないが1）κ，瓦とも零に近

づくにつれ解の安定性が増すと言える．

　以上より総合すると時間きざみ幅は，計

算の初期のステップでの濃度の放出点近く

の解の振動が無視できるならば窺謹諏海

としてよいと言える．

　5・3　各種の漸化式の特性

　ここでは各種の漸島式を用いた時の解の

安定性と精度について調べてみる．図一8

は瀦＝！．5secとしてκ薫1．5mの地点の

各回篁ステップに対するφの値を示したも

のである．図よりθ瓢1が最も安定であ

り，θ二1／2は激しい振動を示し，0篇2／3，
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Wllson法，　Eσ（4・12）はこれらの中間に位：概すると轡える．しかし図には示さないが，原

点より遠ざかるにしたがいどの瀬化式による解も，図一6のように急速に安定性を増す．

安定性の点からがθ二1が最も優れていると言えるが精度はどうであろうか。図一9，10
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は4’d。5secとした時の第1，第5計箪ステップのφの値を示したものである．これ

らの図よりEg〈4・12＞が最も精度がよく，つぎにθ＝2／3，θ竺1／2と続く．解の安定性，

精度両面からみるとEσ（4・12）が最も優れていると思える，しかしこの方法は（4・12）式よ

りわかるように他の方法に比し連立方程式の未知数が2倍であり，実際問題においては計

算機の容量による制約を受けることがある．
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Fig．9　Accuracy　of　solutions　for　various

　　time－stepPing　schemes

　そこでつぎの二次元問題には

θ＝2／3，つまり1次の時間形状

関数を用いたGalerkin法によ

る漸化式を用いる．

　5・4　二次元問題

　二次元問題は境界条件，初期

条件とも複：雑で一般に解析解を

うることは不可能である．この

ためこれらの問題の数値解析の

検証には実測や実験が必要とな

る．しかしここでは利粥できる

資料がないので，得られた解が

拡散現象の物理的観点からみて

妥当なものかどうかみるにとど

める．

　ここでは発電所などからの温

排水を流れのほとんどない水域
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へ放出する問題として幅330m，流速0．1m／secの流れに直角に幅20m，流速1．5m／sec

の温排水を放出する場合を考えた，解析領域は図一11に有限要素メッシュを示すようにん

方向LF　520m，ヅ方向Ly＝330mである．流速場は平均流速％＝0．！m／secに放出流

速四轟一L5m／secのスロットジェットによる流速を重ね合わせたものとした．ジェット

の流速計算にはAndersonらの公式9）

を用いた．拡散係数と減衰係数としては

和田の論文10）を参考にして，

　放出口附近で1）κコ1）y竺100m2／sec，

K、篇0，001・1／sec2

　他の領域で1五＝1）y漏10m2／sec，　K1

二〇．00001・1／sec2

とした．また初期条件は放出口でφ＝

10．0，他は全てφ＝0。0とし，境界条件

は放出口でφ＝10．0とした．これらの条

件は流れの水温を0．0とし放出水の水温

とこれとの差を10．0としたことを意味す

る，時間きざみ幅は，放出口附近のy方

向の要素寸法が5m流速が1．5m／secで

あるので諏／％≒・3．3secとなり，これよ

り小さい4’＝2．5secとした・

　以上の条件のもとに（4・7＞式を用いて

解いた結果を図一12～図一14に示す，図

一12は図一13に示す位置での各計算ステ

ップにおけるφを示したもので，一次元

の場合と間じように放出口より離れるに

従い解は急速に安定に向う．図一13，14

は計算ステップ8と27，つまり放出後20

秒，67．5秒後のφの分布を示したもので

物理的にみてほぼ妥当なものと思える．

6　結 論

　本研究はGalerkin有限要素法の非定

常拡散問題への適用性についてのべた．

この場合の時間積分法は前進的方法で前

進差分法，中央差分法，後退差分法，

Wilson－Clough法．1次および2次の

時間形状関数を用いるGalerkin法によ

る6種の漸化式により1次元拡散問題を

とき，解の安定性，精度より時間きざみ
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幅の大きさおよび各固化式の特

性について検討した．

　時間きざみ帳は，現象が急激

に変化する状態での解の多少の

振動を許すならば流れが代表的

な要素を横切る時間としてよい．

また6種の漸化式のうち解の安

定性，精度および計鋒機容量の

全ての立場からみて1次の時間

形状関数を用いたGalerkin法　　　　　　　　　　　　丁罵20sec

による漸化式が最も良いと思え　　　　　　　　Fig．13　Diffusion　pattem

る．これらの一次元閥題に対し

て得られた結果は二次元問題に

も応用できる．つまりGalerkin

有限要素法は非定常拡散問題の

数値予測の有力な手段であると

思える．

　つぎに本研究の問題点を挙げ

ると，一般に流速や密度は深さ

方向に一定でなく濃度の変化も

無視できないことが多い．これ

は特に温排水問題について言え

るが，この時には三次元解析が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丁＝＝67．5sec
必要となる．しかし三次元解析

は未知蜘ミ増え計購閥や計算　　　Fig・14　Di實・・i・・p・tt・m

野方墨の制約を受け不可能となることが多い．上の制約を除く方法として，深さ方向には

連続な試験関数を用い未知数を少なくする11）とか，時醐積分に陽的差分法を用いた漸化式

を作り，質量マトリックスの集中化を行ない連立方程式をとくことなく解を求める方法12）

などがあるが，これは今後の研究課題である．

　なお，本研究の数値計算は信州大学データステーションを通じ東京大学大型計算機磁

TAC　8800／8700で行なった．
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