
Journal　of　the　Facu王ty　of　Eagi疏eeri2g，　Shi夏shu　U無iversity，　No．43，1977

　　　　　　　　　　信州大学工学部紀嬰　第43号

27

Legendre多項式を用いた線形粘弾性体
　　　　　　　　　　の近似解析
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（1日和52年10月31日受理）

An　Approximate　Analysis　of　Linear　Viscoelastic　Bodies

　　　　　　by　Using　Legeodre　Polynomials

Yasushi　MITSUI

　　工nth童s　paper　an　apProximate　method　is　presented　for　the　analysis　of　viscoelastic

bodies　and　its　numerical　examples　are　shown．　The　li漁ear　viscoelastic　problem　is

converted　i亘to　the　elastic　proble鵬based　on　the　E互astic－Viscodastic　Analogy．　This

equivalellt　elastic　pr◎blem　is　numerically　solved　by　using　the伽ite　element　method，

A捻d　the　fina玉solutioR　is　obta至ned　by　the　approximate　inverse　Laplace　tra織sform

developed　i無しegendre　polynomials．

　　The　analytical　meth◎d　presented　herein　is　quite　simp玉e　in　comparison　with　the

tlme・incremental　method，　a葺d　the　calculation　is　produced　only　by　repeati簸g　the　usual

analysis　of　correspondent　elastic　continuum　severa王times．　The　total　computer　time

required　is　only　about　ten　times　as　much　as　that　needed　for　a　single　elast宝。　solution，

1　緒 雷

　土木，建築等の建設部門や航空，造船をも含む機械部門での主材料であるコンクリート，

土，プラスチック，木材，高温時での金属等は多かれ少なかれ粘性挙動を示すことは周知

の事実である．近年寓に建造物慮体の設計に高度の安全性と経済性とが強く要求されつつ

あるが，このような材料の経年特性を考慮して構造物を解析することは今後増々必要とな

ってくるであろうし，また大記憶容量を有する大型計算機の発達に伴って可能となってき

ている1）．

　粘弾性問題の研究状況は大きく3つの分野に分けて概観することができよう．第1の分

野はコンクリート，土，高分子化合物等の粘弾性材料の構成方程式を種々の条件下で考察

し厳密な応カーひずみ関係を高い精度での実験解析より見いだすことである．たとえば赤

井らは時間依存性を有する土質材料の構成方程式を確立する過程で飽和粘土の時間効果を
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実験的に解析している2）．またモルタル，コンタ凱一トの破壊付近の粘弾性挙勤を追跡し

ている研究も多く，桜井は破壊付近の高応力下におけるクリープ変形と破壊を対象として

現象論的立場からそのメカニズムを考察している3）．西林らはコンクリート供試体の破壊

前後の応カーひずみ挙動の解明に焦点を絞って高ひずみ下の緩和現象を実験的に取り扱っ

ている4）．この他にもモルタル，コンクリート，アスファルト等のクリープ，緩和現象を

実験的に解明しようとする研究は多い5）～9）．

　粘弾性体を簡単なレオロジーモデルに置換しようとする考え方は以前よりあるがこのモ

デル定数の決定も高度な実験技術を要する。赤木らは静定クリープ試験より一般的なレオ

ロジーモデルの定数決定法を示しており10），また軸圧，側圧の比を異にする二つのクリープ

試験の結果よりMaxwe11材料と見なした場合のコンクリートの緩和関数を求めている11）．

また座古らはスライダーを捜入した三次元力学モデルを複合材料に適用し，実験と比較検

討している12）．またBめtは異方性の粘弾性体における構成方程式を考察している13）．

　第2は以上の構成：方程式を用いて粘弾性挙動を示す材料より成る構造物全体の粘弾性挙

動を追跡する研究分野である．たとえば赤木らは有限要素法によリコンクリートPC格納

器のクリープとPC鋼材の応力緩和を計算しているし14），　Zienkiwiczも温度影響を考慮

したコンクリートの粘弾性解析を行なっている15）．またKawamuraはコンクリートの収

縮問題を4要素レオロジーモデルを用いて解析しているし16），Eugeneは舗装問題を弾性

床上の粘弾性問題として解析し，舗装計算に新しい提起を行なっている17）．また高橋らは

近年富に問題化されているPCPV（プレストレストコンクリート原子炉圧力容器）のク

リープ解析と実験値との比較をしており18），このように粘弾性特性を考慮したコンクリー

ト構造物の解析は多く見られる19）・20）．

　土質工学の分野でも土を粘弾性体として取り扱おうとする気運があり，桜井らは地山を

線形粘弾性体と仮定し，地中構造物に作用する終局圧力を理論的に求める方法について提

案し，円形トンネル覆工を解析している21）．また斉藤らは土の挙動を一般化されたMax－

wd1モデルを用い，応カーひずみ関係を緩和関数あるいは遅延関数で表示し，増分法を

用いてシールド外周地盤の解析を行なっている22・）23）。またBookerは土のクリープ特性

を考慮して杭の沈下計算を行なっている24）．この他にも土の粘弾性挙動を考慮して構造系

を解析することの重要性を示唆している研究は多い25）・26）．

　機械工学の分野でもクリープ解析は重要な問題であり，たとえば村上らはひずみ硬化理

論と時間硬化理論を仮定し，内圧を受ける円筒かくに応用し，その遷移クリープ変形を解

析している37）。また速水はさく両用ロッドの動的挙動の解明のために，さく岩用ロッドを

粘弾性体として理論的，実験的検討を行なっている38）．

　また粘弾性体の動的問題を取り扱った研究も多く見られる27）～36）．

　第3は大型計算機と多量の計錦時間を必要とするこのような粘弾性体解析を効率よく簡

便に解析するための手法を研究する分野である．粘弾性解析は他の非線形解析と同様通常

は増分理論で計算を行なっている．ただし弾塑性聞題や大変形問題では荷重を増分量にと

るのに較べて粘弾性解析では時間が増分量となる．川原らは粘弾性体の応カーひずみ関係

がレオロジーモデルで与えられる場合を対象とし，この関係が補助変数を用いて表示する

と一階の連立方程式系により表わされ，この時点で時聞に関する微分を差分に置き換え増
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分法で計算している39）．またZ呈enkiwiczは有限要素法を用い複雑な境界条件を有する推

進燃料の数値解析を行なっている40）．また矢川らは有限要素法を用いる場合の増分形によ

る定式化を検討している41）．以上のように粘弾性体の解析手法としては構成方程式を増分

形によって定式化するのが正統的なものと思われる42）～44）．

　しかしLeeによって確立された”弾性一粘弾性対応原理’は線形粘弾性問題を比較的

取り扱い易いものにしている45）．この原理によれば線形粘弾性体の解はこれと同じ形状，

境界条件を有する弾性問題における弾性定数をLaplace変換パラメータを含む粘弾性定数

で置換しこれによる解をLaplace逆変換することにより所要の粘弾性問題の解が得られる，

しかしこの対応原理を用いる場合の最大の問題点はLaplace像空間での粘弾性の解が物理

面に容易に逆変換されるかどうかという点と，有限要素法に代表されるように窮極的には

連立一次方程式を解くことに帰する解析手法を用いる際は，Laplace像空間での式表示の

まま逆変換できない点である．このために逆変換を近似的に数値で行なうことが試みられ

ている．たとえば田中は対応原理を用いる際のLaplace逆変換をDynamlc　programlng

の手法で数値解析しているし46），BookerはLaplace逆変換式を國有値の級数和として表

わし数値的に逆変換している47）．また草間らは粘弾性材料の構成方程式が指数関数で表示

されることに注目し，物理面での構造体の挙動を近似的に指数関数で仮定し，数値的に

Lap玉ace逆変換を行なっている53）・54）．これらの数値Laplace逆変換の手法は過渡応答：解

析にも用いられ，たとえぽ・」・林らは熱伝導問題に，Laplace変換を施したものを積分方程

式によって解き，これを数値Laplace逆変換によって解をだしているし48），台丸らは動的

粘弾性問題の解法にLaplace変換を適用し，級数展開法によって数値逆変換を行なってい
る49）．

　一方境界条件が刻々変化する接触問題は対応原理が成立しないので解析はより複雑とな

り5。）・51），また微・」・変形理論では不都合な場合もあり，有限変形理論による解析もある30）・

52）．

　以上のような粘弾性体の研究状況の中で本研究は第3項目の分野に属するものといえ

る．対象物の粘弾性挙動をなるべく簡便に把握するために対応原理を使用し，Laplace逆

変換は数値的に行なおうとするものである．Laplace逆変換は先にも述べたように種々の

方法があるが，CostによればPapoulisはLegendre多項式の偶関数を用いて物理面での

粘弾性挙動を表示する方法を提案した57）．本研究はこのLegendre多項式を用いた1次元

近似解法を2次元連続体に拡張し，有限要素法による解析手法を提示したものである．本

法によれば通常の弾性連続体における有限要素法による解析手続きを数回行なうのみで所

要の粘弾性連続体解析を得ることができ，時間増分法に較べてかなりの経済性が期待でき

るものである，この手順はもちろん，差分法，有隈帯板二等に拡張できるものである．

2　Legendτe多項式による数値ぬaplace逆変換

　まずPapoulisの提起したLegendre多項式による数値Laplace逆変換の近似解法の概

略を述べる．

　時間費こ関する原関数！⑦のLaplace変換を∫（s）とすると∫（5）はつぎのようになる．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア（s）一∫。∫（のビε’4ム

∫（S）の逆変換を行なって∫ωを求めようとするには正統的にはつぎの複素反転公式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ十ゴoo
　　　　　　　　　　　　　一画∫。．ノ’ア（・）・・

によるべきであるが∫（S）のようすによっては必ずしも容易ではない，

（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ましてア（S）の表示

式自身も簡単に表わされない場舎は理論的に解く手続きがわかっていても実用に供し得る

∫（オ）の状況を知ることは函難である．これを解決する手段として数値Laplace逆変換の手

順が必要となってくる．

　まずκ＝6一γ彦（γ＞0）と変数変更すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　ノ（の＝∫［一（1／γ）1窩〕≡！（κ）．　　　　　　　　　　　　（2）

また式（1＞は

・ア（・）∫1卿娩畝 （3＞

となりLaplaceの変換パラメータsを

　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝＝　（2々十1）γ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

とおくと式（3＞はつぎのようになる，すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む
　　　　　　　　　　　　・ア（2脅十γ）一∫覇畝　　　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　

式（5）のア（κ〉を与え∫（2々γ＋γ）を求めることはLaplace変換を数値的に行なうことであ
　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

リ，左辺ノ（2々7＋γ）を数値的に与え，∫（κ〉を求めることが数値Laplace逆変換である．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

　式（5）のノ（κ）を，Legendre多項式の偶関数を用いて式（6）のように表わすと，　∫（κ）ぱ

　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　ム［一1，1］で直交性を有しかつ∫（κ）篇∫（一κ）となる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　∫（・）一ΣcゴP・ブ（・）．　　　　　　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ需0

ここにCゴはゴ番目の係数であり，P2ゴはLegendre多項式の偶関数を表わし，一般的に

は式（7）のようになる．

　　　　　　　　恥旧く一・塚，，（（2％一2μ）！％一μ〉恥一2μ），鯉　　（・）

式（7）において，〈％／2の意味は鋤ミ偶数の場合はπ／2を，％が奇数の場合には（π一1）／2
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を表す．たとえばπの小さいものを書くと，

　　　　　　　　　　Po（κ）＝1，

　　　　　　　　　　P・（・）一去（…一・）・

　　　　　　　　　　醐一音（35・・一・…＋・）・

　　　　　　　　　　P・（・）一越（・・…一・・5桝・・5・・一・）・

　　　P・（・）一歯（・28・…一24・24桝・386・糾252…÷・・〉・

　　　　　　　1　　　P・o（κ）霊　　　　　　　　　（184756κ10－437580κ8一｝一360360κ6－120120κ4
　　　　　　　1024

などとなる．

　式（6）のκに召一μを代入してP2ゴ（θ『7りをLap王ace変換すると，

　　　　　　　　　　瓦（・）一寮講誌鵠三警鶉・

　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

となるから∫（θ｝吟のLaplace変換をノ（s）とすると，

　　　　　　　ア（・）書＋茎（s一段嚇≧i『ど蕩一1）γ｝・

いまsの関数である式（10）にs瓢γを代入すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　7∫（γ）＝c⑪，

と，

　　　　　　　　　　　　　・ア（3γ）一÷・鴫…

式（11）を式（12）に代入するとC1が決定できる。

十13860κ2－252＞，

〕

」
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（8）

）9（

（10）

（11）

となリノ（7）が既知であればC・が決定できる．つぎに同じく式（10）にs＝3アを代入する

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　これを順次繰返し計算する．一般に

s二（2ブ＋1＞γを代入したときのブ項目の係数Cゴはつぎの式より決定される．すなわち，

　　　がく・グ・＋・）一，六、α＋（、ブ＋彗もブ＋，）α÷…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ブ（2ゴー2）…　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cあ　　　　　（13）　　　　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2ノート1＞（2ブート3）…　（4ノ÷1＞

このようにLege面re多項式は［一1，1］で直交性があるので係数Gを決定する際，連

立方程式を解く必要がない．一般にこの種の闘題での係数決定のための連立方程式を解く
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作業は逆行列を求める際，111－cOHditionになる場合が多い。このことからも連立方程式を

解くことなしは願次係数が決定できるということは直交関数の利点である．

　ここでγのとり方について概略する．Legendre多項式のκの変数変換でκ＝8一γ’とし

ていることよりγ渉の条件はつぎのようになる．すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　　一2＜玉09γ’＜1．57）

ここで考察すべき’が規定されることよりγが決定できる．

　　　　　　　　　　　3　粘弾性板の引張問題

　本解法の精度を検証するために厳密解の既知である

図1に示す粘弾性板の引張計算を行なう55）．この粘弾　　一　　　　t。2　　　　一一

鞭つぎの材撒轍るものとする●すなわ1＝r碓。5k騙＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　敦灘・・幽｝働L☆：1∴1ヅ

ここにCo（の，　Cκ（のはおのおの弾性閥題におけるせん断弾性係数0，体積弾性係数Kに対

応するクリープコンプライアンスである．式〈14）をオに関してLaplace変換し，おのおの

CG（S＞，　CK（5）とすると，

　　　　　　　　　　　：瓢画一α0廊細｝　　（・5）

粘弾性問題における”弾性一粘弾牲対応原理’より，粘弾性解は弾性解における弾性係数

E，ポアソン比レをLaplace像空間でのそれぞれに相当するE，（5），ジ、（s）に置き換えて得

られる．E・（s），”，（s）をCG（s），　Cκ（∫）で表わすと，

　　　　　　　　　　　　＿　　　　　　　　9

　　　　　　　　　　　　駕熱撫）：｝　⑯

となる．式（15）を式（16）に代入することにより本計算例の場合のE。（s），ン5（s）が求まる．

　図1の粘弾性板を平面ひずみとして解析する。まず弾性解を考える．ひずみと応力の間

には周知の次式が成立する．すなわち，

　　　　　　　　　　　：：ll：：に：：：：：∴：：llll｝　⑳
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ここに，εκ，εy：κ，y方向のひずみ，

　　　　伽，σン：κ，夕方向の応力，

　　　　E，り：弾性係数，ポアソン比．

与える応力状態を偽工σo＝一定，の＝0とすると式（17）より，

　　　　　　　　　　　　　　：㌻∵　　　働

式（18）の両辺を対応原理を用いてLaplace変換する．εκ，εッ，のLaplace変換をεκ（5），

εy（S）とすると，

　　　　　　　　　　　　一　　　　　1　　　　一　　σo
　　　　　　　　　　　1：：：1窯二∴撃｝

となる．式（19）に式（15），（16）を代入すると，

　　　　　　轟（・〉」（191！1　31

（19）

　　　　　　　㌶ll∴諜県）凱｝鋤

式（20）はLaplace逆変換が容易にでき，結罵任意時間’におけるひずみε。（’），εy（’）はつ

ぎのようになる．

　　　　　　　：1：1：1烈∵臨∵禦；㍉｝鋤

式（21）は弾性解の表示式靴，εッとそれらのLaplace変換した表示式εκ（s），εッ（∫）が簡単に

表わせ，かつそれらの逆変換も比較的容易な場合である．しかし式形でLaplace変換をする

のは～般的に容易でない場合が多い．つぎに式（19）のε・（s）が簡単にLaplace逆変換でき

ず，これを本法を用いて数値的に近似逆変換することを考える．式（10）よりεκ（s）はつぎ

のように表わせる．すなわち，

　　　　　　　　　　轟（・）一警＋洋一4111讐蕩）…1＞γ］・・　　　（22＞

となる．式（22）にs＝γを代入すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　7εκ（γ）＝Co，
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S＝3γを代入すると，

・轟（・・）一÷・・＋養α・

などとなり，一般にs篇（2ゴ＋1）7を代入すると，

γεκ（2ブγ十γ）　＝
　Co　　　　　2／
　　　　　　　　　　　　　　　　C1十
2ブ十1　　　（2ゴ÷1）（2ブート3）

　　　　　　　　2ブ（2ブー2＞…2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cゴ，
…… ¥　　　　（2ブ→一1）（2ブ→一3）…　（4ブ÷1）

となりCo，　C1，……，　Cブと順次係数が決定できる．

式（7）の右辺がLegendre多項式の偶関数であり，項数は0から（〃z－1）項をとるものと

して式（7）をつぎのように書き直す．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　プ（κ）訂（∫）一Σん6一2ノπ．　　　　　　（23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　フ罪o

Tab豆e　l　Comparison　between　ApProximate　and　Exact　SolutiQns
　　　　for　Lo！ユgitudi聡al　Straまns

t ApPrQximate　solutioP £xact　solution

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

0
工
2
3
4
5
6
7
8
9
0
！
2
3
4
5
6
7
8
9

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2

0．33819王ヨ）一〇2

0．43997£一〇2

0．50093£一〇2

0．53764E－02
0．55980E－02

0，57319E－02
0，58128E－02
0．586！8E－02

0。58915E－02
0，59096E－02

0．59206E－02
0．59273E－Q2
0．59314E－02
0．59339E－02
0．59354E－02

0，59363E－02
0。59369E－02
0．59372E－02
0．59373E－02
0．59374矩）一〇2

0．59375E－02
0．59375E－02
0．59375£一〇2

0．59374E－02
0．59374E－02

0．59374E－02
0。59374E－02
G．59374旦一G2
0．59373£一〇2

0、59373£一〇2

0．33824E－02
0．43997E－02
0．50094£一〇2

0，53764E－02
0．55979E－02

0．57318E－02
0曾58128E－02
0．58619E－02
0．58917E－02
0．59097E－02

0．59207鷺一〇2

0．59273E－02
0．59313E－02
0．59337E－02
0．59352E－02

0．59361E－02
0．59367E－02
0．59370E－02
0．59372E－02
0．59373E－02

0．59374E－02
0．59375E－02
0．593758－02
0．59375王…一〇2

0．59375E－02’

0．59375E－02
0。59375E－02
0。59375E－02
0．59375E－02
0．59375E－02

Error

2
0
0
0
0
0
G
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
Q
O
O
O
O
O

O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O



Legendre多頂式を用いた線形粘弾性体の近似解析 35

・4ゴはGで表わされる係数であり，たとえば7η罵5として・40～・45をCゴで表わすと，

脂α一・ｿ＋書α一鉦＋景α一暴α，

三号（α一号α＋讐。・＋誓α＋彊α），

砂誓（C，」C、÷鐙α＿429　　　　　2　　　8　　　　16）α

Aド署（C、」α÷195C5　　　　　2　　　　8），

距響（α＿互C5　　　　　2）・

　　46189遜5＝　　　　　C5，
　　　256

r

ノ

（24）

などとなる，

　規罵6，γ＝0ユとして計算した場合の解析結果を表

1に示す。表1に示す厳密解は式（21）によって計算し

たものであり，この場合は両者とも良い一致が見られ

る．なお表2に式く24）の係数Aゴを示す．

4　有限要素法による粘弾性連続体

の近似解法

複雑な形状，境界条件を有する連続体解析の手法と

しては有限要素法が有力であるのは周知の事実であ

Table　2　Coef且。三e皿ts　for　Legendre

　　Polyno！uial　Series］Expansion

＼1 ア漏0．1

む
　

エ
　

　
　

ヨ
　

ヰ
　

う

五
五
践
刃
み
五

0，5937262£一〇2

0襯2569230E－04

－0。7687814E－03

－0．2599176E－02

0．1150359E－02

－0．3634450E－03

る．つぎにこの数値Laplace逆変換の手順を用いて有限要素法により粘弾性連続体を解析

することに拡張する．

　まず弾性状態での二次元連続体を考える．図2に示す三角形要素（9・）は連続体を任意の

三角形要素で分割した一要素であり，この三角形要素の節点変位ベクトル｛δg｝と等緬節

点力ベクトル｛ノ渉は三角形要素gの部分剛性マトリックス［ん9］を用いてつぎのように書

き表わせる．

ここに

｛プ9ト［た9］｛δ野｝・

｛為｝竺［xゴ｝㌃x／yンxたyp層丁，

｛δ2｝二〔観護κブηブ娩帽丁，

（25＞

y

　k
lβ＞1

X

であり，邸，鶏などは節点ゴのκ，夕方向の等価節点力を，躍，〃∫

などは節点∫のκ，ツ方向の節点変位を示す．7「は転置マトジックス

の意味である．また［縮〕は三角形要素gの材料特性によるものであ

Fig．2An　Element
　of　a　Co皿ti簸uum
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り，一般的には，

琢一∫圖・［。］［・・コ既

　　　　γ

（27）

となる．ここは7は要素3の体積積分を意味する．また，［β粗は三角形要素2の節点座

標で表わされる（3×6）のマトリックスであり，［P］は応カーひずみ関係を表わすもので

ある．すなわち，

（28）

ここに．4は三角形要素の面積をκ，ツは節点座標である，また［ρコは平面応力状態，平

面ひずみ状態でおのおのつぎのような正方マトリックスである．

；∴1

り／レレ　　0

1 0

（平面応力状態）

0　　1－2り／2（1一ン〉

（29）

　つぎに粘弾性連続体の場合を考える。式（25）を”弾性一粘弾性対応原理”を用いて

Lap圭ace変換すると，

｛勾〈5）｝＝［々9（5＞］｛δ9（5）｝・ （30）

ここに｛乃（s）｝，｛δ9（s）｝は｛ゐ｝，｛δ9｝の対応するベクトルのLaplace変換を表わす・［ん9（s）］

は対応原理より［妬コ中の弾性状態でのE，りをE、（S），ソ、（S）で置換したものである．

　いま式（30）の両辺にs＝γを代入すると，

｛プ『9（γ）｝　罵　［ん9（γ）］｛δ9（γ〉｝． （31）

式（＄1）の部分剛性マトリックス難9（γ月を通常の有限要素法（以下EE・M・と略記する）解

析手順と同様，各要素毎に構造物全体の剛性マトリックスに重ね合わせていく．以下の解析

手類は弾性連続体をF，E．　M。で解く場合とほぼ同様である．このように各要素のLaplace

像空間での部分剛性マトリックスを全要素に関して全体剛性マトリックスに重ね合わせる

とLaplace像空間でのs＝γに対応する全節点変位ベクトル｛d’（γ）｝と全節点力ベクトル

｛P’（γ〉｝とは全体剛性マトリックス［鍬γ〉コを用いて式（32）のようになる．
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　　　　　　　　　　　　　｛P≠（γ〉｝　＝［κ∫（γ）］｛dl’（γ）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32＞

式（32）よりs＝γに対応する全節点変位｛d’（γ）｝は

　　　　　　　　　　　　　｛d「’（γ）｝　＝［κ’（γ〉］隔1｛炉）’（γ）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33＞

式（33）の両辺は実際の計鋒では境界条件を考慮するので少し修正されたマトリックス内容

となる．以下同様の手法でs＝3γ，5γ，……，（2ブ÷1）γ（ブ篇0，…勉一1）に関してそれに

対応するLaplace像空聞での全節点変位｛d’（2ブγ÷γ）｝を求める．この演算回数はLegendre

多項式の所要の精度を得るための項数國だけ行なうことになる。Laplace像空闘における

s＝（2ブ＋1）γに対応する金節点変位が求まると3節と全く同様にして近似的に数値Lapl－

ace逆変換して物理面での全節点変位｛d∫②｝を求めることができる。

　式（10＞より｛d♂（∫）｝は

　　　　　　　剛÷難綿鶏孝（2ブー12ブ7））γコ｛・・｝・　（・4）

式（34）に5諏γを代入すると，

　　　　　　　　　　　　　　　γ｛d’（γ）｝二｛Co｝，

s竺3γを代入すると，

　　　　　　　　　　　　・｛罷（3γ）｝一÷｛・・｝＋急｛・・｝・

となり｛C1｝は

　　　　　　　　　　　　　｛c1｝一砦［・｛司（3γ）ト看｛魂（・〉｝］・

となり，Laplace像空間での変位｛d’（γ）｝，｛d’（3γ）｝より求めることができる．一般にs＝

2ゴ7を代入して既知となる｛C担｝の係数を用いて｛Cゴ｝は

　　　・｛議（2ブγ＋γ〉｝一、占囹÷（、」÷ぎ毒、＋，〉｛。｝＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ブ（2ブー2）……2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛Cゴ｝，　　　　（35）　　　　　　　　　　　　　　　　……十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2ブ十1）（2ブ十3）・・・…　（4ブート1）

となり決定できる．この｛Cゴ｝（ブ＝0～勉一1＞を用いて任意時間における各節点の物理面で

の変位は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　　　　　｛6（の｝一Σ｛cゴ｝P・ゴ（6一π），　　　　　　（36）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ罵0
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となる．

　ひずみは各要素の任意時間における節点変位が既知となると要素の幾何学的条件より直

ちに求まる．すなわち各要素のひずみ｛εg（∫）｝は

　　　　　　　　　　　　　　　｛ε9（の｝＝＝［：塵＊3｛δ9（の｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

ここに｛εg（の｝二［εκ（のεy（渉〉㍑ッ（のyである．

　つぎに応力について考える．応力を変位｛δg⑦｝から履歴積分を用いて求めるのは一般

に煩雑である．　平面ひずみ状態の場合は比較的に容易に求まるが平面応力状態ではε誰〉

雫0であるので数値計算上かなりの困難さを伴う．そこで変位｛dピ④｝を決めた場合と同

様，近似数値Laplace逆変換の手法で応力を求める．

　式（36）より要素gの変位｛δg（の｝は

　　　　　　　　　　　　　　｛δ9（’〉｝コ［A《9］｛1z（の｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38＞

と表わされ，既知である．ここに隣馬コは節点変位を与える係数マトリックスであり，

式（36）で表記される｛Cノ｝より定まる．また｛麗〉｝は，

　　　　　　　　　　　｛ん（の｝＝［1　　θ一2γ’　　θ一4γ’　。・・　θ『2（，π一1）γ］T，　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

である．式（38）を式（37）に代入すると，

　　　　　　　　　　　　　　｛二ε9（の｝＝二［二8《縄9］｛1z（’）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）

ここに　　　　　　［麗細＝［嚇］弓馬］．　　　　　　　（41）

式（41）において［島g＊］は要素gの形状より決まるマトリックスであり，レ驕g］は節点変

位を与える係数であるので，結局［麟轟夢は（3×三次元を有する時問に無関係な定数マ

トリックスである．　国縄鰯コが時間に無関係な定数マトリックスであることを考’慮して

式（40）の両辺をLaplace変換すると，

　　　　　　　　　　　　　｛ε9（s）｝窯［翻函9］｛ん（s）｝．

｛ん（s）｝は式（39）よりつぎのようになる．

　　　　　　　｛殉｝一［÷、≒、ま、，…、＋、（羨一、＞」

要素gにおける応力とひずみの関係は，弾性状態では

｛σ謬｝＝［ゆ9コ｛ε9｝，

（42）

（43）

（44）

となる．
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　ここに｛σ9｝｛砒吻τ∫y］Tなどである・式〈44）を対応原理を用いてLaplace変換す

ると，

　　　　　　　　　　　　　　｛σ9（s＞｝漏＝［0Il（s＞＝1｛ε≦〕（s＞｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（45）

ここに｛σg（s）｝，｛ε2（∫）｝はLaplace像空間での応力，ひずみベクトルである．こDg（s）コは

粘弾性材料特性がクリープコンプライアンスCG⑦，　Cκ⑦で与えられた場合，平面応力状

態ではつぎのように表示される．

　　　　　　　　　　　　　　　　　L・　・÷｛3sσG（3＞｛3sCo（s〉畿1｝｝

式（45＞に式（42）を代入すると，

　　　　　　　　　　　　　｛σ9（s）｝二［99（s）］〔館AAgヨ｛ん（5）｝・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）

物理面での｛σg（’）｝がLegendre多一式の偶関数で表わされるものとすると｛σg（’〉｝の

Laplace変換｛σg（s）｝はつぎのようになる．

　　　　　　　翻」辱｝＋類（s一γ）（s－3γ〉・一｛s一く2ゴ　　　　s（s十27）…　（s→一2ノγ）一1）γ｝胤（48）

ただし｛孤｝，｛劫｝はLegeRdre多項式の応力に関する係数を示す．

　Laplace像空問での変位｛d’（2ブγ＋γ）｝（ブ＝0，…規一1＞を求めた場合と同様にLaplace像

空間でのs＝γ，3γ，…，（2ブー1＞7に対応する変位｛σ9（2方十γ〉｝（ブ謡0，…，7η一1）が式（47）

より求めることができる．この場合は各要素毎に行なうことになる．式（48）の両辺にs瓢

γを代入すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　γ｛σ9（γ〉｝諺｛1望b｝，

s雌3γを代入すると，

　　　　　　　　　　　　・励）｝目串｛γσ9（γ）｝＋養｛H1｝・
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　　1ASMA丁
NaML一

　　　　厘動

］隻一薫一〉

　　　∵擬
　　　　oつEFE両1

　　　　雁（t）｝

5　　　NELM

　　　　　　門

痛論
　＿二二－
1圓［・AA］｛豆］

［画
NO　　　　　KOSU　　、＼＼

　　　　END
　　　　　　YES

　　厩斥　　1　【岡

｛6（t）｝

迎＿
Fig．3　Flow　Diagram　of
　　Calculating　Procedure

三井康司

となり，｛∬1｝は

｛昨砦〔・馬（3γ〉｝一春｛勾（・）｝］・

となるからLaplace像空間での応力｛σg（γ）｝，｛σg（3γ）｝より決

定できる．以下同様に係数｛Hノ｝が順次求められる．このよ

うにして求められた｛Hゴ｝を用いれば，結局任意時間におけ

る三角形要素gの応力は

　　　　　　エ
｛σ9（’）｝一Σ働｝P・ゴ（θ一μ）

　　　　ゴ冨0

（49）

となり煩雑な履歴積分を行なわないで容易に求めることがで

きる。これを要素毎に行なえば粘弾性連続体の応力が決定で

きる．

　以上のF．E．　M．解析における変位，ひずみ，応力を求める

手順を図3に示す．

5　有限要素法による粘弾性シリンダーの解析

　本法の妥当性を検討するためにE．H．Leeが厳密解を求

めた内圧を受ける粘弾性シリンダーをF．E．　M．で解析する56）．

図4はこの粘弾性シリンダーの1μを示したものである．シ

リンダーの外周は弾性体で補強されている．RE．M．計算の

ための要素は三角形一次要素を用い，この分割の場合には節

点数63，要素数は96である。なおこの問題をZienkiwicz

がF．E．　M．で増分理論で解析しているのでそれと同分割にし

たものである．

　一般に粘弾性体の構成方程式は緩和関数あるいは遅延関数

を用いて積分表示される場合と，レオロジーモデルなどによ

り微分表示される場合とがある．ここでは後老を用いるもの

とする，

　等方均一な線形粘弾性体の挙動はつぎのように表わされ

る．

P∫ガ＝2Q6ガ，

Mの‘瓢1＞επ．

（50）

（51）

ここにのブ，鋤は応力テンソルの成分を表わし，

を表わす．すなわち，

∫ガ，曙は応力偏差，ひずみ偏差の成分
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　　　　　1
s㌍σガゴー Sδ∫ゴσκκ・

　　　　　1
θfタ＝εピゴー Sδゴゴεκκ・

（52）

（53）

ここにδ∫ゴはKroneckerのde圭taである．式（50），（51）

の演算子P，Q，　M，　Nは粘弾性材料係数α，δ，0，4を

用いてつぎのように表わすことができる．

零：業：鎌：｝

VISCOELASTIC

　　　　ll／

　　　　i

　　　　i　　／

　　　　L．＿、二．

　　　　5二…

（54）　Fig．4

STE：巴し

ZQ…．卍三一畠τ詔33

　Reiaforced　Cylinder
Triangular　Mesh　（inch）

工学分野で使用される材料は体積変化に対しては多くの場合弾性的挙動をするといわれて

いる．その場合セこは式（51＞は簡単になりM瓢1，N＝3Kを代入して，

σ∫∫＝31（ε∫∫， （55）

となる．ここにKは体積弾性係数である．

　式（50＞は形状変化に対する材料挙動を表わすものであるが，たとえばMaxweU流体と

Kelvin固体で表わされる粘弾1生レオロジーモデルについて記せばおのおのつぎのように

なる．

Maxwe11流体に対しては

（∂　G一÷一∂渉　η）…一・G塾
（56）

Kelvin圃体に対しては

院・・酬・・轟・亭 （57）

ここにηは粘弾性定数である．

　E．H．Leeは図4のシリンダーの粘弾性特性を形状変

化に対してはMaxwe11流体，体積変化に対しては弾性

体として応力に対する厳密解を求めている．図5は形状

変化の挙動を表わすMaxwell・モデルである．

　式（55），（56＞よりEs（s＞，りs（s＞を求めれば

　　　　1＋eil

Fig．5　The　Maxwell　Model　for

　　Assumed　Viscoelastic　Pro－

　　perties　iH　Shear

～　　　　　　　　9κs
Es（s＞瓢
　　　　く31く／G十！）s十3酒（アη皿一

E
／

（58＞
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邸）」灘〒｝ll需zJ

となる．£．H．　Leeの計算例56）では

κ＝7．03×103kg／cm2（105P．　s．　i），0＝2．64　x　103．〆kg／cm2（3／8×105〆P．　s．　i。）

である．また補強管の材料特性は弾性係数，ポアソン比をそれぞれER，鞭とすれば，

E尺＝2．11×！06kg／cm2（3×107p．　s．　i），　ソR諏！／、〉／11，

と与えられる．またシリンダー内部に作用する内圧ヵ¢）は

カ（の＝ρoz6（の，

とする，ここに加は定数，％¢〉はヘビサイドの単位関数である．なお応力の厳密解はつ

ぎのようになる．

脇｝→・B・36・6＋ 0。005282
0．9849

（・一・一一9・）＋灘（・一・一）｝

±袈｛・・596」δll講0（1一θ一〇・9849ピ）一溜（・一・一）｝〕・（59）

ここに研，σθθはそれぞれ法線応力，接線応力を示す．

　つぎに本法による解析結果と厳密解とを比較検討する．図6，7，表3はγ＝0．1，1”＝6

とした場合の計算例である．図6，7において実線は厳密解，。印は本法による解析値で

ある．時間は〃τo＝0～10迄計算してある．表3に本法の応力に関する誤差率が示されて

　08卜

α6prl－4
書。・目一ヨー
10．2・

1D

　　　「…　「r『1　瞼Q
L＿1

藍ゴ1．O

　IQ5
　℃0

Fig．6　Variation　of　the　Distributioll　of

　Circumferential　Compressive　Stress

1．O

0．8

αO．6

》
亨σ4

O
D
O
O
5
0

　
　
　
t
O
O

O
5
3

1紅．！］コロt
O5　　0．6　　07　　Q8　　Q9　　10

　　　　　　7b

Fig。7　Variation　of　the　Distribution　of

　　Radial　Compressive　Stress
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3 Comparison between Approximate and Exact Solutions
for Stresses
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t

o

r/b
arr

Approximate
 Solution

E

I

O.6

O.7

O.8

O.9

-O.81004

-O. 68491

-O. 61122

-O. 55294

 Exact
solution

O.5

1.0

5.0

10.0

O.6

O.7

O.8

O.9

O.6

O.7

O.8

O.9

O.6

O.7

O.8

O.9

e.6

O.7

O.8

O.9

-O. 80493

-O. 68731

-O. 61097

-O.55864

-O. 84249

-O. 73571

-O. 67541

-O.62473

l

-O. 86969

-O. 77836

-O. 72938

O. 68506

--
O. 97466

-O. 94679

-O.94000

-O. 92340

-O. 83684

-O. 73846

-Q. 67462

-O.63084

-O. 86344

-O. 78111

-O. 72768

-O. 69104

-O. 96679

-O. 94679

-O. 93381

-O,. 92491

-1. 00187

-O. 99446

-O.99620

-O. 99034

-O. 99425

-O. 99082

-O. 98859

-O. 98706

Error

 (%)

O.6

D.3

o.o

!.e

aeo

Approximate
  solution
t  Exact
solution

'

 O. 077956

-O. 034919

-O. Il211

-e. 1611e

O.7

O.4

.e. 1

1.0

O.7

O.4

O.2

O.9

-O. 098758

-O. 101360

-O. 257152

-e. 29646

t

l

-O. 24673

-O. 32241

-O. 37889

-O. 40999

O.8

o.o

O.7

O.2

O.8

O.4

O.8

e.3

-O. 82127

-O.83403

-O. 85355

-O. 85505

-O.97511

-O.97441

-O. 98121

-O. 77808

 O. 081733

-O. 035886

-e. 11222

-O. 16456

-O. 095245

--
O. 19362

--
O. 25747

-O. 30124

-O. 24280

-O. 32513

--
O. 37856

-O. 41520

-O. 81602

--
O. 83602

-O. 84381

-O. 85790

-O.96837

-O. 97181

-O.974Q4

-O. 97556

Error

(%>

4.6

2.7

O.1

2.1

3.6

l.2

O.1

1.6

1.6

e.s

o.i

1.3

O.6

O.2

1.2

O.3

O.7

O.3

O.7

O. 3

Table 4  Circumferential
Terms (r/b = O. 6)

Compressive Stresses for

 ( × -1/Po)

Various

k;x--ilL

o

O.5

1.0

3.0

5.0

10.0

2

O. I2214

  (49.4)

O. 21431

 (125. 1)

O. 29771

  (22. 6)

O. 55914

  (10. 9)

O. 73439

  (le. o)

O. 95963

  (O.9)

4

-O. 075131

   (8. 0)

e. 098726

  (3.7)

O. 24544

  (1. 1)

O. 63255

  (O. 8)

O. 82261

  (O. 8)

O. 97361

   (e.s)

6

--
O. 077956

   (4. 6)

O. 098758

  (3. 7)

ExAcT
I

--e. 081733

O. 095245

O. 24676

  (1.6)

E

E
E

O. 24280

O. 63193

  (O.8)

O. 82127

  (O.6)

O.97511

  (O.7)

O. 62722

O.81602

O. 96837

l
( × -i/Po)
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Table　5　Rad三a互Cornpressive　Stresses　for　Various

　　　Terms（r／b罵0。95）

＼／ 2 4 6 EXACT

0

0．5

1．0

3．0

5．0

10。0

0．61866

　（14．9＞

0．65896

　（7．3）

0。69543

　（2．7＞

0．8097婆

　（3．7＞

0．88636

　（3，8）

0．98484

　（0．2）

0．53618

　（0．4）

0．61039

　（0。6）

0．67327

　（0．5）

0．84058

　（0．0）

0．92364

　（0，2）

0，99090

　（0。4）

0．53492

　（0．7）

0．61042

　（0．6）

0．67389

　（0．5）

G．84023

　（0．1）

0．92305

　（0．2）

0．99155

　（0．5）

0．53844

0，61395

0．67691

0．84092

0．92147

0．98648

（×舗1／P‘，）

いるが大体1％以下である．数％の誤差の生じている個所もあるがこれは応力の絶対値自

体が小さい所なので問題はないと思われる．この計算値はLegendre多項式における項数

を6項まで使用しているので通常の連続体弾性問題のF．B・M解析手順を6回繰り返し

ていることになる．この程度の計箪時間で所要の粘弾性問題が解析できるということは本

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　法の有用性の高いことを示すものと

Table　6　Horizo且tal　and　Vertical　Displacement

　　　along　the正｛ole

　濯」 2 4 6

0

0。5

1．0

3．0

5。0

10．0

0．010188

0，15248

0．1140！

0，17063

0．12499

0．18706

0．15940

0．23855

0．18246

0．27307

0．21210

0，31743

0．07786

0．11654

0．099762

0．14930

0．11840

0。17720

0。16839

0．25201

0．19348

0．28957

0．21396

0．32021

0．077544

0、11605

0。099760

0．14930

0．1！856

0．17743

0．16832

0．25190

0．19332

0．28932

0，21414

0．32048

思われる，Zlenklwlczはこれを通

常の増分法でF，E。　M．解析しており，

それによれば時闘増分魂を0．1に

とり，解の最終段階≠＝10．0に到達

するのに100stepが必要であると

している．本法はこれを4～6step

で終了していることになる．

　つぎに計算の精度と経済性から偶

関数を十項までとるかということを

比較検討してみる．表4，5，6は項

数mを2，4，6とした場合の応力
と変位に関して収束の様相を見たも

のである．表4はσθθに関するもの

であり，応力変化の大きい7／∂＝α6

の個所で検照したものである．（）

内の数値は誤差率を示したものであ
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Table　7　Computer　Time（sec）

m otime

2 13。3

」
i
．

ot’膿e／m |
　　6．7

4 20．8 5．2

6 27．7 4．6

である．表5はσ・・に関するものでプノδ＝0．95で検証したものである．

位でもよい精度といえよう．総じて応力に関しては6項位で十分実用に供し得る精度であ

る．表6は最大変位を有する節点に関するκ，ツ方向の変位彿，刀についての工数毎の

収束を見たものである．この場合も応力と同様，4項，6項の差はほとんど見られず，6

項位で十分な精度といえる，

　表7は項数に対する計算時間をみたものである。1項当り5～6秒で計算しているのが

わかる．なお本研究における計算は全て倍精度で行なっている．

る．2項では品数％の誤差があるが，

’＝10になると誤差は少なくなる．

すなわち初期応答の誤差は大きく妥当

性はない力覚が大きくなるにつれ，2

項でも誤差はほとんどないことを示し

ている，4項の場合は応力の絶対値が

小なる時間を除けばほとんど誤差はな

いものといえる．6項では良好な精度

　　　　　　　　　　この場合は4項

6　結 言

　本研究は線形粘弾性体の挙動を従来の増分法で解析する手法とは別に，更に簡便に求め

得ることを示したものである．”線形粘弾性一直単性問題における対応原理”を用いる際の

Lap王ace逆変換の園難性をLegendre多項式の偶関数を使用して数値Laplace逆変換を

行ない，F．　E．　M．解析手順により複雑な形状，境界条件を宿する粘弾性連続体の一解析法

に拡張したものである．本法はF．S．　M．等にも当然適用可能であるので今後の課題とする

つもりである．

　本文をまとめるに当り信州大学吉田俊弥教授，川上浩教授には暖い御援助を賜った．ま

た同学草間孝志助教授には終始本研究に対する詳細なる討議と御教示を頂いた．ここに深

甚なる謝意を表する．

　なお計算は信州大学計算機センターを通して東京大学大型計算機センター（HITAC

8800／8700＞を利用して行なったものである．
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