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連による0，1乱数列の無作為性の考察

清　水　道　夫＊

（昭和51年12月16日受理）

A Study　of　Randomness　of　O，1 Random　Number　by　Runs

Michio　SHIMIZU

　　Several　tests　of　rando！nness　for　two　kinds　of　ele！nents／arrangement　have　already

been　proposed，　and　these　distributions　are　provided　on　the　assumption　that　hypGthesis

of　randomness　should　be　true　from　the　point　of　view　of　controlling　the　type　I　error．

This　paper　is　concemed　with　the　test　of　randomness　of　O，1　random　nu孤ber　sequence

　by　the　total　number　of　runs．　The　model　of　nonrandom　O，1randoln　humber　is　set　up

by　us三且g　a　binomiaレbeta　distributio簿，　and　the　distribution　of　total　number　of　runs

　for　this　mode玉is　established．　And　the血，　the　power　of　the　randomness　test　is　consi．

dered　for　the　type　II　error．

　　　　　　　　　　　　　　　1　ま．え　が　き

　0，1乱数は1の生起確率がρであるベルヌーイ試行の結果として現われる二種要素の数

列である．

　0，1乱数としての条件は主に等確率性（等出現性）と無作為性（独立性）が保証される

ことであるが，独立性を検定する方法として連の検定がある，

　連の理論に基づいて0，1乱数の無作為性の仮説を検定する方法として次のものがある．

［1ヨ

　1）　要素1（又は0）の連の数による方法

　2）　連の総数による方法

　3）要素1（又は0）の連の長さの最大のものによる方法

　4）連の長さの最大のものによる方法

　5）連の種々の長さの数による方法

　以上の検定方法に用いられている公布は，何れも第一一種の誤りを制御するという見地か

ら，無作為性の仮説が真であるという仮説の下に定められたものである．

　本論では，0，1乱数列から引き続く長さ％のランダムサンプリングを々國行なったもの

に対する2）のサンプル内の連の総数による検定方法を扱う。2章で既に求められている
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達の総数の分布と期待値を示す．

　第二種の誤りについて考察するために，3章で非独立な0，1乱数のモデルを要素1のべ

一タニ項分布で表現し，4章でそのモデルに対する連の総数の分布を求める．さらに5章

で検定方法と検出力について述べる．

　　　　　　　　　　　　　2　連の総数の分布

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　チニ
　引き続く長さ％の0，1数列δ1∂2……加に対し，要素1の総i数をκ，（κ＝Σ⊃わ∂とし，連

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ躍1
の総数7を次のように表現する．

　　　　　　　　　　　　　　　　ノトエ
　　　　　　　　　　　　　　知Σ（6f㊦6ゴ・・）÷1

　　　　　　　　　　　　　　　　∫欝1

　WishertとH量rschfeld［2］は，二項母集団からのサンプルにおける連の総数7の期待

値を，二要素の起こる確率をそれぞれカ，σ，（σ講1一ρ）として，次のように導いた，

E（γ〉＝2カ9＠一1）十1 ）1（

ただし，無作為性が保証されている場合である，

　特にρ＝α漏1／2のとき，E（〆）漏＠＋1＞／2で等出現性が保証された場合である。

A．Waldと工Wolfowitz［錫は要素1の総数κと要素0の総数銘一κに対する連

の総数の分布を次のように得ている．

　7：θ〃6η

隅一・・）一2（κ一1s－1）（％ごr1）／（窒） ）2（

7：044

齢一・・＋・）一｛（昌〉（”で一1）＋（κ」1）（π講f1）｝／働

また，κに対する連の期待値E例κ）と分数σ2（γiκ〉をそれぞれ次のように求めた．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2κ（π一κ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十1　　　　　　　　　　　（3）　　　　　　　　　　　　　E（刎κ〉＝

　　　　2｛2κ藁一4％κ3十（2π2十％〉κ2一π2κ｝
σ2（71κ）＝

　　　　　　　　　　π2（％一1）
）4（

　　　　　　　　　　　　　3　非独立0，1乱数の表現

　非独立な0，1乱数は，要素1の全体の母比率ρ’を中心に部分的な母集団の母比率がバ

ラッイたものと解釈する．

　ベータ分布の確率密度関数を次式で示す．［4］
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　　　　　　！　　　　　　　　　ραが”1（1一ρ）α4’扁王∫（ρ）讐

　　　B（妙’，α9’）
）5（

ρ’，σ’漏（1一力’）をそれぞれ要素1，要素0の母比率とする．

対するベータ分布をそれぞれF三g．1，㈲，⑧に示す．

パラメータα→0，α→ooに

（A） （B）

a→0 a→◎◎

0 ’P 工 0 P
コ
ニ

Fig．1　Beta　Distr三bution　for　a→0，　a→QO

　ベータ分布を非独立な0，1乱数の部分的な母比率の分布とすれば，引き続く長さ％のラ

ンダムサンプリングしたんの分布は，Fig．1，㈹の場合ほとんど。かπに分離し，（Fig．

2，（A’）），Fig．1，（B）の場合は二項分；布B（π，ρ’）に近い分布となる．（Fig．2，（B’））

（A）

a→0

0 np’ n

（瑚

a→o◎

0 np’ n

Fig．2】31nomial－Beta　Distribution　for　a→0，　a→oo

　ところで同一母比率の部分母集団からのサ／プルに対するκの分布は二項分布に従うか

ら，ベータ分布と二項分布の複合分布（ベータ・二項分布）は，母比率に部分的なバラツ

キ・のある非独立な0，1乱数列からのサンプルに対するκの分布と考えられる．

　二項分布は次式

ノ（・）一（錐）が（・一ρ〉・一
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で表わされるから（5＞式との複合分布（ベータ・二項分布）は次式で示される．

　　　　　　　　綱一鯛が（・一興等蕩〒藷粋力　　⑥

ベータ・二項分布に従うκの確率変数xの期待値E紋x）と分散y＊（x）を求めるとそれ

ぞれ⑦，（8）式のようになる．以後ベータ・二項分布（ββ（η，ρ’，ので表わす）の場合は率

を付ける．

　　　　　　　　　　　　　　　　E＊（x）＝砂’

　　　　　　　　　　　　7＊（x＞＝砂’9’（η十α）／（α十1＞

パラメータα→。・，α→0に対する分散y＊（x）は，それぞれ次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　γ。。（x）＝1imγ＊（x）＝妙ド9’

　　　　　　　　　　　　　　　　　α→oo

　　　　　　　　　　　　　γ0　（X）　＝　 lim　　 y＊（X）漏　η2ρ’σ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　α一・o

（7）

（
8
）

（9）

（1◎

（9）式は二項分布の分散そのものであり，⑩式は0とηに完全分離した分布の分散である．

　また，（9），⑩式を用いて（8）式の分散は

　　　　　　　　　　y・（・）一。÷、γ・（・）＋。旱、y・・（・）　　　　⑪

のように表わすことができる．したがって

　　　　　　　　　　　　　　　M＝1／（α十1）　　　　　　　　　　　　　　⑫

を全体の母比率がカ’である非独立0，1乱数の母比率のバラツキを表わす尺度とする．パ

ラメータα（0〈α：≦∞）に対して1⊇≧ハ4⊇≧0である．

　尺度Mに対するベータ・二項分布の分散は，砂’σ’≦γ＊（X）≦解ρ’9’で単調に増加をす

るから，ベータ・二項分布で表現した非独立性のモデルは，完全独立である場合の二項分

布からの偏りを連続的に表現することができる．

　　　　　　　　　　4　非独立0，1乱数の連の総数の分布

　引き続く長さπのサンプルに対する要素1の総数κの分布がベータ・二項分布をすると

き，連の総数7をとる確率変数7の期待値E＊（『）と分散y＊（r）を求める．

　独立な0，1乱数においてκの分布か（x＝κ〉は二項分布で示されるが，非独立な0，1

乱数としてル（X漏κ〉がベータ・二項分布をするのであるから，これをργ＊（X漏κ）と

する．

　連の総数7をとる確率をρ・＊（r篇7）と，おくと確率変数rの期待値E＊（r）と分散y＊（r）

はそれぞれ次の定義式で示される．



　　　　　　　　　　　　連による0，1乱数列の無作為性の考察　　　　　　　　　　　　25

　　　　　　　　　　　　　　　　　　チろ
　　　　　　　　　　　　　　E＊（の篇Σゆ・＊（r＝7＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ嵩1

　　　　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　　　　　　　7＊（『）篇Σ（7一がω）2か＊（♂＝7＞

　　　　　　　　　　　　　　　　γ＝1

　これを具体的に計算するとそれぞれ⑬，⑭式のようになる。（付録参照）

　　　　　　　　　　　　　　　　　2αカ’9’
　　　　　　　　　　　　　E＊（『）漏　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠一1）十1　　　　　　　　　　　⑬
　　　　　　　　　　　　　　　　　α十1

　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　｛二2E＊（x4）一4㌶E＊（x3）十（2％2一一2％一ト3）E＊（x2）　　　　　y＊（の＝
　　　　　　　　％＠一1＞

　　　　　　　＋（2η2一一3π〉五1＊（x）｝＋・一｛E・（・〉｝・　　　　⑭

　（E＊（Xりはベータ・二項分布のゴ次モーメント）

　パラメータα→・。，α→0に対する7の期待値E＊（r）はそれぞれ次のようになる．

　　　　　　　　　　E・・（の＝1至mE＊（r）＝2ρ’σ’（％一1＞＋1　　　　　　（1＄
　　　　　　　　　　　　　　σ一レQ◎

　　　　　　　　　　　　　　E・（『）漏脚E＊（の譜1　　　　　　　⑯

㈹式は無作：為性が保証された（1）式にほかならない．

　⑧式と⑬式をαについて微分するとそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　　4際lxL％響デ）≦・　㈱減少）

　　　　　　　　　　　　　　4雛）一2餐募望5…1）⊇≧0　　　　　　（単調増加）

となり，次の比例関係があることがわかる．

　　　　　　　　　　　　　　4綴x）十号）4讐）

この比例定数ぬ謡（一剛2）を用いて次式が導びかれる。

　　　　　　　　　　　　γ・（・）一ん｛E・（の一・｝＋γ・｛・｝　　　　勧

　　　　　　　　　　　　5　無作為性の検定と検出力

　非独立な0，1乱数としてκの分布がベーータ・二項分布をするとき，⑰式で示される一次

関係から任意のパラメータαに対する確率変数Xの分散γ＊（X）は，確率変数♂の期待値

E＊（『）に比例定数ぬと定数項で変換できることがわかった．ゆえにXの分散の偏りで示さ
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れる非独立性に対し，連の総数7の平均値に関する独立性の検定を行なえばよいことがい

える．

　WishertとHirschfeld［2］は，連の総数7の期待値を2＠一1）ρ’¢十1，分散の近似

値を24＠一1）ρ’σ’（1－3ρ’のとして％が大きいとき

z40篇
7一｛2＠一一1＞ρ’α’十1｝

2～／（％一1）メプ（～’（1－3ρ’（～’）

が正規分布に近似することを示した．

　したがってサンプルの長さπが比較的大きく，サンプル数をんとするとア＝．Σ7茄と

して

z40＝

アー｛2（％一1）カ’9’十1｝

2～／（π一1）1）’（1’（1－3」ク’（1’）／々
㈱

は正規分布近似をするとみなしうるから正規分布による検定方法を用いる．

　〆の母平均をμとすると，完全独立0，1乱数ではμ＝2＠一1）カ’9’→一1であるが，κ

の分布がベータ・二項分布をする非独立0，1乱数では，O⇒式より1≦μ≦：2＠一1）ρ’g’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム＋1であるから片側検定とする．実際に検定する場合母比率ρ’は推定量ρ’を用いなけ

ればならないが，ここではρ’がわかっているものと仮定する．

　0，1乱数列の無作為性の検定を次のように設定する．有意水準をαとする．

　　仮説：Ho：μ＝μG，μG＝2＠一1）ρ’σ’十1

　　　　　π1：μ＝μ1，1〈μ1＜2（π一1＞カ’9’十1

統計動孟毛管謬揚ll、　（一　Σ77＝瓢　　　　ん）

　　棄却域R：絢く一％（2α）

検出力1一βは次式で示される．

1一β＝ρ。伽く一三2α）｝

ここで7の母標準偏差をσ，（σ＝4γ＊（7））として

％o謹 B／》万24（。一、）川、一3グ9’）＋2》＠一、）州、一3カ’9づπ
アーμ　　　　　　　び μ一｛2（22－1＞メプ〈1’十1｝

と変形し，さらに

μ
一一

7

署4罵

とおくと検出力三一βは次式で示される．

・一β一ρ・｛・≦（一・（・・〉一
、ジ（一｛二2（％一1）ρ’9’→一1〕・銘一1＞カ’（Z’（1－3カ’（1’）／ん）
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2へ／（銘一1）」≠ソσ’（1－31）’（1’）

　　　　　σ
⑲

27

　　　　　　　　　　　　　　　ムしたがって母標準偏差σが統計量σで近似される場合には，検出力が導出される．厳密

　　ムにはσを用いる必要がある．

　例として要素1の母比率ρ’漏1／2が保証されているとき，サンプルの長さをπ誰10

として，尺度Mに対する検幽力を求めFig．3に示す．サンプル数んは2ゴ，¢＝1～5＞

とする，理論の妥当性を検証するためコンピュータシミュレーションを行ない，ハ4讐0．1

（0．1）0．9に対し離散値で示す．

1－6　　工

1・．・

0．8

0．7

0．6

0．5

0．4

0．3

0．2

0．1

0

o

口

口

△

o

e　　d　c
　　　　　　b

o

o

x

x

a

　　会　。　・
　　　　　　　　　x
o　　　　　　　　　×

メ　　　×

　　K

a＝2
b＝4
c篇8
d謡16
e；32

0　　0．工　 0．2　 0．3　0。4　 0．5　 0．60．7　 0．8　 0．9　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→M
　　Fig，3　Power　Curve（α篇0．05＞

　逆に∠μ＝μo一μがある値であるとき，これに対する所望の検出力を確保するために

は，サンプルの長さ％とサンプル数々をいくらにとればよいかということを検討する必要

がある．サンプルの長さηが決まっているとき，必要なサンプル数々は次式で求められる．

　　　　　　　　　　　　　8●％（2舞●％（2α））29　　　　⑳

　ただし母平均μと母標準偏差σを既知とする．

　　　　　　　　　　　　　　　6　あ　と　が　き

　ベーータ・二項分布の導入によって非独立な0，1乱数列を表現する方法は，非独立な0，1
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乱数の1モデルにすぎないが，理想的なランダムネスからの偏りを連続的に表現できる上

で適した方法であると考えられる．

　非独立な0，1乱数を具体的に設定することによって，検出力が求められることを示した

ことは，乱数検定研究の新たな方法論を提起したといえよう．

　今後の研究として次の如きものがある．

1　多種の要素の場合への拡張

2　連の他の分布に対する非独立性の設定

3　マルコフ連鎖による非独立性の表現

4　他の検定方法との検出力の比較

　最：後に本論文作成にあたり，御指導，御示唆を下さった山梨大学工学部　赤尾洋二教授，

吉沢正助教授，新藤久和助手に謝意を表したい，

付 録

κがベータ・二項分布をするときのrの期待値E＊（『）と分散y＊（7）の導出

1
　　　　フエ
酬・〉一Σゆ・＊〈酔コ7）

　　　　γ＝1

　　　　れ　　　フぼ
　　　一ΣΣ7・ρ・＊（x一κ，ド・）

　　　　κ嵩07’篇1

　　　　フじ　　れ
　　　＝ΣΣプ・ρ・＊〈x一・）ρ・（ド71x一・）

　　　　κ＝0γ邸1

　　　　アろ　　　　　　　　　　　　　　ノオ

　　　＝Σρ・＊（x訟κ）Σ7・飼r＝肩x認κ〉
　　　　罪嵩0　　　　　　　　　プ＝1

　　　チニ
ここでΣ7・か（r＝71x＝κ〉は（3）式のκに対する連の期待値E（刎κ）にほかならない．

　　　　γ篇1
ゆえ．に

醐逸酬一・〉陛戸）＋・｝
　　　　κ需0

　　　　　フゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　チゐ

　　　一・櫓脚一か篶脇・（・一・）＋・

　　　＿2E・（x）＿■E・（x・）＋1

一卿一
早o・（嗣） （砂’十1）ρ’

α十1
圃＋・

一2α州7z一！＞＋、

　　　α十1
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　　　　　　　　　　　　　チみ
2　　　γ＊（・）一Σ｛卜E＊（・〉｝・ρ・＊（・一・）

　　　　　　　　　　　　∵

　　　　　　　　　　　＝碧脇寧（・一・）一｛E＊（の｝・

　　　　　　　　　　　　　フニ　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　＝Σが（x＝・）Σ・・ρ・（・罵刎x一・）一｛酬の｝・

　　　　　　　　　　　　κ臨G　　　　　　　　　，ρ蛮1

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　フゐ
　　　　　　　　　　　・・（71κ）＝Σ7・カ・（ド帽x＝・）一｛E（烈・）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　プ輝1

から

　　　　　　　　　　　　ガ
　　　　　　　　　　　Σ7・似ド刎x＝κ）＝・・（71・）＋｛E（7剛・

　　　　　　　　　　　プ自1

である．

したがって（3），（4）式を代入して

　　　　　　　　y・（　　　　チじの＝Σが（x一・　　　κ欝0）〔2｛2κ娑…4”κ3謬21許躯％2κ｝

　　　　　　　　　　　＋｛2κ（箆一κ）　　　　　　　　　十1π　　　　　　　　　　　　　　　，｝丁｛嚇

　　　　　　　　　　　一揖三綱［　2＠一1）。｛…一一（…一・・＋・）・・

　　　　　　　　　　　＋（・・一周＋・レ｛E・（・）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　㍉（飼〉｛2酬x4）一4昭＊〈x3）＋（2κ2『2”＋3）酬x2＞

　　　　　　　　　　　十（2笏2－3％＞E＊（x）｝　十1一一　｛E＊（r＞｝2

ベータ・二項分布のモーメント

　　　　　　　　E＊（x）塀7ψ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（αρ’十1＞が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋E＊（x）　　　　　　　　E串（x2）寓π（7¢一1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（妙’十2）（αメプ十1）1プ
　　　　　　　　E＊（x3）＝22（7¢一1）（％一2＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十3E＊（x2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α十2）（α÷1＞

　　　　　　　　　　　　　一2E＊（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α／ソ十・3＞（αメソ十2＞（α／）’一ト1）／）’
　　　　　　　　β＊〈x4＞窯％（％一1）（7¢一一2）（π一3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α十3）（αヨー2）（α十1＞
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30　　　　　　　　　　　　　　　　清　水　道　央

　　　　　　　　　　　　　　　　　十6E喰（x3）一11E傘（x2）十6E＊（x）
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