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等方性乱流の相関モデル

大路通雄＊・平山俊雄＊＊

（昭和49年5月30田受理）

　　　　　　　　　　　　　　　1．　まえがき

　一様等方性乱流の2重速度相関またはエネルギー・スペクトル関数を理論的に求めるこ

とは，乱流理論の主要な鼠的の一つであるが，すべての切合に適用できる完全な方法は，

現在なお知られていない．一方，乱流理論を応用する亜聖からは，いろいろな条件の下で

得られた実験曲線の全体をある程度まで再現し得る閉じた形の実験公式が用意されている

と非常に便利である．たとえば，乱流場に対する外部作用の効果，乱流中に置かれた構造

物の臨答，乱流拡散の見積もりなど，乱流の柑関やスペクトルを一応既知のものとして取

り扱いたい問題が少なくない．

　そこで，以前に著者のひとりは，いわゆる縦根関係数∫（7＞の大局的近似関数として

∫（7）菖exp（∂一’～／6互72十Z痺〉，　わ⊇≧0，　0＞0 （1＞

の形を提案し，その二三の運動学的性質や対応する種々の特性量との関係を調べた1）．こ

こにう，0は形状パラメータで，両者を独立に調節することによって広くさまざまな相関

プロフィルが得られる．これと前後して，この近似関数を実際に応用する機会もあった

が2）β），実験値との定最的な比較については，まだ検討の余地が多い．

　特に，まず等方性乱流の力学的方程式を導入する必要がある．その結果もし形状パラメ

ータを時間の関数として適当に定めることができれば，（1）は単に実験公式というだけで

なく，乱れの減衰やエネルギー伝達に対する一種のモデルを提供することも期待されよ

う．ここでは，そのような方向への予備的な試みを述べる．

　　　　　　　　　　　　　　　2．　基礎公式

　初めに文献1）（以下1と略す）で得られたおもな関係式を簡単に要約しておく．関数（1）

の最大の特微は，指数関数型の相関（∂→0）と誤差関数型またはGauss型の栂関（δ→∞）

との内掻になっていることであり，わ，cを有限値に國定したとき（1）は，7→0で放物線，

7→。oで指数曲線に漸近する．

　（1）から導かれるいろいろな表式のうちで，特に重要なものを挙げれば，

横木目関係数　（1；（2．2））
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　　　　　　　c272
・（・）一（1一・4灘禰〉・x・（δ一4c2・2＋う2）・ ）2（

散逸スケール（1；（2．3））

　　　　　　　　　　　　・〒≒（①一卓　　　　（・）

（’は7についての微分）

積分スケール（1；（2．4））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・≡∫ル）・・一ろe巷Pδ瓦（・）．　　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　0

ただしK，、は％次の第2種変形Besse1関数である．

　周波数スペクトル関数とエネルギー・スペクトル関数は，それぞれ瓦とκ3で解析的

に表わされる（1；（4．1），（4．2＞参照）．

　以上のほか，ここでは新たにLoitsiansky積分

　　　　　　　　　　　　　　　　　OQ　　　　　　　　　　　　　　胎・・∫醐・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　0
を求めた．％2は速度変動の2乗平均で，

7→。。で∫（7）が指数関数的に小さくなる場合には，

含む積分の公式から直ちに

　　　　　　　　　　　　　　　　ろ3expδ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ3（∂）　　　　　　　　　　　　護＝3麗2
　　　　　　　　　　　　　　　　　65

を得る（付録1参照）．

減衰の時間’だけの関数である．

（5）

　　　　　　　　　　（1＞のように

この積分はもちろん収束し，κπを

（6）

　　　　　　　　　　　　3。　パラメータの時間的変化

次に形状パラメータの時間的変化を定めるために，力学的な関係を導入しよう．

られているように4），プの消長を規定するKarm6n－Howarth方程式

　　　　　　　轟圃一晒（÷＋÷）励擢（嘉＋÷÷）∫

よく知

（7）

＠は動粘性率）には3重相関関数奴7，のが現われるが，特に7羅0ではその寄与は自動

的に消え，（7）はエネルギー減衰方程式

　　　　　　　　　　　　　　　翻2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　％2
　　　　　　　　　　　　　　τ罵一10・万　　　　　　　　　　（8）

に帰着する．

　また（7）にγ4を掛け7＝0から。。まで積分すると，7→。。のときに∫＝o（7－5），々藁。（7噛4）

ならば，Loi亡sianskyの不変定理

濯置constヨ孟G （9）
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が成り立ち，ここでも々の影響は相殺して表面に現われない，この定理の成否に関しては，

いろいろな角度からの考察があるが5），少なくとも完全に等方的な乱流では正しいことが

示されている6）．現実には，ふつう大きいスケールの成分（big　eddies）について多少の非

等方性が必ず存在するので，完全な等方性乱流はあり得ないけれども，当面の関心はモデ

ルとしての等方性乱流であり，事実，遠方で指数関数的に減少するノを仮定すること自体

が，グローバルな非等方性を除外した立場にほかならない，そこで，差し当り（9）が成立

しているものと考える．

　このようにして，（8）と（9＞は，λと∠に（3＞と（6＞を用いると，三つの未知量％2，ゐ，o

に対する二つの独立な関係式と見なすことができる。これから％2を消去するには，（9）を

対数微分して（8）を代入すれぽよい．結果は，瓦、に関する公式7）を使って，簡単に

　　　　　　　　　　　〔・一髪；il；］ll－lll－12c2リ　　（・・）

となる．これらは∠の存在とその不変性以外に特別な仮定を含んでいないが，未知数の

数の方が一つ多いから，このままでは解は決まらない．逆にいうと，この自由度をどのよ

うに利用するかで，いろいろな可能性が生じるであろう．

　ここでは，できるだけ単純な取り扱いによって減衰過程がどの程度記述されるかを検証

する意味で，最もあらいモデルに相当する．

0　＝　const　＝＝　00

を仮定する．すなわち（10）でdo／d’＝0ととり，時閥変数を無次元化して

（11）

三〇〇G2レ渉＝θ （12）

とおけば，

蓄一・［・一器〕・
（13）
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これを積分して
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　　　　　　　　　　　・＋師一器〕・・　　　（・4）

　　　　　　　　　　　　　　　0
のように解が確定するのである．ここにθoは，∂篇0に対応するθの仮想原点とする．

図1に見るように，dθ／dδはわの単調関数であるから，（14）はδを（θ一θ。）の1価関数と

して定めるもので，数値積分の結果を図2に示した＊．

　特に両極端の場合は，解析的に次の形で表わされる．

（i）　δ→o（θ一θo→o，以下原点展開という）．

　　9→0に対する公式（文献7），（9．2）式）

　　　　＠一1）！
K，、（9）＝

　　　　　2
（÷）＋・圏 （！5）

により，

　　　　　　　　　　　～〉→、〉／2（θ一θG＞漏へ／20602リ（’一あ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

（ii＞δ→。。（θ一θo→・・，以下漸近展開という）．

　　ッ→。。に対する漸近展開（文献7），（9．9）式）

　　　　　　　　v森〉一V：多［・＋4㌦1÷・…・・〕　　（・7）

によって

　　　　　　　　　　　　・［・一鞭一÷＋・（・）　　　（・8）

となり，したがって

　　　　　　　　　　　　・一÷（θ一θ1）一軸（トけ　　　（・9）

ただしθ1はθoと異なる仮想原点である．

　上にち，ちがそれぞれθ¢，θ1に対応する’の値であることはいうまでもない．（i）の原

点展開は，θoが特異点δ罵0に相当する仮想原点であるから，現実的な意味に乏しいが，

（ii）の漸近展開は，減衰が十分に進行した終末期を表わすものと解釈される，

　　　　　　　　　　　　　4．　減衰過程

パラメータろを無次元減衰時間ρの関数として定めることができたので，0を一定と

した相関モデル

　　　　　　　　　　　〆（7）＝exp（δ一へ／Oo272十6弼）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

の減衰過程は完全に決まったことになる．以下，特に興味ある二三の特性量について，そ

の減衰に伴う推移を調べて見たい．

＊被積分関数δ（1－K2／K3）の数値は，文献7）の数表を補足して求めた（付録2参照）．
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　　　　　　　　　　　5

　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　0θ．，。2　4　β　8

　　　　　　　　　　　　　　図3　特性スケール。。え，Ooゐ

　特性スケール

　図3は，6♂を（3）式によって，CoLを（4）式によって求めた数値計箕の結果である．

ここでも

（i）　　原，崇ミ展開　：

　　　　　　　　　　　1　　　　　■　　1　　　　　　　主
　　　　　　　　　λ→て「［2（θ一θ・〉］4マτr一こ20リ（ト’・〉］4・　　　（21）

　　　　　　　ゐ一⊥．ロ＋》2（θ一θ。）コー⊥＋245、（ト’。）．　　　（22）

　　　　　　　　　Oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oe

（ii）漸近展開：

　　　　　　　　　・一÷4÷（・一の一・脚嚇　　　（23）

　　　　　　　　　・一÷》÷（・一元》・”（三一》号・　（24）

を導くことができる．αi）は，等方性乱流の減衰終末期として知られた関係の・5）にほかな

らない．

　乱流エネルギーの減衰

　エネルギー減衰方程式（8＞で独立変数を厨こ変換して，（3）および（8）を用いると

　　　　　　　　　　　　　d譜一［レ舗　　　　（25）

を得る。関数1－1ぐ2／1（3の値は図4と付録2に，これを数値的に積分した減衰法則

　　　　　　　　　　　…画イ｛・一器｝・・］　　（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

の値はθ一θo（または’一丁の関数に引き直して図5に対数1ヨ盛りでプロットした．％2G

は，θ＝θoにおけるκ2の値で，Co54／24に等しい（（3＞，（9）参照）．

（26）の原点展開に当たる表式

じレ

Cλ
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　　　　　　　　　％2→z42G　exp（一∂〉→％20　exp［：一coへ／20り（渉一一’o＞＝］　　　　　　　　　（27）

は経験事実と相容れないが，これは前節の終りに述べたこの展開の性格から見て不思議で

はない．一方，漸近展開は，定数0を導入して

　　　　　　　　　一・β一劣・［釦剛一号・　　（28）

と書かれ，終末期の減衰法則に一致する．この事情を示すために，図5には一5／2の傾斜

を持つ直線が記入されている．

　初期の減衰に対しては，実験結果と相似性の考察から，逆比例法則4），一10／7乗法則8），

一5／6乗法則9）＊などのべき法則が一般に知られていて，それぞれに対応する直線も図5

に示したが，（26）の減衰法則は，初期に属する領域に直線部分をほとんど持たないから，

べき法則を与えない。これは，恐らく0を一定としたモデルが簡単すぎるためと思われる

〈図7も参照）．

　ミクqReynolds数

　次に，もう一つの重要な特性量として

　　　　　　　　　　　　　　　　　　獄　　　　　　　　　　　　　　　2？え＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

で定義されるミクロReynolds数を考えよう．再び∂を独立変数にとれば，（3）と（26＞か

ら，

率この場合には，Loitsianskyの不変定理は成立しない．
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　　　　　　　凧撫・［一÷r｛・一劉・・］　　（・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0
であり，ここに

　　　　　　　　　　　　　　　Rド⊥　　　　　　　　（31）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　りOo

とおいた．1／Ooは長さの次元を持つので，　R＊は一種の特性的なReynolds数と見るこ

とができる．

　上述の数値計算結果を利用して求めた凡／1～＊のθ一θoに対する変化は，図6の通り

であって，原点から急激に立ち上り，θ一θo≒1．2で極大値（≒0．65）に達した後，徐々

に減少することが著しい特微である．このうち，仮想原点の非現実性に伴うものとして

瓦の急増部分（0一θ。≦1＞を除き，瓦m・・付近以後を実際の減衰過程と比較するべきで

あろう．

1．0

50

宋
蟹
＼
ぺ

0　　　　　4　　　　　8　　　　　12　　　　16
　θ一θG

　函6　　ミクロ　Reynolds数1～2／1～＊

40

20

ﾝ
駕
1

一

0　　　　　2　　　　　4　　　　　6
　θ一θo

　　　区7　R＊Aの変化

8

　関連して，非線形エネルギー伝達とエネルギー減衰の特性時点比を代表する無次元関数

　　　　　　　　　　　…÷讐（　　　　　L漏10　　　　λRえ）　　　（32）

の変化を調べるためにプロットした1～＊Aの挙動（図7＞も，θ一θG～1を境としてまっ

たく異なっている。実験によれば，減衰初期を通じて孟はほぼ一定で1の程度の大きさと

推定される4）．図7においても，θ一θo＞1の領域で1～＊・4は厳密に一定ではないが，その

変化は比較的小さい．ただしR＊・4の平均値を25ととって，仮に・4＝1とすると瓦，≒

25であるから，図6から品m・・≒16の程度であり，減衰初期に対する値としてはやや小

さ過ぎるようである10）．

　　　　　　　　　　　　　5．　相関フ。ロフィル

　一様等方性乱流では，π2のとノ（ち’）がわかれば原理的には逐次の高次相関をすべて

知ることができる。ここでは7／えを変数としてノのプロフィルを1；第4図から再録し

（図8），また3重相関係数んのプロフィルを数値的に求めた．
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　　　　　　　　　1．0

　　　　　　　　　0．8

　　　　　　　　　0。6

　　　　　　　　　0。4

　　　　　　　　　0．2

　　　　　　　　　∫

　　　　　　　　　　0。／λ2　4　　6　8　10
　　　　　　　　　　　　　　図8　2重相関係数ノ’（プ／え，の

　すなわちK6rm6n－Howarth方程式を7について1回積分し，々について解けば

　　　　　　　姻陶冶〔イ醐・・］一嘉夢　　　（33）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

変数を7／え（≡ξと書く）とδに変えると，若干の計算の後に

　　　　　　　　　　　綱一凝1（、）〔、讐の呂（ζ・）

　　　　　　　＋、一お（、）｛ξ獅）脇（ζ・）｝＋，器耶綱］　（34）

に達する、ここに

　　　　　　　　　　∫（ξ，∂）＝exp［う一～／ろξ2十ゐ2］，（1；（3．2）式）　　　　　（35）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ど
　　　　　　　　　　　聴・〉一／釧ζ・〉・ζ　　　　　（36）

　　　　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　　　　　　　　　　　G（∂）謹K2（∂〉／K3（δ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

であり，瓦（のには（30）を用いればよい．

　　　　　　　　　0，4

　　　　　　　　　0．2

　　　　　　　　　ん

　　　　　　　　　　　　　　2　　　　4　　　　　6　　　　8　　　　10　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　γ／λ

　　　　　　　　　　　　　図9　3璽栢関係数々（かえ，の

　　　　　　　　　　　　　　　　各曲線上の数字の意味は図8に岡じ．
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　幾つかの6に対し数値計箕を実行して図9に描いたプロフィルが，少なくとも定性的に

は実験曲線10）・11）ときわめて良く似ていることに注目したい．7／五を変数とする表示は省

略する。

　　　　　　　　　　　　　　　6．　む　す　び

　以上，近似関数（1＞で与えられる一様等方性乱流のモデルのうち，パラメータ。を定数

と仮定した最も単純な場合について力学的方程式からの帰結を検討し，比較的簡単な解析

によって特に減衰終末期への推移が，かなり忠爽に再現されることを明らかにした．

　しかし減衰初期に関しては，理論的または実験的な定説に比べて，部分的に傾向の類似

はあるが不満足な点も多く，一貫して整合したモデルとはいえない．0を一定とする代わ

りに，より適当な関係式を見いだして，この難点をどの程度改善できるかが次の課題であ

ろう．

　他方，モデル（1）は，要するに指数関数型相関の頂点を補正したものであり，それが物

理的にどのような確率過程に相当しているかも，やや違った立場から興味深い問題である，

　この研究は，一部科学研究費総合研究丑「流体力学における非線型問題」（代表者京大

巽友正教授）の補助を受けた。おわりに，計算プログラムの作成，原稿の整備等に当たっ

て松沢照男氏（現信州大医学部助手〉，舟田敏雄氏（現和歌斑高専助手〉をはじめ流体工学

研究室の諸氏による所が大きかったことを付記して謝意を表します．

付　録　1

（6）式の誘導

1；付録中の公式

　　　　　　　　QQ∫μ・xp［一・岬÷列s肇
0

一・・…）d・

　αβ3ツ2
　　　　　こK3（β》〆ツ2＋α2）コ
（夕2＋α2）3／2

において左辺の被積分関数を夕で展閉した後，両辺をッ2で割ってッ→0とすれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷∫僻・xp［一ψ刷・・一叢（β・N

　　　　　　　　　　　O

ここでαの代わりに0，βの代わりにδ／0と書くと

畜・xp・∫．．解・x・日β醐・・一3箏Pう馴

　　　　　　0
を得る．

　　　　　　　　　　　　　　　付　録　2

G4）式と（25）式の積分に関する数表
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表1 〔1　－1（2（∂）／1（3（う〉］，

大路通雄・平膚俊雄

う［1－K2（δ）／κ3㈲コの数表 （∂冨0．00～49．0）
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                               Summary

                A Proposed Model for Correlation Functions       

                         in Isotropic Turbulence

                    Michio OHJI and Toshio HIRAYAMA

          (Department of Mechanical Engineering, Faculty of Engineering)

   An attempt is made to simulate tlte decay process of homogeneous isotropic

turbulence in an incompressible fluid by a model function

                    f(r) = exp [b - ,v! c2r2 + b2]

for tlte longitudinal double velocity correlation coeflicient f(r), wltere b and c

are adjustable form parameters. It is assumed thatcis equal to a constant ce

for simplicity, and the equation for the decay of turbulent energy and Loksi-

ansky' s invariant theorem are combined together to determine b as a function

of 'the decay time t. The result is expressed by a simple integral including the

modified Bessel functions Kn (up to n =3). Associated temporal changes of

some interesting quaRtities such as the Iength scales, the energy decay law,

the turbulence Reynolds number as well as the triple velocity correlations are

also discussed. They are in qualitative agreement with the case of actual tur-

bulence, especially as the final stage of decay is approached. For the initial

stage, a little more sophisticated rnodel is expected to be promising.

'

N


