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1．　ま　え　が　き

　任意の形をした二次元弾性体に，任意の面内荷重が作用したとき生ずる応力・変位を計

算することは，古来よりの課題であるが，簡潔で有力な決定的方法は未だに発見されてい

ないようである．

　ほとんどの研究は，境界条件を満足するような応力函数を求める方向で進められ，問題

に応じて適切な座標系を導入し，既知の応力函数を組合せる方法がとられている．しかし

弾性体の形状によっては座標系や応力函数の選択に問題が生じ，計算方法もまた複：雑困難

を極めるのが通常である．

　複素応力函数を用いる，より普遍的な解法はGQur語tに初まり，　Muskhdishvi圭i（1）ら

の研究により，一応理論的には見通しのよい結果が得られているけれども，実際に具体的

な問題の数値計算を行うと種々の困難に出あい，解かれている問題もある制約をうけてい

るようである．たとえば種々の形状の孔のある無限板（2）などは計箪例も豊富ではあるが，

有限領域については比較的少なく，正方形・長方形・正多角形内部の応力・変位（3）とか，

形状の変化する部分の応力集中の計算には無限領域④（5）を対象にしているなどである．と

くに孔のある有限領域については，特別な場合の外，計算例はあまり見当らない．

　この報告は比較的研究の少ない，形状の変化している単連結有限領域について，写像函

数を多項式にとった場合の計算上の難点をあげ，それを避けるための若千の工夫を述べて

いる，数値計算例として”引張りを受ける長方形出張りのある有限帯板”について計算し，

実験結果と比較しその妥当性を論じたものである．

2．　複素応力函数ρ（2），ψ（9）を定める条件式

　　と応力・変位式（要約）

　痔平面上にある弾性体領域Dの境界Cにそうて外力が作用したとき，その応力状態を定

めるAiryの応力函数F（κ，ッ）はψ（9＞，ψ（9）を用いてつぎのように表わされる．
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ただし　z＝κ÷砂，を＝κ一三で，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y
　　　　ψ（Z＞，ψ②はZの解析函数である．　　　　　　　　②

　原点を含む単一連結領域Dをζ平面上の単位円γの　　　　　　　　　　　　p、

内部に等角写像し，かつω（o＞＝0，ω’（o）＞Oを満足

する解析函数

　　　　　　　　　　9＝＝ω（ζ）　　　　　　　　　　　　（2）

がた黛一つ存在することはRiemannの写像定理によ

り保証されている．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η

ρ（9），ψ（9）に（2）式を代入した函数をρ（ζ），ψ（ζ〉とお

けば，これらは境界上でつぎの関係を満足しなければ　　　　　　　　　　　σ＝♂

ならない．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝　　　　　　　　　　　　　　一ζ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　阿漕両÷三一ルL（・・の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図1　弾性体領域Dの写像
または，共輻をとって

　　　爾鶉面）瑚澗　（…）

た父し　σはζ平面上の単位円γ上の点でσ麟翻で表わされ，barは共範を示す．

両式の右辺第1項ノての，六σ）は荷重項で，境界Cにそうて作用する外力がら，つぎのよ

うに計算されるものである
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　　　　　　　・∫；いρ・）・・一五（・隔（・）（2）些五（・）聯団・）・　（・〉

たゴし　sはCにそう境界の長さ，ρκ，ρッは単位長さ当りの外力のκ，夕成分である．

　　　　　　　　　　　　　　！　　4σ
　（3・a），（3・b）式の両辺に　＿・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を乗じ，単位円γにそうて積分すれば，ζはγ
　　　　　　　　　　　　　　　　σ一ζ　　　　　　　　　　　　　2π多

内部の点であるからCauchy積分定理を用いて，¢（ζ），ψ（ζ〉を定めるつぎの微積分方程

式が得られる

・（ζ）剥樋門淵，鵠鯉晦

ψ（ζ〉一雨∫，部一歳∫，器鴇多契血

〈5・a＞

（5・b）

応力・変位式は曲線座標（ρ，θ）で表わされ
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　　　　　　　一　一・｛グ（ζ）＋些≧ω’（ζ〉　ω’（ζ）｝，

　　　　　　｛

　　　　　　　・・一・三論圃器lll｝’＋4（ζ）］，

　　　　　　　・・（％ρ十ゴ吻）「暑・i畿趣ζ）縄繭調・

　　　　　　　　　3一レ
　　　た黛し　κ篇1＋り（平面応力），3－4り（平面ひずみ），

　　　　　　　レはボアソソ比，Gは横弾性係数．

応力集中に関係のある縁応力（σo）。は，

され

（6・a＞

（6・b）

（6・c）

自由縁ではσρ＝0であるから（6・a）式より計算

け・回｛器；i霧＋瑠｝・ （7）

　以上の諸式にもとづいて計算の手順を示すと

（1）　9平面上に弾性体領域D（境界C）が与えられたとき，Dをζ乎面上の単位円内部に

　　写像する函数2瓢ω（ζ）を求め，

②　境界Cにそうて作用する外力（ρκ，カァ）から，（4）式を用いて∫（σ）を計算し，

（3）∫（の，ω（σ）などを（5・a）式に代入し，同式を満足するψ（ζ）を定める．

（4）応力集中に関係のある縁応力（σの6は⑦式から計算する．

（5）領域内部の応力・変位：を求めるには（5・b）式からψ（ζ）を求め，（6＞式より計算する．

　　　　　　　　　　3．　数値計算上の問題点とその処理

簡単のため弾性体領域Dおよび外力は，κ軸に関して対称であると仮定する．　（このこ

とは一般の場合に比べて本質的な差異はないが計算が繁雑になるからである．）

　3．1　写像函数z＝ω（ζ〉について

　（2）式は正規化条件のもとに，■ζK1で正則な無限級数

るが，実際の計算には有限級数（家数を漉とおく）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　かど
　　　　　　　　　　　　　　　β＝ω（ζ〉＝・Σ⊃6πζ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π＝1

　　　　ω（ζ）＝Σ6“ζπで表わされ

　　　7～31

〈8）

を用いなければならない，係数8・は対称性の仮定より実数である，（対称性がふえるご

とにとびとびの値をとることは自明）

　有限級数であるため，ζ平面上の単位円γ上の点σに対応するZ平面上の図形はCとは

若干異なり，写像曲線は凸角部で丸められ，骨角（隅角）部は比較的忠実に写像される．
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またCが円形に近いほど丁数俄は少なくてすみ，円形から遠ざかるほど甥を多くとる必要

がある．

　上記のように項数が多いほどCに近づくことば当然であるが，後述の連立一次方程式の

未知数が多くなり，解法はますます困難になるという相反する性質を考慮して，項数鯛を

選択しなければならない．一般に任意の形状Cに対する∂，，の計算は容易ではないが，直

線部分および隅角部を丸めた領域については，Schwarz－Christof鳳の変1喚，（以下SC変

換と略記する）を応用して計算し（8）式に展開するのが普通である．すなわち

　図2（のの如き9平面上のπ角形の内部領域をζ平面上の単位円γの内部に写像する函数

は

　　　　　摩滅（ζ一σδαゴー1，　　　　　　　　　　　　　　（9）

た黛し　瓦：多角形の大いさを定める定数

　　　　α’：2番目の頂角傷πの係数

　　　　の：多角形の頂点に対応する単位円上の点．

⑨式をつぎのように級数に展開する

雨脚｛治（…・）伽（ζ司

　　　一剛薯（÷輻α　ζ・｝

　　　＝K6κ」ク｛二α1ζ十α2ζ2÷　…　÷αブζゴ十・一｝
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図2　多角形領域の写像

一K（・橘ζ＋筆＋筆＋…）（・÷・・四三＋…）（・躍＋…）…

2罵61ζ十62ζ2一ト63ζ3十…　一1－6∫ζ∫十…　．

たとえば，ん・・41，・41・42上の二点P，Qで丸めたい場合は（9）式を変形した

　　　　　　　　　　　　妾（　　4z1η一　　4ζ）鴬ζ窒の

（11）

（12）

（13＞

のζ瓠の項の代呵λ1ζ4善（、）を代入・，・ψζにもど・て（・・脚・相当す…を

計算し，以下上述の手続きにより（12＞式を計算する．σ（λ〉，積分計算などは省略する⑥⑤．

　（9）式に戻って，多角形の形状を与えて，頂点に対応するζ平面上の単位円上の点のを定
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める方法は，K：antoro▽ich－K：rylovの著書（7）に示されているが，この方法は非常に面倒

なため，逆にのすなわちθεに種々の値を与えて図形をえがき，希望の図形に適合するθゴ

を内冠などにより求めるのが通例である．

　3．2　荷重項汽σ）について

　メ（のは（4）式より計算される．数個の集中荷重が作用している場合，プ（σ）は単位円γの

偏角θ（0～2π）に対して階段状曲線で表わされ，θの部分区間で定数であるため，後述の

E・・が（19）式により容易に計算されるのであるが，分布荷重の場合は，（4＞式よりの∫が

周長sの函数となり，このsを9でおきかえ，（2）式を用いてθの函数で表おさなければ

ならない．これは厄介な計算で有限領域を扱うときの欠点となる．

　従来応力集中などの計算に無限帯板がとりあげられている一つの理由と考えられよう。

　後述の数値例では分布荷重を数個の集中荷重の和におきかえて計算している．この方法

により計算される応力の値は，荷重辺附近では誤差が現われるが，少しはなれると正しい

ことはSaint－Venantの原理で保証されているからである．

3．3ψ（ζ）の決定

　（5）式から定められるψ（ζ），ψ（ζ）は1ζi〈1で正則で，次式のように表わすことがで

きる

　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ρ（ζ）＝Σαπζ”，ψ（ζ）＝Σα・’ζ，z．

　　　κζ1　　　　　　　　　　　　　　ノ♂嵩1

（14＞

（5・a）式の右辺第2項の積分を計算するには，まず（8）式を用いて次式を計箪する．

　　　　　　　　　　アゆ
　　　　　　　灰ζ）一Σ蛎／ζ’z響1，

　　　　　　　　　　π犀1

　　　　　　　論一耀臨㌍＋…橘÷評讃　　　（・5＞

　仮定により6，、は実数であるから，4πも実数で4“、，4，η．1，…，41は次式により野次

求められる

　　　47回目8かz，　47π砥＝87｝3－1－282砺z，　47，z．2二8〃z－2－28247，露，1－383砺z，…

一般に　4F6∫一2824’。一3634’。一…一伽一∫＋1）6“、．’。14，“．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ゴ＝勿2，　〃2－1，　…　，　2，　1＞

また（14）式より

　　　　　φアてζ）　＝Σ］η易π／ζπ一1．

　　　π當1

α6）

（15＞（16）式を（5・a）式右辺第2項に代入して積分を行えば
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K刀z嵩42π傷，κ”z－1二4“z－1列十24，ηδ2，…，K1コ…，

／（ガ＝4∫～Σ1十24∫＋1～72一ト。一→一（規一z十1）47ηZΣητ＿ゴ＋1，

（κoは応力に無関係故省く）

No．34

（z漏7η，　7π一1，　…　，　2，　1）

（17）

（18＞

（・・a）鵡辺第瞬・ついては，ノ（・）躯鋤・）繭噂・たル〉巌素・一・

エ級数に展開して

　　茄）一盈蹴胤砺毒∫：払噸（・・一＠・，・…）

Cauchy積分定理により

　　　　　　　　　　　凱黒ぬ一病恥

（9）（17）（20）式を（5・a）式に代入し，整理すると

　　　　　　ζz1十41Z言1÷242～藪2十3613認3十　・・一・・。・・・・・・・・・・・…　　　十ηπ」7π～ちπ＝E1，　　　＼

　　　　　　42～藪1十ζz2一ト2432Σ2→一36」4～諺3十　・…　一一・一ト（祝一1）ζ11η～藪1π＿1　　＝五｝2，

　　　　　　43∂1十24婆Z72十α3十36」5Zi3十　・・・…　　一ト（η2－2）67ア3∂〃z＿2　　　　＝＝E3，

砺z－1認1十24”疹2十〇÷…

4〃三十〇一皆 ，　　・

　α，開＝E翅＋1，

　α塀2＝E刀z＋2，

（19）

（20）

…∴謡ヨ鋤

（212）

外力もκ軸に関して対称と仮定したから．島は実数，従って（21）式よりα1，も実数とな

る．連立一次方程式（211）をマトリックス形にかけば
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（22）

　魏元連立一次方程式（22）を解くのは窺が大きいほど面倒であるため，本研究では〃7／2

元伽：偶数）に半減して解く工夫をした，すなわち〃z／2＝♂とおいて次式を導いている．

　　　1十411　　　　2422　　　　　　3ゴ33　　・・・・・…　一・・一・一・　　　Z4〆　　　　　　　α1　　　　　E1’

　　　　421　　　　1十2432　　　　3443　　・。・・・・・・・・…　一・。・　　141’÷1　　　　　　α2　　　　　E2’

　　　　4、・　24、・　1＋34，3…一．・………1411．2　。、竺E、’　（23＞

　　　　4」エ　　　　　242」＋1　　　　343z→．2　…　一・・・・・…　。・一・1十～4z2z＿1　　　　αJ　　　　　E〆

　　　　　　　　　　’一1一ゴ十’

ただしみ＝4戸Σ（2Z一ブ十1一髄域箇，ぬ一々＝4ノ＋戸，
　　　　　　　　　　　た＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　（∫＝1，2，…　」、　ブ漏1，2，…　，（21一一1）．　ブ≧2ゴー1）

　　　　　　　　　　」一ゴ
　　　　　EノニEゴーΣ（2Z一ブ十1一ん）E2嫉1．ぬ轟σ＝1，2，…」）

　　　　　　　　　　々謀0

（23）式左辺のマトリックスの各要素の係数を除いた項は対角線に関して対称であるため，

比較的容易にプログラム化ができ，解を求めることができる．角，θ2，…，のが求まれば

残りのα」。1，…，α”3は容易に計算される．

　3．4ψ（ζ）式と縁応力

　第3．3項よりα，、が定まればψ（ζ）が決定されるが，有限の形にするため（9＞，（20），

（212）式を用いて

　　　　　　　　　・（ζ）一壷∫，幾晦か一購　　　（24）

　ψ（σ），ω（σ）を用い，（7）式より縁応力（σo＞・を計算する際，最も応力集中に関係のある

隅角部や，甚だしい凹角部分ではω’（σ〉の値は0に近く，また周上ではψ（のの正則性が

保証されないためかゆ’（σ）／ω’（の1の値は周上で滑らかな連続的な値が得られない恐れが

ある．

　幸い境界Cの内部では，πが大きいほどiζ’qは速やかに0に収束することから，
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¢’（ζ）／ω’（ζ）の値が容易に計算される．以上の考察より後述の数値例ではθ曲線に沿う

て，1に近いρの値に応ずる2Rθ［げ（ζ）／ω’（ζ〉］の値をグラフにとり，計上（ρ漏！）の値

を外掻して縁応力を計算している．

　3．5ψ（ζ）式と領域内部の応力

　領域内部の応力などを計算するには，ψ（ζ〉を求めておかねばならない．（24）式を（5・b）

式に代入し整理すると

　　　　　ψ（ζ〉一歳農ぬ一幕（ζ）÷掴淳砿の・　（25）

右辺第2・3項には！／ζノzの項があるため，｝ζ｝が小さいと計算できない．渋谷・中原（3）

の計算式を変形して次式を導いた

　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　＿　　　Σθ・3ζ”z＋1　　。『

　　　4．　計　　算　　例

　4．1長方形出張りのある有限帯板の

　　引張り

　図3（α）の如き長方形出張りのある有

限帯板の左右両端面に引張り荷重が作用

したときの，周縁に生ずる応力と対称軸

上の応力を計算する．

ψ（ζ磁部磯＿一下愛　　
　　　　　　　　　　　　　　　〃騨1

　　　　一山劫熱伽鷺邸落轟ζ一

　　　　渉尉（契許一領凪紳一

　　　　　　　　　　　　　プ
た乳　　　θγ＝一Σ三一琳鵬解＋π蛎．

　　　　　　　　　　　　π置1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　②
応力，変位は（6＞式から計算される．　　　　　　　　　4　　　3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿6　　　5　i　2

［1］写像函数

：
．
三P
P
．

1

7

，；「・一一一一トー…一両

（26）

（27）

C　　　8

　　9

Po

－
0
1
玉　　　（α）

④

　　　　1
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　〔2コ　荷重項云σ〉，Eπの計算

　第3，2項目述べたように左右両端面に作用す

る分布荷重を有限個の和におきかえて荷重項を計

算する．図3（α）の太字で示した二対の集中荷重

ρoに対する∫（s）は

ξPρ

G

隔耐一n冒胃π耐尼團一m” A

鍔1 鼻

No．34

∫（・珂：（飯綱・飼∫：擢・

一｛割湾き；1｝との

従・てプψ〉
香@θ〈π一勾

一ピPσ

　　　　2／5
　　　i2πθ
＿“＿噛＿＿¶＿＿」

図5　二対の集中荷重に対する∫（σ）

（π÷θo＜θ〈2π一θo＞ （31）

図5は∫（s＞もしくは∫（θ）を図に示したものである．（19＞式に∫を代入して

臨剥艶剛誉一州診　∵1犠叢1間

なお鯵（ζ〉，g’（ζ〉，ρ”（ζ〉は（24＞式をもとに計箕するため，右辺第1項より導いた次式な

どが使嗣される

凱藻一ゐ｛∫∴誓呵二二磁｝一髪｛　　　　　　　　ゲ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヒ」％一σo…L1ησ一㌧　　　σQ一ζ　　　　　一σo一ζ｝・

ゐ∫，（1製許一翻講ζ÷ζ＋碗や請ζ｝・

　本計算では分布荷重を，各端面に20個の集中荷重の和でおきかえて計算している．砺

の値を表1にか鼓げた．

　［3コ　ψ（ζ）と縁応力

　（30）式の6fから導いため，（32）式よりの島を（23）式に代入し，反復法を用いてαf

を求めた一（表1）一．縁応力と⇔と隔角蔀附近の応力状態を計算するために第3．4項に

述べたように，それぞれのθに対して，θ曲線にそうて

　　　　　　　ρ＝0．86，　0．89，　0．92，　0．95，　0．965，　0．98

における（σo）。一（7）式一を計算し，それをグラフに示したものが図6である．本図よりρ

＝1における（σθ）cを外掻し図7に示した．
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　当然隅角部では（σθ）。は無限大になり，

少しはなれると急速に減少する，荷重辺

近くで為漏1より減少しているのは集

中荷重におきかえたための影響が現われ

たものと思はれる．

　〔鷹　ψ（ζ）と対称軸上の応力

　ψ（ζ）は（24＞式，ψ（ζ）は（26＞式を用い

（6）式によって，対称軸上（θ二〇。，90。〉

の応力を計算し図7に示した．κ軸上の

σyは極めて小さく，荷：重辺近くなると

前記と同様の影響が現われている．

　［5］実験値との比較

　隅角部が直角の場合と円形の丸みをつ

けた場合を，同時に実験するための試験

片の形状とゲージの貼付位置を図8に示

した．

ん8／π、。許1

　　　　　塁
　　疹二＝＝：：『
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　　　　　　　　二｝。。㎡
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　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　“’｛α21
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、．。！
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図6　縁応力の計算用グラフ
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図7　縁応力と対称軸上の応力
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漏

　B部詳細

図8試験片形状

　この程度の丸みではほとんど対称性を掘なわないことを，予備実験でたしかめてから測

定を始めている．

　実験値は図7に×印をつけて示した．それによると理論による数値計算は，実験値とよ

く一致していて数値計算の妥当なことが確かめられた．

　4．2　隅角部を丸めた上記帯板の引張り

　第3．1項の隅を丸める手法を用いて，隅角（θ＝60Q）の前后θ＝50。～70。の間を丸

めた．写像函数は前記帯板の場合と同じく，項数80にとり，ζ平面上の単位円に対応する

9平面上の図形を，隅角部の詳細と共に図9に示した．
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図9　隅角部を丸めた帯板の座標曲線
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　縁応力，対称軸上の応力を求める手法は第4ほ項と全く同じであるため省略し，結果の

みをか蕊げることにする．

　図10：縁応力を求めるため，縁より内側の応力から外掻するためのグラフ．

　図11：数値計算による縁応力の分布．×印はひずみゲージによる実験値で参考のため記

　　　入したもので，数値計算とのくいちがいは写像曲線の丸みが門形でないためである．

　　　対称軸上の応力は第4．1項図7と同じであるため省略した，
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図10縁応力の計算用グラフ
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　有限領域を占める弾性体の平面応力問題を解くために，複素応力函数1ρ（9），ψ（9）を用

い，写像函数が多項式で表わされた場合について検討した．問題点には若干の工夫を舶

え，直線部分で闘まれた領域および隅を丸めたときの，平面応力を計算するためのプログ

ラムを作成し“引張りをうける長方形出張りのある有隈帯板”に適用し，つぎの事項につ

いていくつかの結論を得た．

（1）写像函数を多項式に変形し，その係数を計算するためのプログラムを作成した．これ

　を用いて多項式の項数の多少と写像曲線の形状についてしらべた，

②　分布荷璽を集中荷重の重ね合せにおきかえて計算した結果，荷重辺附近を除いては応

　力計算に差支えないことが分った．

③　ψ（z＞を定めるには，η元連立一次方程式を解かねぽならないが，元数を半減した搬／2

　元連立一次方程式を誘導して計算時間を短縮することができた．
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（4）応力集中に関係のある縁応力を，（7）式から直接計算すると変動する値が得られるの

　で，境界に近い内部の値から外醒して求めた．（この方法は誤差が免れないため，応力

　分布の概要を知るには差支えないが，精度の高い応力集中係数などを求めるには不適当

　である．そのためには応力集中部で滑らかな境界が得られるよう，写像函数を改善す

　る（4）必要があろう）

（5）（24），（26）式によるψ（ζ），ψ（ζ〉を用いて，領域内部の応力を計算することができた．

（6）上記の応力の計算値は，ひずみゲージによる実験値と殆んど一致し，この計算法の妥

　当さが確かめられた．

　本研究は，表題について，より簡潔な解法への一つの過程として得られた幾つかの結果

を報告したもので，参考文献中とくに論文（3）の記号，計算を参考にしたこと鼠，上記の

プログラム作成と計算例について数値計算をされた岸下晴亮君（奈良工高専）（8），資料の

整理実験に協力された志摩政幸君（修士2年）に深く感謝するものである．

　計算には京都大学大型電子計算機を使用した．
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                               Summary

         On the Numerical Analysis of Plane Elastic Problems using the Functions of Complex Variables  

                    

               In the case of a finite and simp!･y conneeted regien

                             Saburo SASAKI

           (Department of Mechanical Engineering, Faculty of Engineering)

   Many papers have been published on the method to solve the plane elastic

problems using the functions of cornplex variables, but tkere are few papers on

the nRmerical treatments to the problems in the case of a finite and simply

conBected region.

   This report deals with the difliculties of the method to solve the above

problems and proposed the improvements of sorne points, such as reducing the

number of the unknown quantities of simultaneous equations to half and extra-

polating the circumferentlal stresses at the edge of the area from the state of

stress in the neighbourhood of it.

   Then the above numerical metbods are applied to the example of "the

stresses of the finite strip having the rectangular projection on both sides in

tension" and the results of the numerical solutions themselves to be in good

agreement with the experimental results obtained by the strain gage method.

'


