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§1．まえがき
　圧電性弾性結晶体内の弾性振動の解析には，（イ）純弾性的なHookeの法測を基本にして

運動の方程式を解く場合と，（ロ）厳密には，圧電的復元応力の効果まで考えて運動方程式を

解く場合の二通りの方法がある．（イ）については，特に厚み振動に関するKoga1）の優れた

研究がある．＠については，Cady2），　Koga＆Aruga3）流の考え方と，　Lawson4），　Landau

＆Lifshitz5），　Tierstea6），　Onoe7）流の考え方とがある．（ロ）の前者の考え方は，振動モー

ドの物理的意味を捉えて理論を展開しているので，基本的問題について参考になるところ

が多い．一般的に云えば，㈲については，いずれも圧電的復元応力の発生のメカニズムに

関しては必ずしも十分明快な説明を与えているとは思えない．本研究は，この点について

深く留意して，さらに，Cady，　Koga＆Aruga流の思想を汲みつつ理論を展開するよう

心がけた．著者の以前に発表した論文8）の一部に，特に振動（厚み振動）に寄与する圧電

効果の有効分の考え方について十分でなかった点があったので，本研究ではこの点をさら

に改善する，著者の考え方に従えば，結局圧電基本式から形式的に誘導される結果（実は，

（ロ）の後者の場合であるがこの流儀の中での「仮定」の取り扱いが不十分と思われる）と一

致する．

§2．　圧電効果の弾性定数へのくりこみ

　まず，圧電気ならびに弾性応力等に関する符号の規約は，Kogaの用いたものに従う。

また単位系はC．g．　S．　e．　S．　U．系とする．

　F圭9。1のように，圧電性弾性結晶体内部に，（0一κ，ツ，9）直交座標系を定め，輪郭寸法

に比べ，厚みの非常に薄い無限平行板を考える・結晟板面の単泣法線ベクトルをRとし，

これに平行に一様な外部電場露を印加する．このとき結舐板内には，圧電気逆効果によっ

て対応する歪みS々」が発生する．すなわち，

　　　ヨ
SんFΣ4罐面，（ん，1＝薫1，2，3）．

　　　∫＝1

（1）

　こ鼓に4謝は圧電率で，

分極酔を誘発する．

4謝＝4勲である．この式（1＞の翫1は，結晶板内に電気
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すなわち，
　　　ヨ　　ヨ
P1、一ΣΣ・、・β郵，

　　たzlJ置1

（h＝＝1，2，3）． （2）

　こXにε襯は圧電定数と呼ばれ，ε碗コε鱗である．

　結晶板が異方性の場合には，εとPのベクトルは同一方向にはそろわない。また電気変

位Dは，

D＝髭十4π酔
（3）

で定義されるので，一般に置とDのベクトルも同一方向にはならない．誘発されたPに直

接関係するOは，式（3＞で唇麗0として，

D瓢4πP
（4）

となる．こ鼠で考えている結晶板に真電荷

がないとすればGaussの走理からρを打

ち消すD’なる電気変位が発生する．すな

わち，

D’篇4π（一瓢）． （5）

いま屠によって，結晶板内に厚み振動が発

生している状態を考える．この場合，厚み

弾性振動に寄与する電気分極（一P）の有

効分を，結晶板面に垂直な成分のみを考え
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θ
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Fig．！無限平行平板（厚みに比べて輪郭寸法

　　　が十分大きい結酪板）と印加電場ξ

る．なんとなれば，板は無限平行結晶板なので，（一のの結酷板薗に平行な成分は無視し

てもよい．文献（8）では，特にこの点の考察を欠いていた．（しかし，周波数温度係数の

計算には，文献（3）の理論を適用したので誤りはない．）さて，上述の有効分ベクトルを

P⊥とすれば，その大きさは，

P⊥コn・（一酔〉

　　　　ヨ
　罵一Σ7zゐP、
　　　　1z嵩1

（6）

となる．このP⊥によって内部電場屠’が発生していると考えると，その成分Eノは，

　　　　ヨ
E9’一4・Σγq／P・（ノ），

　　　　フ＝1

（（1＝1，2，3）

となる．こ玉に，γgノは歪み一定のときの逆電気感受率である．また，

P⊥（ノ）＝7¢ノ∫）⊥，　　（ブ＝1，2，3）．

（7）

（8）



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝G・）

　　　　　　　　　　恥一音（∂％た　　∂晩∂κ‘十∂κゑ）・（尾・覗・〉

となる。c免弼はE＝0のときの弾性定数であり，晦，笏は変位成分で，さらに複，絢

は座標成分である，

　したがって，式（2）ならびに式（6）～（12）の各式を用いて，圧電的に拡張されたアフィ

ン空間でのHooke応力丁ゴノ0は，

　　　　　　Tf／o；Tゴノ＋7■f！

　　　　　　　　　一画悔＋蝋（　3Σ・，轟んコ1）（碧殉｝妬

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ゴ，ブ漏1，　2，　3）　　　　　　　〈13＞

となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　ヨ
撤し，　　　　　　γ，汗ΣΣ＠g7gゴ琳　　　　　　　　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　σ－1ブ篇1

なお，式（13）の右辺の｛｝中の第2項には，式（1）と（12）における歪み3鳶‘の符号の

定義が規約によって逆であるということを考慮してある．

　式（13）の右辺の｛｝中の第2項が，弾性定数への圧電的くりこみ量と解釈される．

　次に式（14＞をKoga＆Arugaの水晶板の理論に適用すると次のようになる．すなわ

ち，K。を水晶板主面に垂直な方向の誘電率とすれば，

　　　　　　　　為「と一（噛＋噛＋，…亀・＋・・軸3

　　　　　　　　　　　π
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結晶板が異方性であれば，P⊥と屠’とは平行にならない．（一P）の場合と同様に考えて，

副の厚み振動に寄与する有効分ベクトルを軌として，その大きさを，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　　　　　E・＝Σ・¢，E，’　　　　　　　　（9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　σ篇1

と仮定する．結局，結晶板内に圧電的に発生する復元応力丁ゴ！は，

　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　T、ノ＝Σ・、、ゴE・（乃），（づ，ブー1，2，3）．　　　　（10）

　　　　　　　　　　　　　々喘1

　こXセこ，　　　　　　　　　　　　E⊥（ぬ）＝罵フ¢ゐE⊥，　　（1z＝1，2，　3）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11＞

　一方，純弾性的なHooke芯力丁ガは周知の通り，

　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　ヨ
　　　　　　　　　　TガーΣΣ・E耀S・、，（f，ブー1，2，3），

　　　　　　　　　　　　　ん需1♂篇1
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　　÷27z3π1々31十2η1％2ん12）一1

＝｛（ん33一ん、、）箆32＋ん、、｝哺1

鼠（0．1η32＋んエ、）凹1

～■．

｝々1弐

（15＞r

となる．こXで馬は歪み一定のときの水晶の誘電率テンソル成分であるが，これらは，

ん、2＝々21＝々13＝々31＝ん23＝々32＝0，

々三1＝；ん22＝4．5，

々33＝4。6，　　　（α∫　20QC）

ラ61（

で与えられる．

　　　　　　　　　§3．圧電効果の弾性係数へのくりこみ

　こxでは，圧電効果の弾性係数鑑粥へのくりこみを考える．方法論においては§2の

場合と同様である．すなわち，結晶板に印掬する外部電場蛋をFig．1の通りとすれば，

これによって板内に発生する応力7’観は

　　　ヨ
丁窺一Σ・駕瓦，

　　　’置1

（ん，1＝1，2，　3） （17）

となる。7厩はさらに電気分極牌を誘発する．すなわち，

　　　ヨ　　ヨ

PドΣΣ4砲丁彰，
　　々＝1！漏1

（ぬ＝1，2，3）． （18）

このPが電気変位ρを生じる．これよりの物理的メカニズムは，§2の場合と同様に考え

て，式（5＞から式（9）までの過程を経る．結局圧電効果によって生じた内部電界蛋’の，結

愚板の厚み方向成分E⊥㈹（厚み振動に寄与する内部電界の成分）が，圧電的内部歪み

S％を発生させる源と考える．すなわち，

　　　ヨ
s％一Σ4切E・ω，
　　　／ド1

σ，ブニ！，2，　3）

となる．こXでE⊥（のは式（11）で与えられる．

　一方，純弾性的なHooke歪みSガを，弾性係数sE脚で記述すれば，

　　　　　　　　　　　　　ヨ　　ヨ
　　　　　　　　　　∫、ノーΣΣ・E脚丁碗，

　　　　　　　　　　　　　た置1’需1

となる。

故に，全歪みS％はアフィン空間で考えて，

’，ブ＝二1，2，3）

（19）

（20）
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　　　　　　　　　　　　　　SOfノ＝spゴゴ十Sゴゴ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2】．）

式（21）に式（17＞～（20）ならびに式（5）～（9）の関係式を代入すれば，

　　　　　　　働・一碧かダ蝋碧（幅〉碧脚｝隔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（∫，ブ；1，2，3＞　　　　　　　（22）

が得られる．た黛し，γ，、は式（14＞で与えられる．式（22＞の右辺の｛｝中の第2項が，

弾性係数への圧電的くりこみ量と考えてよい．

　　　　　　　　§4．　圧電気現象のメカニズムの図式的表現

　前述の§2，§3の，圧電効果を通じて行なわれる弾性場と電気場との相互作用のメカ

ニズムを整理してFig．2に示す．

　たとえば，§2の理論にしたがって考える。まず，里下E（＝E（8」じり）が物質場に作用す

る．その結果，物質場はS〃の弾性変形を受ける．次に，恥は電気場との結合を誘起し

……… ｷなわち，

　　　　　　E一・一∫た1…一〉∠），、一一か！）一一＞D’ゼー＞P’ノr一一一→∫）ゴー＞P⊥σ）

　　　　　　　　　、、＼　　　　　　　　　　　　　　（近似）　　　　　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ソ

　　　　　　　　　　　　＼破1∴脚←牝鑓

となる．以上によって，圧電的復元応力7マ∫ノPの発生のメカニズムの筋が理解出来る．
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§5，む す び

結局，式（13＞，（22＞の結果は，熱力学的に誘導される線形場内での圧電基本式（接尾が

くり返し現われる場合には，1から3までの和を意味する）

T・斤。β粥sザ鰯轟q
D。一・，、、ゴs、ノ÷んs珈E，η　」

（23＞

あるいは，

敦二調霊：1劇 （24）

から，形式的にある仮定のもとに解かれた結論と一致する．なお，式（13），（22）の結果を

応用して導かれる周波数方程式の有効性は，実験的にも十分証明されている．要するに，

Fig．2の圧電的復元応力の発生のメカニズムは，理想的無限平行平板の圧電性弾性結晶体

に十分目い近似で適燭出来ると云える．
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                               Summary

          Generalized Hooke's Law in Piezoelectric and Elastic Body

                           Mitsuo NAKAZAWA
           (Department of Electronics Engineering, Faculty of Engineering)

   The purpose of this work is to perform an analysis of the rnechanism of

the repulsion stress producing tkrough the piezoelectric cycle in single crystals.

   Frorn former days there are two streams of research coRcerRing the above

theme. One of the streams has been strongly swollen by Cady, Koga & Aruga

ttnder the principle of tk-av coincidence of tkeory and experiment. The other

stream has been rather theoretically developed through Lawson, Landau &

Lifshitz, TiersteR, Onoe, etc.

   In particular, this work is performed referring to the ideas of Cady, Koga

& Aruga. When the external electric field is irnpressed to the thickness direction

of the infinite crystal plate, it is assumed to be essential that the coRtribution

to the repulsion stress due to the piezoelectric cycle is only the effective normai

components of tke polarization and the iRternal electric field. In effect this

assumption holds good for the thickness crystal vibrators.


