
乱れのLagrangeスペクトルの漸近形
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（昭和47年5月3蝦受理）

1．　ま　えがき

　中間乱子領域におけるLagraageスペクトルが乱子の寿命振動数ωの一2乗に比例す

ることは相似理論を用いてWeizsacker（1948）によりはじめて示され，次いで井上（1952）

の乱子理論からも示された．すなわち，平均エネルギー逸散密度を〈ε〉として，

E、、（ω）～〈ε〉ω一2， （1）

である．この結果は現在も乱流拡散の研究に広く用いられている．

　しかし，フロックの形成や破壊の問題，河川における浮遊砂の問題などにおいては，そ

れらの現象のスケールからして最：小乱子領域におけるスペクトルに関する知識も必要にな

ってくる．著者く1969）は河川における土砂の浮遊限界について考察するさいに，最小乱子

領域においては乱れのエネルギーはすべて層流逸散するものと考えて，最小乱子領域にお

けるLagrangeスペクトルとして，

E、、（。）一4黛幽

　　　　　　り

（2＞

を用いた．りは動粘性係数である．しかし，この函数形では，いわゆるultraviolet　ca－

tastropheの問題が残ることになる．

　本文はすべての二子領域をカバーするLagrangeスペクトルの漸近形を提案し，その

1適用例を示すものである。

2。　乱れの相似理論

　レイノルズ数Rの非常に大きな乱流場を考える．Ko1皿ogorovの第1相似仮説による

と（赫0撒HH距AOM，1967），乱子の寿命時間τが最大乱子の寿命時間τoより充分小さい

時問領域でのLagrange構造函数は，

D・・（・）一鰍乱）・・＜・・ （3）

となり，同様に，乱子の寿命振動数ωが最大乱子の寿命振動数ωQより大きい領域での

Lagrangeスペクトルは，
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回議魚（ωωo¢）・ω〉鯨
（4）

となる，ここで，汐。。は最小乱子の乱子速度，β、，β2はユニバーサルな函数，τ。。，ω。。はそ

れぞれ最小乱子の寿命時間と寿命振動数であり，ω。。罵2π／τ。。である，Lagrange速度を

防とすれば，構造テンソル玖ゴ（τ）＝〈肱¢＋τ〉一〃∫⑦－θ四十τ〉一”ゴ②］〉は相関テンソル

Bヴ（τ）漏〈鴛（のz弓¢十τ）〉と，

　　　　　　　　　　　　1）∫」（τ〉＝2［ン8fノ（0＞一23厚（τ〉コ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

なる関係にあるので，構造テンソルとスペクトルテンソルの間には，

　　　　　　…（・〉一・／（・一・・…）E・・（・画

　　　　　0

の関係がある．

　第2相似仮説，その他より，

それ，

（6）

（3）の構造函数は中問乱子領域および最小乱子領域でそれ

一｛
oゐ〈ε〉τ：τ。。＜τ＜τα，

α4〈詳♂・τ＜鯛

（7）

（8＞

となる．C五，　Cかはいずれもユニバーサルな定数である．同じく第2相似仮説から（4）のス

ペクトルは中間乱子領域で次のようになる．

　　　　　　　　　　　Eu（ω）＝ん〈ε〉ω一2：ωo＜ω＜ω。。，　　　　　　　（9）

・先もユニバーサルな定数である．（7）の1）1L（τ）と（9）のE11（ω）は（6）式で関係づけられて

おり，・亀＝Cゐ／πである．しかし，（6）式の積分の収束条件からして，（8）式の構造函数

に対応するスペクトルは求めることができず，最小乱子領域におけるLagrangeスペク

トルの函数形は未知である．

　　　　　　　　　　3．Lagrangeスペクトルの漸近形

　Lagrangeスペクトルの函数形を求めるにあたり次の2つの考え方をもとにする．

　！）最小三子の寿命時間より大きい時間領域における流体粒子の運動はマルコフ過程と

みなされる．

　井上（1952＞は最初乱子理論から（7）式に相当する相関函数を旧びいたが，さらにω〈ωo

でE11（ω〉コconst．と（1）式を連結する内挿式からτ〉τ。。での相関函数として．811（τ）＝

＠～＞exp（一τ／τo）を提案し，この方が寿命時間が大きい場合の拡散現象をより適確に表

現すると書っている．このことはHansen（1971＞による開水路自由水面での浮子の迫跡

実験からえられたLagrangeスペクトルの結果からも支持される．また，　Obukhov（19

59）は流体粒子の運動をマルコフ過程と考えて，Fokker－Planckの方程式を用いて
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Kolmogorovの理論と矛盾しない結果をえている．さらに，　Lin（1960＞，　Novikov（1963＞，

Krasnoff　and　Peskin（1970）などは，流体粒子の運動をLangevinの確率微分方程式で

記述できるとして良好な結果をえている．

　2）Lagran霧eスペクトル函数は急減少函数である．

　最小乱子領域では乱子速度の大きさは粘性のために急速に小さくなるので，ω→。。でス

ペクトルは急速に0に接近するであろうが，スペクトルの減小がωのべキ函数であること

は疑わしい．

　Lagrange速度は時間に関して無限圓微分可能で，かつTay王or展開できると仮定す

ると，梱関テンソルについてもTaylor展開可能である．そのためには，（5＞，（6）より，

　　　　　　　　　　　ゆ［∂2〃B11（τ　　∂τ2π）L＋・聴恥）・鶴
（10）

であるから，E11（ω）のすべての積分モーメントが収束しなければならない．このことは

E11（ω）のω→。。における漸近形が，たとえば（2＞で示したようなωのべキ函数ではなく，

E・・（ω〉がいわゆる急減少（rapidly　decreasiRg）函数でなければならないことを示してい

る．たとえば，exp（一ω2）のようなωの負の指数函数とか，　P（ω）を任意の多項式とした

ときのP（ω）exp（一ω2）の形の函数である．

　以上の考察から，LagrangeスペクトルE11（ω〉の簡単な漸近形として次を考えてみる．

　　　　ん〈・＞exp〔一。2（ω／ω。・）2コ
E、1（ω）霊

　　　　　ω。2　1＋（ω／ω。）2’
（11＞

ここで。は定数である．（11）式でこのような負の指数函数をえらんだのは，Eulerスペク

トルに関するNovikov（1962）の理論を参考にしたものである，

　α！）式がω＜ω。。でマルコフ過程をあらわし，特に中間乱子領域ωo＜ω＜ω・。では⑨

式と一致することは明白である．

　さて，ここで（11）のスペクトルを用いて（6）式から構造函数を計算してみると，

瓦・（・）一んc〉・x・（畿）2［・一÷・xp（一…）・…（雛一嵩・）

一÷・x・（…）・…（雛＋穿・）］，
（12）

ここで，

・…（・）鞠．．轟

これから最小乱子領域における構造函数を求めてみる。ω。。／ω。駕R1～2であるから，レイ

ノルズ数の非常に大きな乱流場ではωo＜ω。。としてよく，また（12）において寿命時間τ

が充分小さい揚舎を考えると，
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　　　　　　　　　　D。（。）君・直〈、〉。．．。・÷・（。・），

　　　　　　　　　　　　　　　　6

となり，ω。。謹2π／τ。。＝2π》〈ε〉／リであるから（13）は（8＞式と一致する．

No．32

（13）

以上から，（11＞式で与えたスペクトル函数はすべての寿命振動数をカバーするLagrange

スペクトルの漸近形としての条件をそなえていることがわかる．

　次に（11＞式のユニバーサルな定数・先と。との関係をしらべる．（10）式より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　一〔∂劉…魂鵡（・画

であるが，β11（τ）を展開すると，

　　　　　　　　　　8・・（・）一＜・・2＞一音〈（讐＞2＞・・＋一，

（14）

（15＞

であるから次がえられる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈（筈）阿菰・（・蜘　　　　（・6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

左辺の加速度変動の値はObukhov　and　Yaglom（1951＞の理論を用いて次となる．

　　　　　　　〈傷1）㌧一団些く（讐）㌧一÷（皆＋α・・卵〈学・　（・7）

ここに，Sは速度差の分布のひずみ度である．一方，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫・・瓦纏・一中・穿〉ω・・〔・一象伽・x・（6ωoωOo）・…（號）〕，（・8）

　　　　　0

であるから，ωo〈ω。。なる条件を用いると，

　　　　　　　　　　　　　寺判、碁。（1．12　　　十〇．30iSIlSl），　　（・9＞

となる。ここで多くの実測例を参考にして，iS】～0．3を採用すれば（たとえば，余越，

1968；Paquin　and　Pond，1971＞，

　　　　　　　　　　　　　　　　6旬4．4／1L，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

がえられる．

　最後にユニバーサルな定数・先の値について考察する．Corrsin（1962＞は（9＞の・4ムを推

定するにあたり，T’aylor流の最小渦のEuler的な長さとLagrange的な時間スケール

の関係に関する実験結果から，・4L舘1であると言っている．　Novikov（1963）は乱れの

Lagrange的な記述にLangevinの方程式を用いてLagrange構造函数とEuler構造
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函数を導いているが，これとKolmQgorovの相似理論から導びかれたものを比較すると，

Lagrange構造定数CLはEuler構造定数C8を用いてCム漏CE3／2／2～／百と表わされるこ

とがわかる．CEの値に関してはいろいろな測定結果があるが，大体CE弼2としてよいで

あろう（たとえば，三越，1968；Paquin　and　Pond，1971）．そうすると，・先＝C4∬》0．3

がえられる．しかし，著老（1971）が開水路でLagrange流およびE礁1er流の積分スケー

ルを実測した結果から推定したものはQ～5．5で，・先～1．8となる．以上の例からもわ

かるように，Lagrangeスペクトル定数ノ1しの値を決定するにはまだ多くの実測が必要で

ある．

4．考 察

　式（11）で与えた漸近形は，形式的セこはすでに示したようにLagrangeスペクトルとし

ての条件をみたしている．しかし，ultraviolet　catastropheの解決にもなった急減少函

数としての函数形はここで用いられたもの以外にもいくらでも考えられるであろう．すな

わち，exp（一ω2）の形はそのうちの簡単なものにすぎない．この形をどうするかについて

は物理的な考察や実測からの検討が必要である．しかし，最小扇子領域のLagrangeス

ペクトルの函数形を正確に直接測定することは不可能に近い．Kolmogorovの最小乱子の

1／10程度の大きさの粒子の運動を光学的に精密測定した最近の実験（Snyder　and　LUInley，

1971＞においても積分スケールを求めることができたぐらいで，相関函数の函数形などを

調べることはできなかった．残る方法としては数値実験ぐらいが考えられる（たとえば，

Patterson　an（麦Corrsin，1966；Deardorff　and　Peskin，1970）．

　同様なことはLagrange流の測定にくらべればはるかに測定のしゃすいEuler．スペク

トルにおいても問題として残っている．Eulerスペクトルに関しては，　Kolmogorovの

一5^3乗越に負の指数函数をつけたものが考えられているが，指数部の形はNovikovに代

表される一2乗とPaoに代表される一4／3乗の形があり（Tennekes，1968＞，さらに最近で

は別のものも提案されている現状である（Parker，1969；Edwards，1971など）．

　Lagrangeスペク・トルの蓑現にE撮er的な量であるエネルギー逸散密度〈ε〉を用いる

ことには問題が残っている．Obukhov〈1959＞は相対拡散における確率密度がFokker－

Planckの方程式で表わされるとして，その定数係数Boをもって〈ε〉にあてた。　B・の次

元はくε〉と同じで，B。／〈ε〉～0（1）であるとしている．　Lin（1960＞は流体粒子の相対加速度

の相関の継続時間に比例するパラメタβゐを用いており，現／〈ε〉漏∫（1～∀・）であろうと考

えている．また，Novikov（1963）はLangevinの方程式におけるrandom　forceの仕

事によるエネルギーフラヅクスとしてのε＊を用いている．Novikovの理論から計算して

みると，ε＊／〈ε〉漏C乙／2となる。

　これらのものはいずれもくε〉と同じ次元を持っているが，それぞれの持っている物理的

な意味が違っている．しかし，それらとくε〉の関係についてはまだ不明である．

5。適　用　例

河川のようなレイノルズ数の大きな乱流中に，wash　loadのようなStokesの抵抗則に



222 余越正一郎 No。32

従う微細な土粒子が浮遊している場合の流体のエネルギー逸散率の増加を，ここで提案し

たLagrangeスペクトルを用いて評価してみる．

　半径α，密度ρ、の土粒子が，密度ρ，動粘性係数ンの流体中を相対速度躍で運動して

いる場舎を考える．粒子1個について単位：時間当りのエネルギー逸散はStokesの法則

より6πρり伽2であるから単位体積中の土粒子の数をNとすれば単位体積，単位時間当り

のユネルギー逸散率は6π！＞ρ協ω2となる．したがって，体積濃度θ瓢（ヲ3）πα31＞を用い

て単位時間，単位質量当りのエネルギー逸散率を表わせば

　　9θρり，
ε・・

uガ7ω㌧
（21）

がえられる，ここではθ＜1の場合を考えている．

　次に，流体中の粒子の運動はBasset－Boussinesq－Oseenの積分微分方程式で記述でき

るものと考える（Corrsin　and　Lumley，1956）。流れのレイノルズ数が非常に大きく，し

かも粒径が充分小さい場合を考えると，BassetBoussinesq－Oseen　の方程式は線型にな

る．したがって重力の影響は別に考えるとして，この方程式を周波数領域で示すと次となる．

〔・＋4乎鴫＋》聖）〕畝（・〉一・γ・・乙（・〉一砿

・一β一、譜帰一暑夢一・〉・

（22）

ここに，4Z。（ω），4Z試ω）はそれぞれ流体速度，および流体と粒子の相対速度のスペクト

ルである．特に粒子の径が最小梅子の寸法ηより小さい（α〈η）としてBasset項を省略

すると，相対速度のエネルギースペクトルは，

　　　　　　　ω2
E側（ω）＝β272　　　　　　　　　　E。（ω），
　　　　　α2β2＋ω2

（23）

となる．E。（ω〉は流体速度のLagrangeスペクトルである．

　ここで，（11）式のLagrangeスペクトルを（23）式に適用して相対速度のスペクトル

Eω（ω）を求め，

　　　　　〈・・〉一∫恥（・画

　　　　0

（24）

を計算すると次がえられる．

〈ω2〉一二三〉畷≠触
りexp一

（oαβωQQ）2E…（雛）

講岬・xp（0ω0ωQO）2E…胤， （25）
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水中における土粒子（ρ、駕2．65＞という条件から，ω。。／αβ～（α／η＞21～。。＜1，（1～。。は最小

出子の二子レイノルズ数）であるから，これとωo＜ω。。なる条件から（25＞は次になる．

〈zθ2〉一怒マ〈φ（養）臨
（26）

これを（21）式に代入すると，結局

巷一一穿θγ2（αη）2～θ（号）2・
（27＞

がえられる．仮定においてθ＜！，α〈ηとしているので，重力による沈降の影響を考えな

いとすると，微細粒子の混入によるエネルギー逸散の増加は著しく小さいことがわかる．

　最後に，ここで求めた％と，：重力のみによって沈降しているときに生じるエネルギー

逸散の増加εgの比較をしてみる．沈降速度はωg芝（γ／α）gと表わされるから，

鴛一嘗一ん讐（αQQσb）2一（罫
（28）

となる．ここにα。。＝（〈ε＞3／レ）v・は最小舌L子の加速度である．河川の鉛直乱流場において

は，河床近くを除くとくε〉～10－1程度であるから（馬面，1968），明らかにα・。＜9であ

る．したがって浮遊土砂によるエネルギー逸散率の増加は，粒子の自由沈降の影響のみ考

えればよいことがわかる．

　なお．ここではθ＜1，α＜η，すなわち最小笠子より小さい粒子が低濃度で存在して

いるという仮定をして，粒子の存在によって流れの場が影響を受けない（passive，　non－

dynamical）としているが，実際には高周波側でスペクトルの減衰が生じるはずである

（Baw　and　Peskin，1971）．

6．　あとがき

　流体粒子の運動はマルコフ過程であり，Lagrangeスペクトル函数は急減少函数である

という仮定を用いて，あらゆる乱書領域をカバーするLagrangeスペクトル函数の漸近

形を提案した．また，そこにでてくるユニバーサルな定数についても検討した．現象のス

ケールが最：小乱子より小さいようなLagrange的現象を取扱うさいに，ここに提案した

函数形が実用になることを期待したい．そのためには，さらに函数形の検討やユニバーサ

ルな定数の値の決定に努力が必要であろう．

　えられたスペクトル表示を用いて，乱流中に浮遊する微細粒子によるエネルギー逸散の

評価を行ってみた．
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                              Summary

      Asymptotic Form of Lagrangian Spectrum Function of Turbulence

                           Shoitiro YOKOSI

            (Department of Civil Engineering, Faculty of Engineering)

   Working equation for the Lagrangian spectrum function over the entire

range of Lagrangian turbulon frequeRcies is proposed. The principal assumptions

are that the evolution of the state of a selected pareicle in time forms a Markov

process and that the spectrum function is a rapidly decreasing function. The

asymptotic form of the spec･trum is expressed in the form,

                          AL<e> exp[- c2(ofw..)2]
                   Ell(ca) pt ble2 IA- (tu/we)2 '

where

   AL is the universal constant. AL xv c/4.4.

   <e> is the kinetic energy dissipation rate.

   to is the Lagrangian turbulon frequency. The subscripts, O and Do, mean

       the largest and the smal!est turbulon respectively.

This form behaves like o"2 in the inertial yange and as an exponential decay in

the viscous range.

   The result is applied to the estimation of the energy dissipation by solid

particles suspended in a turbulent fluid.


