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璽．緒 言

　弾性限界内での拡張されたHookeの法則によれば，一般に弾性体の任意の点におけ

る応力成分は，その点に生じた歪み成分と一次形で結ばれる。このときの比例定数を弾

性定数（Elastic　stiffness　constants）％（1，ブ＝1，2，……，6）と定義し，これをマトリ

クス［6fゴ］で表わすと，その逆マトリクスEらゴコー1はまた弾性係数（Elastic　compliance

constan乞s＞のマトリクス［∫f刀¢，ブ謹1，2，……，6）としても定義される。

　本論文は，このような弾性定数あるいは弾性係数が座1；票軸の園転によってどのように

変換されるか検討したもので，すなわち弾性休として特に単縞晶を考え，それが任意の

心計で切り出された場合，そのときの［％］あるいは［％］の一般的な変換公式を求めた

ものである。

2．　応力成分の変換

　周知のように，応力は二次のテンソルで表わされ，X£，　Xッ，　X・；〕晦，巧，　y野馬，

る，盈なる九つのテンソル成分をもっている。ここに頭文字X，y『，　Zは力の作用成分

を示し，家た添字κ，夕，gは力の作用面の法線方向を表わす。たとえば，応力成分Xヱ

とはん軸に垂直な単位断面積にκ方向から作用している力のκ成分を意味する。従って，

応力X£は伸縮力を表わす。また｝㌔なる応力成分は，　9軸に垂直な単泣断面積にZ方

向から作濁している力の夕成分を意味する。すなわち応力耽は勢断力を表わす。な

お，その他の応力成分についても金く同様にして説明される。

　いま結晶体に外力が加わっている場合を考えれば，その結晶体内部に1ま応力が発生し

歪みができる。しかし，縞：粘体には園外力が作用しないとすれば，応力のテンソル成分

間には次のような関係式が成立する。すなわち
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従って，独立な応力のテンソル成分は．Xエ，巧，孟，〕匹，　Zエ，　Xyの六つになる。

ここで主結晶軸に対し，任意の方紘で切り出された単結晶板の方向余弦について考察
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してみよう。いま0点を原点とする右手下交座標系（0一κ，ッ，2）に一つの単結晶休を考

え，その孟結晶軸がz軸と一致しているものとする。さて，9軸の回りにψだけ直交座

標系（0一κ，夕，9）を反時計画りに回転し，そのとき得られた直交座標系を（0一κ、，y、，　z、

＝z）とする。次に，（0一κ1，∠ソ1，91〉直交座標系をッ、軸の園りにθだけ反時計式に回転し

た場合を考え，このときの直交座標系を（0一κ2，ニソ2＝ツ1，92）とする。最後に，（0一κ2，

地＝ヅ1，22＞直交座標系をκ2軸の回りにψだけ反時計式に回転して（0一κ’箆κ2，ヅ，z’〉

なる新直交座標系が得られる。このようにして得られた新直交座標系（0一κ’，ッ’，2’）の

各座標軸に平行に，すなわち第1図のように，いま単結晶体から矩形単結晶板を切り出

すものとしよう。

　ここでん’のκ，ッ，2，各軸に対する方向余弦を11，溜1，π、とし，同様にyおよび9’

のそれを夫々ら，隆，η2および13，剛3，η3とする。　すなわち第1表のように新旧両座

標聞の方向余弦／ガ，勘，η∫¢＝1，2，3）を定めれば，それ等はρ，θ，ψと（2）式のような関

係で結ばれる。
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　このようにして②式で与えられた方向余弦を用いれば，新しい直交座標系に関する応

力成分X¢，’巧，’孟，’yを，’乙，’濁’ともとの直交座標系に関する応：力戒分蕩，巧，

Z・，残，Zエ，　Xッとの聞の関係を，次のようにして極めて容易に求めることができる。

　すなわち，（0一κ，ッ，2＞薩交座標系においてベクトルr（X，乳Z）を考える。次に

（0一κ’，ニソ㌧z’〉直交座標系へのその変換ベクトル顧Xド，｝η，　Z’〉を考えると，

　　定理．：「二つのベクトル各成分の積の変換は，二次のテンソルと岡じ変換の法剴に

　　　　従う。」

から，応力テンソル成分と二つのベクトル成分の積との聞には次の関係が成立する。

　すなわち
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しかるに，ベクトル成分（x，｝なz）と（X’，｝”，Z’）との間には，第1表から次のような

関係があるので，すなわち

（4）

あるいは

X’＝♂1X十魏1y十りZIZ，

yノ＝z2x十，η2γ十フ¢2z，

Z’漏13X÷ノη3y『{フz3Z，

従って，（3），（4）の旧式から

Xエエ（！三X’÷」2y’十Z3Z’）2，

巧　＝　（7フ71X’÷鯛2P十四3Z’）2，

乙＝（721x’籾2｝η初3z’）2，

γ．＝・伽1X’一トノフ22｝η十1η3Z’）（％1X’十7¢2｝η十η3Z’），

乙＝＠ユx’籾2yノ柳3z’）（11x’＋」2yノ＋z3z’），

Xy謹（1、X’＋」2y’÷13Z’〉（，η、X’＋規2yノ÷挽3Z’〉

（5）

（6）

を得る。（3）式を考’慮して（6）式を整理すれば，結局次の（7）式を得る。これが応力テンソル

笹分の（0一κ’，y，£’）癒交座標系から（0一κ，ッ，2）直交座標系への変換式である。
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（8）

一方，③，（5）の両式から

xノ＝σ、x＋綱、y’＋アz、z）2，

yy＝σ2X÷鯛2｝7十㌶2Z）2，

zノ＝¢3x÷隅3｝z柳3z）2，

yノ＝（z2x＋7η27柳2z）（13x『＋初3y’＋723z），

Zノコ（」3X＋7麗3｝！柳3Z＞（♂、X＋1η、y＋多Z、Z），

xノコ（」、x＋ノ％、y’÷フ2、z）（z2x＋鞠y＋7¢2z）．

（9）

　ここで③式を考慮して（9）式を整理すると次の⑩式を得る。すなわち⑩式は応力テンソ

ル成分の（0一κ，ツ，9）直交塵標系から（0一κ’，ツ’，9’〉直交座標系への変換式である。
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ただし，朗2は闇1の逆マトリクスであり，それは
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（11）

で与えられる。

　次に，テンソルの薩交変換の定理を利用した応力テンソルの変換方法を考えてみよ

う。

　いま7’踵を直交座標κゴにおける対称な応力テンソルの成分とすれば，

　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　　　　　Σ丁晒・ドC・n・t．　　　　　　　（12）
　　　　　　　　　　　　　　ゴ，ん弔1

　すなわち

　　　　　7「11κ12－1－7「22κ22十7－33κ32十27［23κ2κ3十27、31κ3κ1一ト27「12κ1κ2＝Const．　　　　　（12）’

は応力テンソルの二次曲面を表わす。

　そこで⑫式の二次曲面方程式に直交座標の変換を施せば，

　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　　　　ΣT〆・擢一C・n・t’．　　　　　　（13）
　　　　　　　　　　　　　ゴ，々＝1

を得る。

　ただし，T〆はκノ直交座標系における応力テンソルの成分である。しかるに，7’顕

はテンソルであるので⑫式の左辺の値は直交座標の変換によっては不変である。

　従って，

　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　ヨ

　　　　　　　　　　　　　Σ丁晒・斤ΣT〆・ノ・、’　　　　　（14）
　　　　　　　　　　　　　ブ，ん置1　　　　　　　　ゴ，た篇1

となる。

　故に

　　　　　　　　　　　　　　　Const．　＝Const’．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

が得られる。

　さて，κノ，κノ；丁蜘7「〆等を次のようにおきかえる。すなわち

　　　　　　　　　　　　臓欝1二，｝．　　（・6＞

および
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　　　　　1i：塗擦繰；翻働

　ここで⑯，⑰両式の関係を⑫，⑯の両断に代入し更に⑮式を考慮すれば，

　　　　　　　Xメ2十｝つッ2十Z、z2十2y．夕g十2Z〆κ十2るκッ＝Const。，　　　　　　　（18）

　　X’ノκ’2十｝くy’∠ゾ2一｝一Z「罵9’2十2y』’ニゾ9’十2Zエ「zhノ十2♪（y’弐ダ⊃ノ’＝Const．　　　　　　　　　（19）

が得られる。

　第1表によれば，

　　　　　　　　　　　　　爺1癌馴　　　⑳）

の関係式が成立するので，これを⑯式に代入して⑲式と比較すれば，すなわち⑩式が得

られる。

　　　　　　　　　　　　　3．歪み成分の変換

　結晶体中に発生する歪みは応力と同様：二次の対称テンソルS顕で表わされ鋸を変位：ベ

クトルとすれば，

　　　　　　　　　・場（璽孟＋∂κ・∂κた　∂κノ）（炉一璃・）　　（・・）

で定義される。

　従って，応力の場合と同様に考えて，歪みの二次曲面方程式は

　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　　　　　　　　　　　　　ΣS晒・ドC・n・t。　　　　　　　（22）
　　　　　　　　　　　　　ブ，々漏1

で表わされる。

　いま紛，殆，Sゴ蝋引を

　　　　　　　　　κ1＝フゴ，　　　　　　　　　　κ2＝ニソ，　　　　　　　　　　フゴ3＝21；

　　　　　　　　　Z61＝Z6，　　　　　　　　　Z62＝＝＝Zノ，　　　　　　　　　Z53＝Z｛ノ；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
　　　　　　　　s、、詔銘，　S22＝伽，　S33＝θ篇，

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s12壽一翫y；　　　　　　　　S23＝一θッ・，　S3、＝一6篇，
　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　2　　　　　　　　　　　2

でおきかえれば，吻式は
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　　　　　　　　　　　θ・・κ2彬ツyツ2＋碗92＋の・ツ9＋θ㍑9κ＋助矧電Cons乞．　　（24＞

となる。

　ここで翻式を直交座標系（0一κ’，y，　z’）へ変換すれば，

　　　　　　θ¢コノ久〆2一トθッッ’ニソ’2十θ篇’2＝’2一ト6ッz’夕’9’→一6耳コノ9’ユノ十6躍」ノκ’ッノ＝Coast．　　　　　　　（25）　　、

となる。

　ただし，らノ，6ッノ，6。ノ，……は直交座標系（0一κ’，ツ’，9’）における歪みテンソル成

分である。

　よって，⑳式を㈲式に代入して㈲式と比較すれば，結局次の歪みテンソル成分の変換

式が得られる。すなわち

θエ」皿

θツy

らノ

6ツノ

6算’

＿θ¢ノ＿

漏」明3

　6∬エ

　θンン

　θ辮

　8ツ宰

　επ∬

＿επン＿

ただし

　　　　　　コ12　窺12　η12　　脚¢1

　　　　　　　122　〃222　％22　　〃22η2

　　　　　　　132　ノ”32　箆32　　　翅3フ73

　　　m3＝
　　　　　　　2」213　　27？z27”3　　2η2η3　　初2η3十η23η2

　　　　　　　2」311　　2フη3〃z1　　2η3η1　　　規3π1十7％1η3

　　　　　　＿211発　2耀1籾22ア¢1722　〃21ア22十吻22¢1

あるいは

　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　一　　　　　　　　熊　　　　’一　　　　　　　　　　　　　　　　6　　　　　　　　θ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卯エ　　　　　　　　　　　　　　　　ユ：エ

　　　　　　　　　　　　　　　　θンツ　　　　　　6ンノ

　　　　　　　　　　　　　　　　6辮　　　　　　らノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝鍋4
　　　　　　　　　　　　　　　　6ツ£　　　　　　6ンノ

　　　　　　　　　　　　　　　　6　　　　　　　　6　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9エ　　　　　　　　　　　　　　　　zκ

　　　　　　　　　　　　　　　＿翫ツ＿　　　＿θη’＿

　ただし，職は個3の逆マトリクスであり，それは

　2z111　　　　11鯛1

　％212　　」2〃22

　π3」3　　13〃23

％2」3÷η3♂2　」27”3＋♂3〃z2

η31、柳1」3　13〃71＋Z、〃73

22112十ア¢211　！溜2十12鯛1

（26＞

（27＞

（28）
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No．21

（29）

で与えられる。

　　　　　　　　　　　　　　4．　弾性定数の変換

　一般に応力と歪みの関係は，拡張されたHookeの法則により次の⑱⑦式あるいは㈱式

で与えられる。

　すなわち

あるいは

x∫

乙

γ、

乙

凡．

θエエ

θツツ

6銘

θン乞

6㍑

召¢ツ＿

1＝
mらゴ］

＝［3fノ］

6㍑

6ンツ

6篇

6鐸

6篇

＿　θ∬ン＿

一x襯
　エ

z諾

zエ

＿xン

（30＞

（31）

　ただし，％および㍉は二次の応力テンソルと歪みテンソルを結びつけている四次の

テンソル量であり，それ等は鋤式および倒武のように表わされ，夫々弾性定数および弾

性係数と呼ばれていることは前に述べた通りである。

［らブ］謙

011　012　C13　014　015　C16

021　022　023　C24　025　626

C31　　　032　　　033　　　634　　　035　　　C36

C41　　　C42　　　C43　　　044　　　045　　　046

C51　　　052　　　053　　　C54　　　655　　　056

＿061　　　C62　　　C63　　　06婆　　　065　　　066＿

（32）
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［Sfゴ］漏

　S11　　　512　　　S13　　　S14　　　S15　　　S16

　S21　　　322　　　S23　　　S24　　　S25　　　S26

　S31　　∫32　　　S33　　　S34　　　S35　　　S36

　S喚1　　　∫42　　　S43　　　344　　 345　　　S46

　∫51　　　S52　　　S53　　　∫54　　　S55　　　S56

＿　561　　　S62　　　ε63　　　S64　　　S65　　　S66＿

　一般にC∫ゴおよびSびは

　　　　　　　　　　　　　1：惣｝ただ嚇

　　　　　　　　　　　　　　　

かつ　　　碧。鋤頃
なる対称テンソルで表わされる。

　さて，単結晶板を第1図のように，

103

（33＞

（34）

　　　　　　　　　　　　　　　　　すなわち直交座標系（0一κ’，ヅ，2’〉に沿って切

り出した場合，その単結晶の弾性定数1ま新直交座標系ではどのように変換されるだろう

か。

　そこで，座標軸変換前の単結晶体0）弾性定数％に対し，変換後のそれを～’とすれ

ば新直交座標系（0一κ’，ダ，2’〉におけるHookeの法治は

齢x’一
　κ
yン’

z／

　y／

z¢’

＿xッ㌧

皿［らノ］

扁6エノ　

　6ツノ

らノ

6ツノ

6㍑「

＿θ躍ノ

（35）

となる。

㈲式の左辺に⑩→圃一〉圏の各式を順次代入し，更に働式の関係を1三渇いて，結局次のよ

うな［Cfノ］と［傷］との間の関係式を求めることができる。

すなわち

　　　　　　　　　　　　　　［6fノ’コ　＝＝＝　醜2［6ごゴ］　鋼4

を得る。

　故に㈱式から次のような弾性定数の変換公式が容易に求まる。すなわち

働式：

　　　c11’＝ノ釜1♂12十B1，η12十C1η12十P1フ”画幅E1％1Z1十FIZ1獅1，

　　　0、2’＝、4、122＋B翅22＋C、，名22÷P、脚②2＋E、η2」2÷F、」2挽2，

（36）
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　　C、3』即32＋B、〃Z32＋C、箆32＋1）、〃23π3＋E、7乞313＋F、13〃23，

　　o、4’＝・4、」213＋B11％2初3＋C、躍3÷P、伽2κ3＋御z2）＋E、（η2♂3÷％3」2＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋F、σ幽＋13魏2），

　　o、5’＝み、」31、＋β翅3〃z、＋C、躍、＋1）、（〃23π、＋7”、η3）＋E、＠3♂、＋π、Z3＞＋F、（13溺、＋1、解3），

　　016’＝君1」112十β1挽卿2÷C1π四2十1）1（〃21π2十〃227¢1＞十E1＠112十η2♂1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十F1（1ユ挽2十12〃21＞．

ただし

　　、41＝！、20、、＋フ麗12c、2＋π120、3÷2耀1π、o、4＋2η、」、o、5÷2醜、o、6，

　　131謀112012十η¢～022十7712σ23一ト2規1π10鼠4十2π1」1c25十2♂1初1026，

　　C1漏」12c13－1一〃212023十π12033十2ノη1多zlo34十27¢111035一ト2」1規1036，

　　P1＝2（」、2c14÷窺、2024柳12c34＋2ηz1π、c磁＋2箆111σ45＋21幽。46＞，

　　E1＝2（Z～015十〃z12025一ト1z12035十2〃21％1045十2η111055擁一2」1魏1656），

　　17エ＝2（112016一ト〃2～026弓一72エ2036÷2〃21解エ046一ト272111056一ト211〃2エ066）．

021’＝σ12’
C

022’＝君曾122＋B27π22＋C2π22＋P2脚¢2÷E2π212＋．F2Z2〃z2，

023’＝・42132＋B2溺32＋C2η32÷1）2〃z3π3＋E2η3Z3＋F2」3〃23，

024’＝・4212」3＋B2甥幽＋C2解3＋D2（〃Z2π3十〃23π2）＋E2＠2Z3＋㎎3」2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋F2（12〃z3＋Z3〃z2），

025’＝・4213」、＋B2脚π、＋C2π3％、＋，02伽3η、＋〃Z1η3）÷E2（η3Z、＋π、Z3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋F2（1幽÷1、〃23），

026’＝・42Z、12＋B21π、規2＋C2π、η2＋D2吻、η2＋7矧、〉＋Ei2＠、」2柳21、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋F2（11〃22＋1幽〉．

ただし

ノ42＝122c11一ト〃222012一｝一η22c13十2規2フ②2c1荏十27¢2♂2015十2」2〃z2c16，

β2＝122012十〃222622十π22023十2〃22ヌ¢262二一｝一2フ¢212625十212η22026，

C2篇」220、3＋〃222023＋π22033＋2物π2034＋2η2」2035÷212〃z2636，

1）2＝2（1220、4＋〃222024初22034＋2脚¢2044÷2％2Z2c45÷212〃z2c46），

E2＝2（122c15十窺22025一ト％22c35擁一2η72箆2c45一レ2％212055十2」2規2c56＞，

F2＝2（1226、6÷規22626初22036＋2窺2π2046＋2π2」2056＋212規2066）．

031’＝013’
C

0321＝023’
C

033’＝A3」32＋B3規32＋C3フ②32＋D37％3究3＋E3，侶3」3÷F313鋭3，

034’r43Z213＋B3規2窺3＋C3躍3÷D3（〃z2η3＋挽3η2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋E3（π213柳3」2）＋F3（12〃z3＋13初2），

c35’＝A3Z3」、＋B3アπ幽＋C3π3π、÷，03（〃23π、＋初、π3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋E3＠3♂、初1」3）＋F3（13〃Z、＋1、〃Z3），

036’＝君3Z、12＋83〃2、剛2÷C37翅2＋1）3伽、η2÷初2π、）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷E3＠、12＋嘱）＋F3（」μ2＋1幽）．

　ただし

　　　ノ43謹132〔｝エ1　　十〃¢32ら2十η32013十2フ”3η3614十2η313615十213ノη3616，

　　　B3＝132c12　　÷窺32c22一トπ32c23十27η37¢3c宕4十2π313c25十213zη3c君6，

　　　C3＝132c13　　→一甥32023一｝一％32c33－1－2η73％3c34一ト2，z313c35十2131η3c36，

　　　1）3＝＝2¢32014十魏32024十箆32c34十2η73π30些4十27②313045十2」3〃z3046），

　　　E，竺2（」320、5÷1”320，，→一7②32035＋2魏3η、6、5＋2η、1、c55＋2」、η7、056），

　　　F3＝2（132016十アπ32026十π32c36一ト27”37¢3c46十2η3」3056十213〃23066＞．

　　　o些1’＝c14’，

　　　　ア　　　　　　　　　　　C42　　＝　024　，

　　　043’篇634’，

　　　044’＝君4ち」3＋8遡2〃23＋04κ2鴛3＋0窪伽2κ3＋ノπ3κ2）＋E4曜3籾312＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋F4（12ノη3＋！37刀2），

　　　c45’＝盃4131、＋B4脚π、＋C47¢37¢、一ゆ4（脚¢汁獅②3＞＋E窪＠31、＋7¢、」3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十F4（」3綱1十11窺3＞，
　　　o窪6’　＝＝　ノ4L4♂1」2十」84〃z1フη2十C47τ17¢2一←∠）4（簿z1722一←ノπ27②1）十E4（7¢1」2十7¢2♂1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十F4仏規2十12η71＞．

　ただし

　　　・44＝♂213C1、＋初幽0、2＋躍3C、3÷（”解3十7π3π2）0、4＋＠2」3柳312）0、5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（」2／7¢3＋Z3η¢2）o、6，

　　　B4司2130、2÷鋭27四3C5言柳2η3023＋伽2％3÷脚¢2）C2汁＠2」3＋π3Z2）025

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（12規3一十一13ノη2）026，

　　　04＝」2130、3＋7π幽623＋π2ア73033＋伽2π3＋脚¢2）03睦÷（π213＋π312）035

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（」2ノ”．3＋1幽）c36，

　　　D、二2｛」213014＋勉2〃z3c24＋耀3c34＋（脚②3÷脚¢2＞C44＋（π213柳3♂2）045

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（♂遡3＋z31η2）046｝，

　　　E4＝2｛12♂3c15＋〃z幽。25＋7¢27②3035＋（窺2η3十7フ23η2）c45＋（7z2」3＋7z31・）c55

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷（12η23十」31π2）c56｝，

　　　F、＝2｛12」30、6＋〃z幽。，6抑，％，036＋（脚¢、＋脚¢，）0、6＋（嘱柳、1a）0，6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（」21π3÷13凋666｝。

　　　c51’漏c15’，

　　　652’漏。25’，

　　　c53’＝c35’，

　　　c54’罵045’，

　　　c55’＝／15」3Z、＋B5鯛幽一トC5η3η、＋05（剛3π1十7”正7¢3）＋E5＠31、→一π、Z3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋F5（♂3鵬＋1、辮3），

　　　656’＝み51、12＋B5綱、辮2＋C5π、η2÷05（〃Z1π2一ト剛2η1）＋E5＠、♂2初2」1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷F5（11〃¢2十12規1）．

105
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ただし
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　　五5到3」、611＋脚フ7、0、2÷7解、0、3÷吻3％、＋鵬π3）C難÷（η31、÷％、」3）615

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷（」3〃¢1÷1翅3）016，

　　B5罵／3」、Oi2切Z幽622＋κ3π、623＋伽3％1初Z1κ3）624÷（π31、初、」3）025

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1幽＋1、フη3＞C26，

　　C543／エOi3＋〃73繊0津3一瞬3％1033＋伽3％1＋〃2、％3）034＋（η31、＋η、13）035

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1幽＋1仰3）036，

　　P5＝2｛131、o、4初z幽。24＋躍、c34÷（脚z、＋〃2、π3）c44＋＠31、籾、13）045

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1幽＋1、規3）c46｝，

　　E5＝2｛1a1、c15÷脚π1025＋耀、035＋伽37¢、＋〃2、π3＞645＋＠31、籾、13＞055

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（13規1＋1、〃23）056｝，

　　F5二2｛Z3110、6÷ノ”3燗、626初37侶、c36一レ伽37②、＋〃！、㎎3）o荏6＋＠3♂、＋7¢、13）656

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（」3規、＋」遡3）066｝。

　　66、’＝016「，

　　％2’＝・砲6’，

　　CG3’＝c36’，

　　c64’＝o誌6’，

　　065’＝656’，

　　066㌧君6」、12＋β6”2μ2一トC6躍2＋D6伽、η2＋翅2η、）＋E｝6＠、」2柳2」、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋F6（11初2＋12鯛1）．

ただし

　　湾6＝Z112σ1玉＋鵬勉26、2一トη、箆20、3÷（腿％2＋窺2η、）0、4＋＠三12＋π21、）C、5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（」、挽2＋12〃2、）016，

　　B6二1、12012＋脚フ22622＋7Z1フZ2023＋伽iπ2初22π、）024＋＠、ら柳2ω025

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1、〃22÷12規、）c26，

　　Cド1王12c13＋7π卿£023÷彫2033＋吻、％2＋鯛2π、）034＋（％、」2÷％21、）c35

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ト（11η22→一」2〃Z1）036，

　　D・一2｛111・c・・柳1・・・…＋・・・・…ナ（耀・柳…）賦（・・1・＋・・1・）・・5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十（11〃22十12駕1）646＝｝，

　　E6＝＝　2｛二」1♂2615十溜1”72025十鴛1％2c35一ト（チη1η2十η22π1）c45十（η1」2十7エ2♂1）055

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1卿2＋Z2〃¢、）・・6｝，

　　F6＝2｛Z1♂亀016＋脚刃，026＋％、π2c36＋伽、％2÷脚z、）o、6＋＠、12＋η211＞056

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1、卿2＋12〃21）066｝．

No．21

　　　　　　　　　　　　　　5．弾性係数の変換

弾性係数の変換公式は，弾性定数の場合と全く同様に考えて求めることができる。

いま新面交座標系における弾性係数をS，ノとすれば，その系で考えた歪みと応力の関
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係は

任意の方位で切り繊された単結翻板の弾性定数と弾性係数の変換公式

θ卯♂一
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漏［s∫ノ］

＆
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．
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．
I
　
　
I
．
．
．
1
．
．
輔である。この㈱式の左辺に囲→㈱ゆ⑦の各式を順次代入して結局次の働式を得る。

　すなわち

　　　　　　　　　　　［Sfノ］＝醜3［s∫ノ］個1；［らゴ’P・
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（38）

（39）

　　　　　　　　　　　6．各種結晶系の弾性定数の変換

　総ての結晶は，その結晶軸の種類および空闘格子の対称性によって七つの結晶系に分

けられ，更に32のCrystal　Classに分類される。

　従って，弾性定数も各結撮系によって夫々嗣有な配置をとり，それ等は第1図のよう

な直交座標軸の円転に伴って次のように変換される。

　すなわち

　1．三斜晶系（Tridinic　System；Classes　1，2＞

　三斜晶系に属する結晶の弾性定数は

　　　　　　　　　　　　　　　Ci1　012　C13　（：14　015　616

　　　　　　　　　　　　　　　C12　　　C22　　　023　　　C2盗　　　025　　　626

　　　　　　　　　　　　　　　C13　　　023　　　033　　　63荏　　　035　　　C36

　　　　　　　　　　　〔Ofゴ］漏　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）
　　　　　　　　　　　　　　　014　　　c24　　　03垂　　　044　　　0蛋5　　　046

　　　　　　　　　　　　　　　615　　　025　　　035　　　045　　　C55　　　656

　　　　　　　　　　　　　　＿　616　　　026　　　036　　　0感6　　　056　　　066＿

であるので，これが新漉交座標系（0一κ’，ヅ，9’）では

　　　　　　　　　　　　　　　　　［Ofノ］　＝（37）式　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

のように変換される。

　これには，一例としてClass　1に分類されるCalcium　thiosulphate　CaS203・6H20

がある。

Ir．単斜晶系（Monoclinic　System；αasses　3，4，5＞
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例

　　　potassium　tetrathiollate　K2S406（C．3），

　
　
｛

　　　Tartaric　acid　　　　　　　C崖H606（C．4＞．

この単斜晶系に属する弾性定数は

［％］＝

ou

C12

0三3

0

0

0三6

012　c13　0　0　c16－

022　023　0　　0　　026

023c33　0　0　c36

0　　0　044　045　0

0　　　0　　 c45　　c55　　　0

026c36　0　0　066一

である。従って，㈱式において

　　　　　　　　　　c14＝015＝c24＝625＝035＝c36二〇46＝056＝0

とすれば，新直交座標系における［Cゴノ］が求まる。

　皿．菱面体晶系（Rhombic　System；Classes　6，7，8）

　　例

　　　　Rochelle　salt　KNaC些H406・4H20（C。6），　　　｛二

　　　　Hemimorphite　Zn2SiO3（OH＞2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C．7＞．

　　　　　　　　　　　　　　　011012613　0　0　0

　　　　　　　　　　　　　　　012　022　023　0　　0　　0

　　　　　　　　　　　　　　　613023033　0　0　0
　　　　　　　　　　　［Ofゴ］＝　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　0　　0　　0　044　0　　0

　　　　　　　　　　　　　　　0　　0　　0　　0　055　0

　　　　　　　　　　　　　　－0　0　0　0　0　066一
故に

　　　　　　　　　　剛慌鰻：：二：：二：：＝3｝

　W一（1）．正方晶系くTetragonal　System；Classes　9，11，14，15）

　　例

　　　　Wulfenite　PbMoO4（C．9），

　
　
　
｛

　　　　Strychnine　sulphate　（C21H22N202）・H2SO盗・6H20（C．11），

　　　　CoPPer　pyrite　CuFeS2　（C．14）．

Nα21

（42）

（43）

（44）

（45＞
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故に

任意の方位で切り出された単結贔板の弾性定数と弾性係数の変換公式

　　　　　　　　　職cll　c12　c13　0　　0　　0隔

　　　　　　　　　　612　011　013　0　　0　　0

　　　　　　　　　　6i3013033　0　0　0
　　　　　［Ofゴユ菖　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　0　　0　　0　c44　0　　0

　　　　　　　　　　0　　0　　0　　0　644　0

　　　　　　　　　－0　0　0　0　0　c66一

［c．’　η］諏

一㈲式において　　　　　　　　一

c14＝c15＝016＝024＝c25漏026＝0，

034＝c35＝036謹。45＝046＝056畿0，

＿011＝022，　　　　023＝C13，　　　　　C婆4翫055＿

　W一（2）．正方鹸系（Tetragonal　System；Classes　10，12，！3）

　　例

　　　　Barium　antimonyl　tartrate　Ba（SbO）2（C4H婆06）2・H20（C．10），

　
　
　
｛

　　　　Nickel　sulphate　N重Sα・6H20〈C．12），

　　　　Iodosucc圭nimide　C4H402NI（C．13）．

　　　　　　　　　　　　　　　　011012c13　0　0　016

　　　　　　　　　　　　　　　　c1君cll　c13　0　0　－c16

　　　　　　　　　　　　　　　　c13　　c13　　033　　0　　　0　　　　0

　　　　　　　　　　　　［％］＝　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　0　　0　　0　0彊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　0　　0　　0　　0　　044　　0

　　　　　　　　　　　　　　　＿c16－0160　0　0　06＄一

故に

　　　　　　一回続∵驚譜囲l

　V一（1）．三方晶系（Trigonal　Sysもeln；Classes　16，17）

　　例

　　　Sodium　periodate　Nalα・3H20（C．16）．

109

（46）

（47）

（48）

（49）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一〇、、　o、窪。、30、4－c25　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　012　011013－014025　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c13　0130330　0　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　〔％］罵

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c1崔　　一c14　　0　　 c荏4　　　0　　　　　　c25

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－025　　c25　　0　　　0　　　　044　　　　　c14

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　011－612
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿　　0　　　　0　　　0　　025　　014
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

故に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　欄㊤7）式において

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　016霊626＝034罵035＝c36＝045＝0，

　　　　　　　　　　　　　　　　［Ofノ］薫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　01王畿022，　　　C15罵一625，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　011－012

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿C23＝＝＝013，　　　　C46＝025，　　　　066＝＝＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　V一（2）．三方晶系（Trigonal　System；Classes　18，20，21）

　　例

　　　　　　　Quartz　SiO2　（C．18），　　　　　｛T。。．m。li。。　S、、。、9（B。OH），AI，R，（R一・AI，主M、，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　011　c12　c13　614　0　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　612　011　013－014　0　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　613　013　633　0　0　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　［らノ］＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c14－014　0　c44　0　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　0　　　　0　　　　0　　　044　　　　014

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C11一一〇12
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿　0　　　　0　　　　0　　　　0　　　014

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

故に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（37）式において

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
　　　　　　　　　　　　［らノコ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　011頴022，　　　c13コ023，　　　c14＝一〇24＝＝c56，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　011－612

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿044霊＝055，　　　　066＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　VL　六方晶系（Hexagonal　System；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cユ4＝一〇24属056，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－Fe，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Li，　Na，　H）（C．20）．

015＝016＝025罵026＝03ド。5＝c36罵045竺046＝0，

　　　　　　　　　　　　　　Classes　19，22，23，24，25，26，27）

120，N
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（5D
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（53）
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　　　例

に故

任意の方位で．切り出された単糸｝11晶板の弾性定数と弾性係数の変換公式

Silver　hydrogen　phospha乞e　Ag2HPO4（C．22），

Nephelite　K2Na6A18SigO3篠（C．23＞，

Bar呈um　antimony王tartrate　with　pot．　nitrate

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C4Hρ6）2（SbO）2Ba・KNO6（C．24），

Zincite　ZnO（C．26）．

　　　　　　　　　　　　　　011c12013　0　0　　0

　　　　　　　　　　　　　　012011613　0　0　　0

　　　　　　　　　　　　　　Ci3013033　0　0　　0
　　　　　　　　〔Cfゴ］＝、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　0　　　0　　　0　　　c44　　　0　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　0　　　0　　　0　　　0　　c44　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c11曽　612
　　　　　　　　　　　　　　0　　0　　0　　0　　0
　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　　2　　一

　　　　　　　　　一（37）式において

　　　　　　　　　　c14＝015＝c16篇024罵025＝026＝034＝035罵036罵0，
　　　　［Cf1］罵

　　　　　　　　　　c蔓5篇。46瓢。56霊0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c11一ら2
　　　　　　　　　　＿C11＝622，　　　C13濡＝C23，　　　C篠4＝C55，　066罵＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

匝．立方晶系（Cubic　System；Classes　28　to　32）

　例

　　　　　　　　　　　　　　　　Sodium　chlorate　NaC103（C．28），

　
　
　
｛

　　　　Z量nc　blende　ZnS　（C．3！）．

故に

［％’］覧

　　　　　　　　　011

　　　　　　　　　012

　　　　　　　　　C12
　　　　EOfゴコ＝

　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　0

　　　　　　　　LO

一（37）式において

C12

C11

01露

0

0

0

012

612

C11

0

0

0

0
（
）
0

娠
o
o

4

q
O

0
0
（
）
0
0
一
些40

01ドc15＝016＝024コ025瓢026漏。34＝635＝036瓢0，

c45篇。46＝656＝0，

＿012＝613＝・023，　011＝C22＝033，　044＝055＝066＿
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　なお，各種結晶系の弾性係数［㍉］の新直交座標系への変換［Sガノコについても，弾性定

数の場合と同様にして鋤式から求めることができるが，これについては割愛する。

7。　GT板水晶振動子の弾牲定数

　一例として，主結晶軸に対しある角度で切り出された水晶振動子の弾性定数について

考えてみよう。一般に水晶は第2図のような六角柱をしており，その端は六角錐をなし

ている。水晶の頂点を通る主結晶軸の9軸（＝光軸〉と，その9軸に垂直な平面内にある

3本のκ軸（＝電気軸〉とが水晶の結晶軸である。なお，κ軸と同一平面内にあり，かつ

κ軸に対し直角な軸をヅ軸（＝機械軸）と呼ぶ。水晶はκ軸については二回対称で，ま

たz軸の回りでは三回対称であるので，（0一κ，ッ，z）直交座標系における弾性定数は㈲

式のようになる。すなわち水晶（＝α水晶）は三方晶系のClass　18に属するのである。

Z
Z

X

＼　
r

R／
S

　
　
　
　
m
、

　
　
　
　
　
　
、

　
1
ー
ー
人
O

X　
　
　
　
　
m

第2図

y X

第3図

y

　いま第3図のように水晶のκ軸を含む平面をκ軸を中心として51。回転し，その平面

内において長辺あるいは短辺がκ軸に対し45Qをなすように切り出された矩形薄板状水

晶片をGT板水晶振動子という。このような角度で切り出された水晶片の長辺および短

辺の寸法を適切に調整することによって，広範囲な温度領域に亘って零周波数温度係数

を有する極めて優秀な水晶振動子を製作することができるのである。

　さて，これよりGT板水晶振動子の弾性定数を画式の変換公式によって計算してみる

ことにする。

　まず第1図と第3図とを比較することによって，

　　　　　　　　、　翻　　　閲

なることが判る。

　従って，方向余弦は（2）式から
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　　　　　　　　　　　　　　　　　11　　＝　cos　450，

　　　　　　　　　　　　　　　　　1の　　＝　 一s圭n450　cos　510
　　　　　　　　　　　　　　　　　　臼　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　13　　漏　sin　450　sin　510，

　　　　　　　　　　　　　　　　　7η1　＝　sin　450，

　　　　　　　　　　　　　　　　　フ”露　＝＝　cos　450　cos　510，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（59）

　　　　　　　　　　　　　　　　　”73　ニ　　一cos　450　sin　51Q，

　　　　　　　　　　　　　　　　　771漏　0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　7¢2　＝　sin　510，

　　　　　　　　　　　　　　　　　％3　＝　cos　510

となる。

　　故に翻式を㈲式に代入して整理すれば，次の㈹式が容易に求まる。すなわち

　　㈹式：

　　　　　611’＝011，

　　　　　c12’＝＝612　cos2ψ十c13sir紅2ψ一’〉／2　014　s圭nψcosψ，

　　　　　613’＝012sin2ψ十c13　cos2ψ一←へ／2c14　cosψsinψ，

　　　　　…’一（611－3c12一十一2013　　　　　　　2）…ψ…ψ緬…（・・…ψ一・），

　　　　　o、5’＝～／2c、4cosψ，

　　　　　o正6’＝～／20、4s圭nψ，

　　　　　62エ’篇。、2’，

　　　　　022’篇011cos　4ψ十2へ／201婆sinψcos　3ψ十。33　sin　4ψ十・2（013十26躯）sin　2ψcos　2ψ，

　　　　　c23’＝（c11＋033－4c44＞sin　2ψcos　2ψ＋o、3（sin　4ψ＋cos　4ψ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十へ／2c14（2　sin　2ψ一1）s呈nψcosψ，

　　　　　02♂＝（613十4044－c11）sinψcos　3ψ十（c33－613－404∂sin　3ψcosψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十．へ／2014（1－4sin　2ψ＞cos　2ψ，

　　　　　c25’コへ／2014（2　sin　2ψ一1）cosψ，

　　　　　626’＝一2～／20、4sinψcos　2ψ，

　　　　　631’篇c13’，

　　　　　c32’漏。23㌧
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　　　　c33’＝011　sin　4ψ十（2013→一　4044）sin　2ψcos　2ψ一2へ／2c14　s三n　3ψcosψ十〇33　cos　4ψ，

　　　　…’一（一3611＋612）・…ψ…ψ＋（・・3＋・…）（・・…ψ一・）…ψ…ψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十へ／2‘蕪（4cos　2ψ一1）sin　2ψ÷033　sinψcos　3ψ，

　　　　035’篇一2へ／2cエ4sin　2ψcosψ，

　　　　036’罵へ／2c14（1－2sin　2ψ）sinψ，

　　　　641’＝01♂，

　　　　642’罵024’，

　　　　043’＝034’，

　　　　…’一（3611－c12　　　　　　　　　－2013十。　　　　2）・…ψ・…ψ÷・》互…（・・…ψ一・〉・卿…ψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十2044（2sin　2ψ一1＞2，

　　　　　　　　　》『7

　　　　6・5’＝20・・（4cos　2ψ一1）sinψ・

　　　　　　　　　》／万

　　　　o・6’＝To1・（4sin　2ψ｝1）cosψ，

　　　　c511＝01♂，

　　　　052’＝025’，

　　　　053’＝c35’，

　　　　054’コ045’，

　　　　・、5’一3》2。、、si。ψ。。、ψ÷2、、、　c。、・ψ＋・，6　si。・ψ，

　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　》万
　　　　6・6’＝了。・・（3sin　2ψ一1＞＋（20・ro66＞s呈nψcosψ，

　　　　661’＝016’，

　　　　062’＝026’，

　　　　063’＝c36’，

　　　　064’＝04♂，

　　　　06b’＝056’，

　　　　・、ノー一342・、、si。ψ。。、ψ÷2・、、　si。・ψ＋・66　c。、・ψ．

　　　　　　　　　　　　　2

　ただし，ψは㈱式で与えられており，ψ漏51。である。
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8．結 言

　以上応力テンソルを直交座標系（0一κ，ッ，9）からそれと原点をi司じくした新しい直交

座標系（0一κ1，y，　z’）へ変換する簡便な方法を提案し，つずいて拡張されたHookeの

法則等を用いて，任意の方位で切り禺された単結晶板の弾性定数および弾性係数の変換

公式を求めた。これ等の変換公式は各種結晶系に適用でき，一例としてGT板水晶振動

子の弾性定数について計鱒：した。

　終りにのぞみ終始御指導御鞭捷を賜わった東京工業大学教授描考人八先生に深く感謝

致します。また，日頃いろいろと御指導を賜わる本学部教授森本弥三八先生ならびに本

学部電：気工学科，通信工学科の諸先生方に厚く御礼申し上げます。
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                               Summary

       Transformation formulae for the elastic sti(Iiriess and compliaRce

              constants in amy oblique cuts of single crystals

                           Mitsuo NAKAzAwA

          <Department of Electrical Engineering, Faculty of Engineering.)

    The general transformation equations for the components of stress and

straiR from an axial system <o-x', y', z') to the original system (o-x, y, z),

are considered first. Especially the transformation method for the stress

tensor is a new idea.

   By using the results mentioned above and then applying them to the

geReralized Hooke's Law, the general transformation formulae of the elastic

stiffness constants [cij･] and compliance constants [si,･] are answered with di-

rection cosines li, mi, ni (i=1,2,3>.

   In conclusion, these formulae are applicable to the transformations of

[ci,･] or [si,･] for any oblique cuts of single crystals.


