
円 環 の 強　度
（一軸対称面内荷重をうける曲りはりとしての計算）
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（目召禾爾39年12月23日受理）

1。はしがき

　従来薄肉円環に関する研究は多数発表され，種々の荷重に対する断面力・直径の変化
　　　　　　　くの　　　　　　　くわ
は例えば，Roark，　Pippard等の著書に詳しい。　何れも曲げエネルギーのみから導い

ている一勿論実用上充分満足できるものではある一が，厚肉になる程また荷重の種

類によっては軸力・せん断のエネルギーを無視することができないことは周知の通りで
　　　　　　くの
ある。　Larard　は円環に等間かくの集中荷重が作用した場合，客土のエネルギーを考

えて変形を計算し実際の試験片について一対の集中荷重が作用したときの直径の変化を

測定し理論と対比している。その後集中荷重・モーメントが作用した場合，曲げ・軸
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（些）
力・せん断のエネルギーを考えた計算が発表されていて，何等つけ加えるべき余地がな

いように思われるが，筆者は外荷重をフーリエ級数で与えた場合の断爾力・変伎を求め

る必要が生じたので，次の方針の下に計算を試みた。すなわち

　　厚肉円環に一軸対称の一般荷重をフーリエ級数の形で表わした場合に，断面力・変

　　位・直径の変化を曲りはりの立場から，ひずみエネルギーをせん断の項まで考え，

　　Ca甑glianoの定理を利用して一般解を導いた

もので，特別の海鼠として薄肉円環・二軸対称荷重の場合の解を誘導し，さらに数例に

適用した。終りにひずみエネルギーの各項が及ぼす断面力・変形えの影響を，具体的な

数値例により明らかにしたものである。

2，　記 号　（第1図）

Ro，　Rf，ρ　円環の外周，内周，中心線の主｛三径（mm）

δ，2海　　　円環の軸方向，楽径方向厚さ（mm）

君，∫　　　円環の断面積（mm2），断面＝二次モーモント（mm4）

P，～〃　　　外周に作用する集中荷重（kg），分布荷重（kg／mm）

・ρ．，ρo，〃3外周に作用する外力の法線・接線成分（kg）およびモーメント荷重（kg．　mm）

α。，απ，απ，γ．　一般荷重のフーリエ係数（kg）

ムτ，〕，ルる　　断顧・4に生ずる軸力（kg），曲げモーメント（kg．　mm）

2＞，玩M　任意断藤の軸力・せん断力（k＄）曲げモーメント（kg．　mm）正の向きを第1図の

　　　　　ようにとる

σ　　　　　円環に貯えられるひずみエネルギー（kg．　mm）
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縦および横弾性係数（1くg／mm2）

¢軸よりの角座標（rad．）

断面Bを固定した場合の内周上の点の変位（mm）

原点固定の場合の内周上の点の変位（mm）

水平（¢軸）及垂直（ッ軸）直径の増加（mm）

8β罵／ρ

⊥4A　曲りはりの断顧係数（ηは外向きを正にとる）

　　　　　　　　　　　　　　　3
せん断係数（長方形断面ではん＝互，…）

π篇2，4，6…　の偶数についての和を表わす

No．18

　　　　　　　　　　　　　　　3．外力の表示

　外周にそうて作用する謬軸に対称な外力の法線・接線成分およびモーメントを次のフ

ーリエ級数で表わす。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　むロ

　　　　ρ・＝・。＋Σ・・C・…θ，ρ・一Σβ・sinη夙

　　　　　　　　　氾欝1　　　　　　　　　　　　　　　　　π鞘1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　　
　　　　溺＝ρΣγ・・si・雌

　　　　　　　η篇1

噸の外力のつりあい・り・1漁・…一力・s…｝・・一・・

（1＞を代入して次の関係を得る　　　　α1＝β1．　　　　　　　　　　　　　　　　（2＞

（ッ方向の合力および合モーメントは当然0である）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝◎）

M－M・＋小（1－cosの一P3＠）＋P・（・）｝

　　　　　　　　　　　　　　　4．　断　　面　　力

　第1図において断面盈における軸力。曲げモーメン

トをN。・Moとすれば，任意の西陣Cに生ずる軸力

（N）。せん断力（y）。曲げモーメント（M＞は

N瓢N。cos　g＋P三（の

VコーN。sin¢＋P2＠〉

ここに
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1：：：：lll織∴：：1瓢　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　P・（・〉一∫。｛紬（・一・）÷ρ・（・・一…＠一・〉）｝畝

　　P・＠）一∫。規4θ・

（1）を代入し上式を計算すれば（（2）によりα1の代りにβ1を用いる）

　　瓦・の一偽一卜蕩が≒＠一嚇　・一義が≒、（α。一πβ”）鵬刺

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　㈲一｛偽計義が≒（飾圃鋤＋潔、瞬魚）鴫

購一隔藏静一｛一角一藏が≒・免副…一⑤

　　　　　　　　　一網｛が≒傷・（髪一嵩）禽｝鵬脇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…

胸一・?鼈?Uが一　　　　　／
　なお（3）～（5）が円環要素のつりあい方程式（6）を満足することは容易に証明される。

明は略す）　　　　　　　　　避懐・蜘，。甲

　　傷γ吻　二一N惚　　　　鴫糟〃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　　　　♂　　　・多弘

留一一・｛隔一・）加｝械　　　　　〉
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砲　　　　　Ro
　不静定盤No・雌Qおよび断面力N・V・Mの

　計算　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第2図　要素の力のつりあい
　珊・Moは断面Bに対する断面五の輪，　Mo方向

の変位，園転が0であることからCastigllanoの定理を用いて計算する。凹環に貯え
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
られるひずみエネルギーびを次のようにとる。

ひ劃鴇鞠号∫評⑳＋∫；…雲∫回　 （・）
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ここに

　第1。2項は曲げモーメント・軸力によるもの，第3項は円環であるための軸力と曲

げモーメントの連成項で微小のため普通は省略されている，第4項はせん断力による項

である。N6・Moは

　　∂び　　　　　　∂σ

　　菰＝o・　諏1＝o

の連立方程式を解いて求める。すなわち

　　　　∫；（鴇κM・め瓢⑳一・・

　　　　∫；｛儒瑚認・（M十ρN）蕩…淵・一

（3）および∂酬∂／矯罵L　　δ岬∂！＞o罵ρ（1－cosψ）等を代入して

　　鵡　　　　　　κ　　　　脇　　　　　　κ
　　7＋酬＝訂而A　7＋瑚篇諏冨（ノ隻一β）・　　　　　　（8＞

　　　　補｛1宰κ（瑞一瓦団｝⑳・・一1；｛｝（P・一画・・…一…S…｝⑳，

ここに

　　　　　　　　1＋κζ
　　　　λM＋頭ゴ再　　Pバ’はP1（の’）・”御各し規の，以桐じ・

A，3に（5）を代入し（8）を解くと結局

垢偽＋、羨｛鰍賜一点義がと、（飾一噛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

勢一隼。偽＋、寝何一玖一η）一義｛嵩＋（80　　　　ππ　　が一1）畦｝・

（3）の珊，Moに（9）を，　P1＠），…に（5＞を代入し，ψの代りにθを使用すれば，任意の断

面θにおける断薦力は次のフーリエ級数で与えられる。

幅＋、擬｛豊凶h｝鵬・一藏が皇、（勉一綱麟　、

u一陽倫一・）h｝臨画が…、＠…幽幽

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑩

回一、≒偽÷、報｛倫一恥ハ檸・儀ヤ

　　　　　　　　　　　÷（60　　ππ　η2一一1）魚÷掴司・　　ノ
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　詮　⑩は外力が外周にそうて作用した場舎の断面力であるが，外力が中心線に作薦するときは

　　θ。の代りに工，内周にそうて作用するときはθ⑪の代りにのとおけばよい。

　　　　　　　　　　　　　　5．変　　　　位

　内周上の点Eにおける変位δ’（δノ，δのを求める。第1図Eに仮想荷璽乃（Pゴ。P紛

を作用させCastiglia鍛。の定理により

　　δ一（∂び∂Pゴ）・・一・　　　　　　　　　　　⑳

ここにδ’は油画Bを圃定したときの原点に関する変位である。

断面¢に生ずる断面力は

　（3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・・…　。・・・…　一・・一・一・…　9・・…　一・一・一・…　　（ρ〈θ）

　！＞P・＝珊cos㌍÷P、＠）＋P〃sin＠一〇〉一P詔cos＠一〇），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑫
　γA＝一ノ〉』sinψ十P2（ρ）十・P〃COS（ψ一θ）÷1）’o　sin（亨）一〇〉，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈¢’〉θ）
齢・一撫小（・一・…）一P・（・）÷P・（・）一P〃S・・＠一の

　　　　　　　　　　　　　一P漁一…＠一・））｝・

　（7）　（11）　（1φ　　よ　り

一一
逑�o（1毒κ姻雑＋（・N÷磯＋ζ・淵晦⑱

　⑫より∂MPf／∂P〃唯一ρsin＠一〇），……を求め⑯と共に⑪式に代入すると

鷺：｝一∬卜z一÷恥・一｛1斎κ（馬一名）一司｛』1：1セ∴｝・・

　　　牽∬｛z一（P－P－P1）｝｛ご∵。）｝・・　　息ゆ

　　　＋蘇幅＋ら）三二；：｝晦

　　　　　　　Mo
　ここに　Z竺一十No．
　　　　　　　ρ

かきかえると
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等一一÷z・織（÷＆一ζα）＋∫；｛÷（P・一P・）…（・一・〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ζP・C・・（・一・）擁

苧…一÷π魂÷α＋ζ＆）一∫；｛÷（P3－P4）…（・一の

一ζろ・・綱｝蜘1二一≒κZ＋÷珊CQ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋｛1十κ　　　　（P3－P婆）一崩面

ここに

・一轣G…（・一・）炉・・・・…　C一∫；…（・一の⑳一・・…

趣一∫；・・S・・・…一の⑳一一告・・一・）・畝

q一∫；・・・・・・…一・）炉書（・一・・・・…

嬉一∬・・・・…＠一の⑳諾・・一の…θ＋÷・・雌

G一∫1・…CQ・（・一の⑳一三・・一の・…一壱・・…

No．18

飼に含まれるAいMo・Zに（9）を，　P2・P3・P4に（5）を，更にπ≧2に対する次式

∫1・・s脚（・一のゆ一一∴｛（一・）・・…＋・・　・｝・

∫；・…卿＠一・）・・一一。，≒、｛（一・）・・・・・・・・・…｝・

∫；・・吻…（・一のゆ一。、．、｛（一・）・c・・θ＋・…θ｝・

∫1・・　・…回・⑳一一。，と、｛（一・）・s…＋磁・｝・

次のフーリエ級数で与えられる。

⑮

⑯

⑯’

を用い，せいとんすれば，内周上の点（、島，のにおける変位（δ〆，δ〆〉を表わす解は
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　δノー一群［，〔七αb一←｛　　　　　　○σ’　1　　　α。＋Σ（一1、1十κ　　　　　π二2）一（瓦（麗〉α一一・一馬。（箆）β一→一当（π）γ一）｝cosθ

　　　　　　　＋藏（1ぐ、（π）απ＋1ぐ』o（7z）βπ÷1殿（π）γη）酬／，

旗針｛・掘噸臨　　　　　　⑰
　　　　　　　　　　　　　　　　　＋穀（一略（瑠砺鵬÷瓦＠）簿）｝・…

　　　　　　　　＋蕩（1（2∫（％〉απ＋κ3（π）β・・＋1（：5（％）7π）血司・

ここに

K・一 ｲ斎琵璽㌔・幽一一（≒昏凶＠・一。（が墨、y・て謬i5・

砺＠）・齢）㍉（が≒）傑一転万）一転、ゾ

漁）一
?i80　多2鬼が一1）傷∴）・讐・研削　　　　　⑱

漁）一一
ｨとi夕　属ω一。，読、）（・一（1｝κ）6’）・

　註　αのは内周上の点Dの変位であるが，中心線上の変位はのの代りに1，外瑚上の点8（Ro，の

　　の変位はのの代りにθoとおけばよい。

　水平および垂直方向の直径の増加を1溢，1）ッとおけば⑰より

洗一
w・一陣出。α・＋Σ’（1（1（π）απ÷1（20（7z）βπ＋1（4（％）7・・）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑲
・・一・〔鴫溜、牽。α・＋ヨ（一・）号（κ1（瑠砺（鵬＋瓦剛｝・

　　　　　　　　　　　　　6，　薄肉円環の公式

　薄肉円環（半径方向の厚さ肋が半径ρに比べて非常に小さい場合）は近似的に次の

ようにおくことができる。

　　　　1　　　　1　　1　　　κ
　　κ＝万・　τ〉百7髭，、＋。，κ，1・ζ・6・＝6∫＝1・　　　⑳
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　（a）断面カ……⑩より

　　　　　　　　　　　　　　　。。　　1
　　N一・・＋（β・一・・〉…θ一Σ。，一、（・…・β〉・…0・

　　　　　　　　　　　　　　フ～議2

　　　　　　　　　。。　　1
　　γ一・・si・θ＋Σ。L野墓一β・）・i…θ・　　　　　　　⑳
　　　　　　　　　η篇2

M一・
`｛　　　1　　　　　　　1　　　　　…而．…απ一η2　一一　1　　　　　　2z（7z2　－1〉防一÷η｝…砿

　（b）変位……⑰㈹より

　　旗鄙＋個＋翰（一・脚〉檸・＋シ＠畑叫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2⇒

翻一 ｬ｛…一裁坤・・＋三軸司・

ここに

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　　　1
　　　　　五・（’¢）鵯。，・一坪α・一細L・〉・β一痂・r＝℃・・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈱

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　1
　　　　姻㍉（，，・一、）・α・マ磁q舜壕μ

　⑥　水平・垂直直径の増加……⑲より

跳一
ｷ・・÷書Σ’・・（・），P戸差・。＋鍔Σ’（一・）盗・・＠）・鯛

　　　　　　　　　　　　　7．外力が二軸対称の場合

　外力，モーメントがの，ッ軸に関して対称な場合は，断面力・変位等は一層簡単な形に

書き直すことができる。外周にそうて作用する外力，モーメントは次式で与えられる。

　　ρ・＝αo十Σ’α・COS　7②θ，ρ0篇Σ’β・sinηθ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲

　　η・一ρΣ’γ・・sin・θ．

　　　　　（α1＝β1＝0であるから外力の釣合は当然満足されている）

　7．董　厚肉円環の場合
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　（a）断面カ……⑩より

N一・・一Σ’，，、と、（…咽・・　⑦y一Σ’死，』＠飾一飾）・・圃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈱
三訂、阜。偽＋壕≒、飾＋（60　　　　ππ　　％2－1）魚÷｝画・

　（b＞変　位

　　　　　　　　　　　むむ
⑰においてβ1漏γ正常0，Σの代りにΣ’とおけば断面βを圃定したときの変位（δ・’，

　　　　　　　　　　　π罵2

δのが求まるが，この場合，変形も二軸対称であるから，原点を固定した場舎の変位

（δ・，δのの方が分り易くしかも簡単な形になる。変換式は第3図より瞬かなように

　θ
0

　蓑’　δ、＜

　　　　　δ渉δが’

@蕃

8 Aδ謁。。

・さ一［δ÷ユ〃．一。

g． θ．・

、’． δ

渉

、’

A
　
、
　
、

、1δ・

へ’

ﾐr 、％々、

／隼、　1・

@l
@l へ

O
r

£

’ 〃

0 A
iよ

　　　　　　　　　　　　第3隈　変　位　の　変　換

一一
ｹ〔翻レ・C・・θ，・・一…＋÷回・一・S・・θ・

結局，原点固定の場合の内周上の点（罵，のの変位：は

餅一 ﾖ［毒婦2｛瓦伽＋齢）醗魚剛鰹司，

　　・・一山Σ’｛巡伽織（1の・・＋κ・明・・・…

また水平・垂直直径の増加は

伍遷｛、÷。α・＋Σ’（κ・＠〉偽÷巡・（・・）鎚轟）｝

D・一
W佳耐Σ’（一・）告（κ・（蔚馬・（鵬緻（・・）η）｝

㈱

㈲
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ここに　κ、（π），…，K5（勿は⑯で与えられる。

7．2　薄肉円環の場合

（a）断面力

N一偽一Σ’試1（…剛…蜴γ一翫』（油魚〉・・圃

MコρΣ’｛≠i伽
1

卿¢2－1）
魚÷｝…照

e①

㈲　変位，水平・垂直直径の増加

醇一 ~ヨ｛1　　　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　β・一　　　　　り　
　　　　　　　　　　　　　　η（π2－1）（7z2－1）2　　7¢（が一1）2

あ一一
ﾕΣ’｛冤（≠坪… 1

が＠2－1＞・

簿｝…蜴

，限詞…姐

⑬⇒

跳一
ｷ婦窃Σ（　　　！　　　　　　　　1　　　　　　　　1。L、）・α・一細L、）・β・一。＠・一・）γ’z｝・

匹謡偽＋劣Σ（一・〉編≒P飾一。（が』評綱≒詞・
働

8．計　　算　　例

　以上の結果を若干の例題に適用してみよう。外力をフーリエ級数（1）飼で与えたた

め断面力・変位等もフーリエ級数で得られたのであるが，これを既知の函数に書直すに

は頻度の多いsinθ，　COSθ，θCOSθ等のフーリエ級数を必要な変域で展開した公式を利
　　　　くの
用するが，一般に変位は断面力に比べて複雑でこれを既知函数に書き痕すのも面倒であ

る，幸い変位式は収束性がよいので数値計算にはそのままの方が都合のよいこともあろ

う。以下の諸例では外荷重のフーリエ係数の計算，計算式の誘導および公式の引用はす

べて省略した。簡単のため次のカッコ記号を用いる。

　（a）外荷重のフーリエ係数，　（b）断面力　（G）変位（内周の変位）．

　（d）水平●垂直直径の圭山回

8．1　憩個の等しい法線集中荷重（第4図〉

　　　　鯛P　　　　　7ηP
（・）α・＝褒・α加＝7（ゴ＝1・2・3・“）・β・＝欝0・
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㈲N一号規｛÷一薯解≒、鰍・｝

　　　　　　　男（・…＋…羨…θ），

　　τ！一ξ一網ゼー〃zξ警1sinゴη2θ　　　　　　　　　　　　　　　　　　（0≦θ≦…琴1）．

　　　　　一号（　　　　　　　　　　πCOSθ一CO亡一si　　　　　　　　　　窺），

　　M写辮｛一、（、隔靴解』、鵬・｝

　　　　　　　　　一穿｛。（、警「（・…＋…務…θ）｝・

　⑨

　　合は㈱より

δ一 A規薯（赫≒、P醐価一一塑愛

　解→oO，　2

　　　　　　　　P
　　　　　　　　　　　　　ど
　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　ソ
　　　　　P　　　　　ハ　P　　　　3＿
　　　　　　　　　　　θ

　　　　　P
　　　　　　　　　　　　　p　　　　　　　　第5図一対の集中荷重
　　　　　　　　　　
　　　　第4図　法線集中荷重（解讐7）

　8．1．1　法線等分布荷重

　外周にそうて卿（んg力卿④の～様な法線等分布構重が作用した場合

（a）α。＝！～。ω，　α・繍β，・＝γ。響0

㈲N－Rb鋤1’U一軌M一≒ρR・歓

　　　　　0　　1
（G＞髭鳶1＋。鞭・δ・＝0・

63

㈱

辮が奇数のときは⑰㈱，偶数のときは㈱圃を用いる。例えば刎禺数薄肉の場

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sinカηθ．　　G4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E∫π同畑”L1）2

　　　　のとき法線等分布蒋重，一対の集中荷重の場合になる。

θ P

飼
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　8．1．2　一対の集中荷重〈第5図＞

　　　　P　　　　　　　　2P
（a）α。瓢rα2＝α4認…＝・一，β・F7・翻0．
　　　　π　　　　　　　　　　　　　　　π

　　　　P　　　　　P
　b）N育・加θ・γ＝互…猷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3⑤

M一・P｛潭漏÷…｝，

（G）（外周上の点の変位）

藤島
ﾗ細。＋・Σ’（　　　　　1　　　　　ζが　　　　　　　　　　　　　　「κ（3z島　一　1）2　一「一（ヲ¢2　－　1）2）…剛　、

　　　一差｛一町＋岩（ズーcosθ一θcosθ→一sir1θ2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　働
　　　　　　　　　＋号（｛一一・臨・一筆

伽一

ｾΣ’｛÷（　　　　θ0　　　　　　　　7Z％（％2　－　1）　　　（7②2　－　 1）2）一（が聖、男｝・・…θ

　　　一樹凋（　　　　　　2－1一レーθ一｛一COSθ　　　　　　π）一（号一・岡髭一・剛・

註．中心線上および内周上の点の変位は上式のθGの代りに1，θガを代入すればよい。

（・）跳調・一・嘘｛一諸石÷ζ号｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈱

病調・一雪一霊｛一∴5÷ζ吉｝・

　8．2　横方向一様荷重（第6図）

晒一碗一÷嗣餅一告恥他は・・　　〕

　　　　　　1
φ〉八』“一百（α一2β・）…2θ＝R・zo　si・2猷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　倒
　　　　玉
　　y＝百（2・一β・〉・i・2θ＝R・zσsi・θ…峨
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M一・
m、隼洲÷嚇（60　　22　　3〉角｝…2θ〕

　　　　　　　一｛一，（　κ1÷κ）＋（÷一寄〉…2・｝・R…

⑥篠一壷一筆。＋（2許誓）…2θ｝，

　　　・・一一壷R・御｛3θ02－8摯，斎26ガ＋8＋讐＋著｝・・・…

f

タ

Ro

fρ（kg／mm）

θ

　　　Mo

ｿ8
0
α

Mo

　　　　　　第6図　横方向一様捕．重　　　　　　　　貨蕩7図　一対のモーメント荷璽

　8．3　一対のモーメント荷重（第7図）

　　　　　　Mo　2　．
（a）　γπニ　一　一slnπα，　απ竺βη＝0

　　　　　　ρ　π

㈲N一「羨讐…α…臥γ一録。ζ勢号…α・・馬

力譜芽一∴勢鷺÷一…司

　　　　尋〔iぞ評・・…÷｛1－1：農；

∵隷÷一一書瞬＋・）±｛：：1瓢励∵）

〈G）　（薄肉の場合）…（幼より，｛　｝の上式はθ〈α，下式はθ〉αに対し用いる。

翻一 y讐・…＋多読一｛∵翻・

一聖2嘉（・÷…＋・・…）・…÷÷・・イ｝・

65

㈱

（θ〈α）

（θ〉α〉。

＠2＞
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（・）D・一景・一調（呈・÷・…一・），

D・一
ﾍ弓一一悔ヂ（2㎝｝α一S1π）・

　8．4その他

　［1］第8図，［2］第9図の荷重に対する結果を示す。

θ〉αなるθに対して適用する。（c）変位は省略した。

［＝1コ（参霧8i璽D

　　　　　P1　　　　　　　2P1
（a）

（わ）

（d）

Ro．エ8

⑬

｛｝の上武はθ＜α，下式は

・・一
]＋醐，…。｛（一・ア・…＋・・…｝，魚一η一・・

撫勢卜・曲・耐＋｛＝濫聯｝］・

y尋〔一副認辮θ｝〕・

M一
a、÷。（・＋・…一・・…一｛＝濫翻・

露劃一論（・＋・・s・）壕←・…一一・）

　　　　　　　　　＋号←・…一吻一一→〕，

動口髭「論（一）＋掴＋去・曲・）

　　　　　　　　　一ζ（　　　　　1COSα一而『．一αSlnα　　　　　2）〕・

　　　　　　　　　　　　　9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝う

　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃’

θ 　　　　　α　9
　　　　0．α

　　　　　　　騒

三方向集中荷重〔2〕

ノ

㈹

㈲

2Plcosα
0　α・

　　　　　　　　　　P1

第8図　三方向集中荷：重〔1〕

2らsbα

第9隠
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［2コ　（第9図）

（・）偽一÷・　’…2ξ・（一・プ㌔・婦÷・・…、

（・） ・i一一・・…〉…θ÷｛珊器翻

y一一
k（一一・・…〉・…＋｛；：謙｝〕・

畔卜、÷。S…＋幽・÷・・…）・…一

　　　　　　　　　＋｛翻：野・）　．　／

ここに　　　1て＝（2θo一・1十κζ）／（1十κζ）

隅一鑑〔講葛・・…叡÷（・一・）・一（一・÷呈・＋・…）｝

　　　　　　　　　＋号（・一・）・…］・

防一
c講の・…＋÷｛÷・・b・・一÷・一（2｝α一S1π）｝

　　　　　　　　　＋号（・…＋・…α）〕・

［13［2コを適当に組合せることによって一軸対称の　　　　　　　　　　p

任意の外力系に適用できることは非常に興味深いこと

である。例えば［1］にα＝0．1）1＝P／2とおけば

一対の集中荷重（第5図），αについて0～πまで積

分すれば法線等分布荷重となる。また［1］にP1＝

Psinα，［2］にP2＝Pcosαとおいて加えるときは

第10図の解となる。すなわち

ρ

α　θ

67

㈹

㈲

0　α

P

第10図　一対の痛り集r寸冒奇重
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㈲N一；〔一一一・＋｛；｝〕副

y一一
早m一一…｛；｝］醐

M－
S［、圭。曲・イ∵s弩一（一一

禍一・）・＋｛1｝）…・〕・

㈹熊霊「三面・÷

r

髪←歴・＋一一一＋弘・画ぎ醗司・

匹釜卜一鵡曲・

か脇一・脚一＋制畔音瞬・画

No．18

⑱

忽9）

9．断面力・変位に及ぼす　ひずみエネル

　　千日の項について

　本論で断面力・変位を求めるために用いた　ひずみエネルギー式は⑦であった。普通

第1項もしくは第1・2項のみを用い第3・4項を省略するのが普通である。厚肉円環

の場合，また外力の種類によっては無視することができないので，この点について検討

してみた。簡単のため次の記号を用いる。

びr義〔審κ睡＋号∫評⑳＋∫；灘＋沈叫　　（・）

　　　　1　　　　　　　】
　　　　　　　　王
　　　　｛　　　．　　　　夏　　｝
　　　　i　　　　　　　　　　　　　　　璽　　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w

すなわち　1……曲げエネルギーのみを考えた場合

　　　　　豆……蘭げ・軸力のエネルギーを考えた場合

　　　　　皿……曲げ。軸力および連成項を考えた場合

　　　　　iv……さらにせん断エネルギーを加えた．場合

　9．1　断面力・変位
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　ひずみエネルギー　1～Wの各々に対する断面力。変位を求め，その差異を比較する

わけであるが，特に次の工例について計算結果をかかげて検討することにする。

　α）外力が一軸対称の場合（外周荷重）

　任意断面の断面力はθ＝0における瓦・M。によって（3）式を用い計算されるものであ

るから，1＞o。Moの差異が間題である。各エネルギーに対するその値は

　　表一1

1

H
｝
皿
｛
W

編

　　　　　　・。＋・。β1一Σ4

　　　　　π二2

　　　　　　　　　
殉・ c娼一二

　
　
π

・・

ｰ
戚

　卵　核　
偽

割算歪潮海

砥／ρ

　
　
π

。・

ｰ
紹

　　　　　　　、㍍鴫・穀瑞

　κ

　　α01十κ

　　＋Σβ，、

　π需2

、辛。偽・¢旨署・浄

ここに陀占（…廟泓マ㍉＝飾鴫一。，生、レ

　一般にκは1に比べて非常に小さく，かつ60≒1と考えられる場合　珊は殆んど相

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ等しく，Moは工・豆および皿・］Vではわずかに一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αoのみ異なることが分る。変位
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十κ

（δノ，δ〆〉は複雑になるので省略した。

　㈲　外力が二軸対称の1易合（外周荷重・外周変位）

　　表一2

1

皿

IV

No

・・∴ ｰ1五．

妬／ρ ・・／壷

Σ’β。

1≒・Σ’二一

”os罷
1

1
｝

り
躍

Σ
　
十
　
偽

鋤
＋α

＿＿　　κ

　1十κ

＋Σ’君

α／1＋・

　
1

⊥殉・÷Σ’が差、瑞・・　・

∵上式）π
　　Σ’ζ夢．、）・（ηα。一β。）…，・Oiκ

・・／盤

1宍κΣ傷詣）玩…媚

（上式）一Σ’。読1ん・i酬

÷Σ’｛傷が竺、）瑞

　　　・糾緬

（上式）

一・Σ’ヒ歯・〈・幅・・…θ

上表より軸力は1～Wに対し同一になるが，曲げモーメントは，外力がα。のみ圧倒
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的に大きい場合（法線等分布藏重に近い）は皿・］Vをとらなければならない。換君すれ

ば外力が上述以外の時は断面力の算出に1のみ，すなわけ曲げエネルギーのみで充分で

あることが分る。このことは円環に貯えられるひずみエネルギーは曲げモーメントによ

るものが大部分であることを示している。

　変形に関しては，上の表から簡単に結論を導くことは困難であるため，次項に具体的

な例について計算し，その傾向をしらべることにする。

　9．2　計算例

　円環に貯えられる　ひずみエネルギーの配分ならびに　変位（直径の変化）えの影響

を知るために具体的に次のような試験片の形状，荷重の種類について計算した。

　試験片の形状　（鋼製円環．二種（aXb）の長方形断面）

　　　外半径　（．配。）　　　　　　80魚m　　　　　軸方向厚さ　10mm

　　　半径方向厚さ　（2紛　　！01nm（a）　20mm（b）

　　　縦弾性係数　　（E）　　　2．1×104kg／mm2
　　　断蔵1係数　　　　　（κ）　　　　0．0014855（a）　　0．0068872（b）

　荷重の種類（次の4種類（1）～（4）の法線萄重について）

　　　　　　　　　　…
　　　　　　（1）．．一・’ギ’一ア・、

（2＞

へ

、

’
　　　＼》｝

　　α　　沸
　0

些。

（3＞

‘

P

（4）

硫
駕
　
　
ρ P
0

、
！

／

醒

セ
o

、

．〆
γ

P
一
／7
／
…
／
／

…
／
／
．
／

…
ノ
／

一
「
＼

｝
の
六
＼

ω
　
冒
、
憩

一
＼
＼

苓＼

π
〃ヴ⊥

・
0

P

　　　　　　　　　　　第11図　4種の法線荷重（（1）～（4））

α）ひずみエネルギーの配分

各荷重に対する断面力を⑬より求め，（7＞の各項を計算した。その配分は次表に示す。

　単一3　（％）

ひずみエネルギー
の区分

錘 ア

（1）　法線等分

　布荷重
（a） σ））

（2）　　余弓玄荷重

（a＞ （b）

「．……．…．…7．一一．

μoo．15
r

…5 P・・69・・29L塑

（3）　　三…三角葺多ナ去

　　線荷重
（・）卿瀬i

（a＞ α）） （a） （b）

軸 力

曲げと軸力の連成 一〇．30

94．15　［　77．86

　　ヒ
　　　i
100．69　i　19．17

　　　　

・・．67i　3．97i

95．85

　　　た　　　

一・38
P二・・3・

せ　　ん　　だ　　ん 0 o 1．83

＝司＝・・2g［・；・i

・5… u 1．50
一〇。27

…i・・7い… 2。92

83．411

6．02

．＿ P．171

11．74i
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　上表より，荷重が法線等分布荷重（1）より偏るにつれて曲げエネルギーは圧倒的に大

きくなり，肉厚（2ゐ）が大きくなるに従って軸力・せん断のエネルギーが大となること

が分る。曲げと軸力の連成エネルギーは負で他に比べて小さいので初めから除外して差

支えない。しかし本論文のように一般荷重（1＞，㈲で扱う場合にはかえって解が簡単な

形で求められる利点がある。

　（ロ）ひずみエネルギーによる，珊・Mo・変位　（特に直径の変化）えの影響

　上記試験片（a）（b），4種荷重（1）～（4）について表一2より珊・Mo・直径の変化を，ま

た比較のため外力は¢方向合：カを100k9としたときの端（kg）鵡（kg．　mm）Pガ1）ン

（mm＞を表に示した（煩雑になるので（2）の場合を省略し，代りに（4）の場合を詳述した。）。

（1）法線等分布荷重

表一4

1
一
H

1（弾）

（a）

珊 陥　1砺P・

σ））

脇　1砥 1）エ篇Pッ

50

50

0

5．56

0

0．00357

0．00356

（0．00346）

50

（50）

0

23．94

0

G．00167

0．OG166

’（0．00158）

最下らんの（弾）は弾性論による厳密解による値である。

（・）三角騰鉢一÷細…募る｛・＋・）笠匝嗣

表一5

（薄肉）

1

H

IV

（窃）

No 砥lD以D・

28．54

804．74

804．68

．0853 一．0853

・G8・2 m・852
．0868　　　　一．0839

・・865卜・・83・

　　　ドヘヨア　　ロリの　　　

煙1一・857

（b）

2＞o

28．54

鴻！D鎖D・

751．08

750．82

．OG87　　　　一．0087

・0086i一〇〇86

．0093　　　　一．OG80

．0092　　　　一．0079

・・…1一…88

（4）集r卜1荷重
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表一6

（薄．肉）

1

H

皿

IV

No N 鵡 M

・i書・…i書…θi

÷・鵡一圭勅）・P

　　　　　　一万・i・り・P

P。／嘉

〔劣（十一ξ）〕

　　　　　π
≒κ（芳一書

1方κ（＾　24　八）・｛

　2　　　π
　　　　十一
πκ（1＋κ＞4κ

　2　　　π
　　　　十一
πκ（1＋κ）　　　　4κ

　　　　だ　　　＋ζ一
　　　　4

・・／差

1〔劣（船釣）〕

1｝κ（1　　22　　π）

］
万
十）2一
π

　
「1
【
2

（κ十
κ

1

　2　　　1
　　　　十一
πκ（1＋π＞2κ

　2　　　1
　　　　十一
　　　　　2κ頑1＋κ）

　　　　F1
　　　一」万

（a）

酬 妬 1）3 Pッ

（b）

ND
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　表4～6の結果を比較することにより，法線等分布荷：重もしくはそれに近い荷重以外

では1すなわち曲げエネルギーのみより計算して差支えないこと。変位については当然

なことながらWの方が1より大きく計算され，P¢がDッに比べその差は大きくなり，厚

肉になる穿く（a）より（め）の方が）せん断の影響を無視することができないことが知れる。

10　む す び

　以上の結果をまとめると

　（1）厚肉円環に一軸対称の外力・モーメントがフーリエ級数（！）で与えられた場合生ず

る断面力・変位・直径の変化をそれぞれ⑩⑰⑲のフーリエ級数で与えることができ

た。

　（2）薄肉円環については上記の解に㈲のおきかえを行って求めることができた。

　　（第6項）

　（3）二軸対称荷重の場合は上の特別な場合としてさらに簡単な形で導かれた。

　　（第7項）

　（4）上記の結果を多数の例に適用し，フーリエ級数で与えられた断面力等を簡単なも
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のは既知函数で表わした。㈲により薄肉の場食に書き直したものは既に発表されている

解と一致することがたしかめられた。

　（5）ひずみエネルギーのとり方による断面力・変位・直径の変化に及ぼす影響を二種

の形状の試験片，4種の荷重に対して具体的数値例により示し，特別の場合を除いては

曲げによるエネルギーが圧倒的に大きく，厚肉になる程せん断エネルギーが無視できな

くなることを明らかにした。

　本理論は曲りはりの仮定をもとにした計算であるため厚肉になる程仮定の矛盾が表わ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
れて誤差が著しくなることは：否定できない。弾性論による円輪の厳密解は計算が大変面

倒なため資料は充分でないようである，従って曲りはりとしての厚肉円環と弾性論によ

る円宗との比較およびその適用範囲について，さらに深い検討が必要と思われるのであ

る。なお上記計算に対する実験の裏付も又臥帯に重要なことであるが後日を期すること

にした。

　終りに本計算に当って終始御熱心に討論され激励された本学工学部宮入武夫教授に深

く感謝の意を表します。

文 献

（1）　R．∫．RQark．‘‘Formulas　for　Stress　and　Straiバ．3rd　ed．　P．156．1954．

（2）　∫．　Pippard，‘‘Studies　in　Elastic　Structures．”　1st　ed．　1952

（3＞C．£．Larard．“The　Elastic　Ring　acted　upon　by　Equal　Radial　Forces．”Phil．　Mag．

　　　　　　　S．7．Vol．12．　No．75．　July　1931．

　　C．E．　Larard．‘‘The　Elastic　Ring．　A　Comparison　of　Strai簸s　Determined

　　　　　Experimentally　with　the　Stral簸s　Calculated　from　the　Ela＄tic　Ring　Theory．”

　　　　　　　Phi1．　Mag．　Vo1．12．　No．81．　Dec．1931．

（4）例えば

　　倉西正嗣　“一般構造力学”応l／樽学力講座　共立出版　PP．53－56．1958。

（5）　チモシェンコ著
　　　　　　　　　‘‘材料力学”　上巻　東京図書．P。371．1961．
　　鵜戸口・国尾訳

（6）森口・宇田川。一松。“数学公式∬”　岩波金書1962．

（7）　S．Timoshenko　and
　　　　　　　　　　‘‘Theory　of　Elast至city。”2nd　ed．　P。121．195L
　　∫．N．　Goodier．



74 佐々木三郎 No. 18

                              Summary

                 Strength Calculation of a Circular Ring.

          (As a eurved heam under tke action of a uni-symmetrieal lead)

         (Department of MechaRical Engineering, Faculty of Engineering)

    This report presents the calculations of the sectional forces and the

displacements of a thick circular ring under the action of a general symme-

trical load about an axis.

    In this calculations, we expressed the load by the Fourier's series and

used the Castigliano's theorem in which the strain energy consists of the

bending moment, axiai force and shearing force. Applications to the thin

circular ring and double-symmetrical load, in particular cases, are discussed

and applied some examples.

    The effect of the individual factors of the expressions of strained energy

on the sectional forces and the displacements were discussed with numenical

examples.


