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   Synopsis: A disc whose thickness varies as l/ra･,is usual}y used as a

  blade wheei in steam-turbine practices. It may probably be anticipated

  that the disc performs a torsional xr･ibration, when it is subjected to

  variations in its speed owing to the load fluctuations of a turbine.

  Therefere this treatment has an important signi'Eicance to study

  theoretically the characteristics of such. vibrations and the nature of

  resonance phenomena in a Eorced vibration. In the lst part CI), the

  differentiai equation of the torsional vibration of such a disc ls deduced

  3nd also the solution given. In the 2nd part (II. ), as some applications

                                         v'  of the soliitions ment'ioned above, the freqiiency equations ere {ound

  according to three dif'ferent; bo"ndary conditions. In addi'tion, a forced

  vibration is dealt with and the nat"re of its resonance is fidly studiied,

  when a periodically vary{ng externa} twist,ing inoment is applied to the

  inner edge o'f a disc. F,inally in the 3rd part (III) an elastic dis･c

  coupled to one rlgid rnass by an elastlc shaft ls conskered. Both free

  and 'foTced vibrations of such a system ar.a. sa'tisfactorily studied. The

  latter case resemb}es a single cylinder reciprccating engine that drives

' a disc which cerres'ponds, so to speak,to the vibratien of a fan impeller.

  * {'i'i'V"!i･)k<tl}Ctwtw

  * Professor of Shinshu Univexsity.
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　The　reSUItS◎f　OUr獄tln｝eriCa王CalCUIatiOnS　Of　SUCh　tOrSlOnai　VibratlOnS

　given　above　wil玉be　reported　later　i1ユthe　next　paPer．

　要　旨：厚．さがh一βr鋤で表される円板は，蒸汽タービンの翼車として，笑際王よ
　　　　　　　（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　　　　　　　　　　　（4）

く使用されてるる。この円板の横振動に就いては理論的にも叉笑験的にも充分な研究が

なされてるる，，然しその早れ振動は笑際に速度変動の際に起る可能性があり，相当重要

な事項であるに係らず，筆者の知れる範囲では，その理論的研究も未だ見当らない様で

ある。、かΣる意昧で円板の換れ振動を理論的に｝叡扱ひ，振動の本質を究明したのであ

るっ

　　　　　　　　　　　（．1）擾れ振動の基礎方程式とその解
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　　　　　　　　　　　　　　　　第　　　1　　　図

　第1図を参照して，円板の微小部分に就いて，円板の切線方向の運動方程式を樹てる

と，

　　賜一・・＋（・汁・ゴ）一望一欝・一・賊雛・……一・…・・一一…一・一・：・）

Sは勢断力，Fθは円板の角力口速度に起因すろ切線方向の慣性力，　dMは微小部分の質

量，ηぱ切線方向の変位を表してみる。

：：二∴∵書鰍∴∵調一一・）

（2）を（1）に代入して，高次の微小量を省略して，整頓すると，

　　一｝．審（出・・一一・四一毒・・雛一………一…・……一一…・（・・

円板が刊藻な角速度で嗣転ずる場合，叉は静止してみる時はめ薫0であり，蝕ではこの

嫌な場合0）みを考へる事とする。⑧の中にδ橿0と置いて，

　　÷一四四・・）一一貯h・一四一・一…∵一一・…・一一一・一…ω
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（3），（4）中でγは材料の比：重量，τrθは勢断応力である。ττθは弾性法則によって，次

の様に変位ηで表される。μを円板材斜の剛性率として，

　　一・（∂η　　η∂r　　r）（5）一・………一……・……………一・…一………（・）

然るにh＝βr｝ω……・…・・（．6），（5），（：6：）を（4）に代入して，ηのみで表すと，

　　審一｛・・一（．ζ強2．、＿＿∂r）ト毒・・一・嘉…一一…・…一一一…（・）

今η篇ひ（めs加pt…・…・・…r　8り，と麗いて，（．7）の偏微分方程式を常微分方程式

に』F：づ『と，

　　一斗魯ヨ飼・．嬬．∫＋・．・イ）一期一＋．慮・励・…一・・…・一（1・）

（9）の解を次の形で置き換える。謄評／2ξ（の…・……・………・………………（10．）

（ユ0）を（9）に代入すると，

　　器＋÷審．＋｛奮一捜評…｝ξ一・一一一・一一一⑪

今・一嘔・・一………・…＜・2）・旧き叉・一・／蓄……一一…（・…，

と．置いて，独立変数を変へると，

　　　離＋÷釜＋（レ釣ξ一・一・…一…一…・一…・……一・・（・・）

（14）はベッセル型の微分方程式であり，その解として，

　　ξ（r）謂〆1Jn（x）＋8Lnぐx：）………………・一……………・……一……U5）

　　ξ（r）篇ノ1∫且（x）＋BYを1（：x），｛nが0叉は整数の暗｝∴……・∴……・…・一（16）

但し孟，βは積分常数であるQ例えばα譜2の時は葺瓢0であるから，（116）によって，

　　ξ（f）躍∠1Jo（x）＋βYo（x）…一…一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…一一・・・・・・…一・◆◆・・・…〈17）

又円板が…定の厚さの時に，α醤0でn講一1となるから，

　　ξ（r）諏護∫ユ（x）十おY三（x）・………・…………・・………・………・……………（18）

（8），（10），（i5），（！6．），を用いて，変位ηは一般に次式で表される、、

　　η一回1｛・1J・（x）＋β∫覗（x）｝晦pt…………・一…一・……・一…q9）

　　η瓢τn＋1｛嫉∫箆（x）　十8Yn（x）｝sin　pt，｛rΣ灘0：又は整数の時｝　…………（20）

　　η一r観。（x）＋βY・（x）｝sin　pt，（α一2，　n－0）…・…・一………一（21）

　　η講　｛」」1（x）　十βY1（x）｝si鍛ptゴ　（α瓢0，　n訟一ま）　…………・…………・・（22）

（5）を用いて，

　　・。Fμ〔誕nJ。（x：）＋xj。ノ（x）｝＋斑瑠一、、（x》＋xJ一・！徹）｝〕τn　sin　pt…（23）

　　τ。Fμ〔4｛nJn（x．）＋xJn／（．x）｝＋填nYn（：x）一トxYnノ（lx）｝rn　sl簑P｛；…（24．）

　　　　　　　　　　　　　　　（n－o叉は整数の時）

　　　τrθ嵩μ〔∫1Jo！（x）　十βY氏、’（x＞〕xsinp乞，（．α漏2，まユ罵0ジ・…・……・………（25）
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　　・・θ献・1臨・：）一」…：・職・Y1・（・・一Y・（め｝〕÷・・…，

　　　　（α罵0，鍛解一一玉．．）…・・……・………………………………・・………………・…（26）

内周縁に於ける換りモー・メントをMtとすると，

　　Mt篇2πri2（τrθ〕r篇r1，で（τrθ〕r篇r10）値を代入して，

　　M：t騨Nrln〔議｛且」．n（．x1）÷x1Jn／（．x1．）｝十β｛nJLn（x1．）十x1」＿n！（x∂｝〕s三n　pt・・く27）

　　Mt篇Nr瓶訊脚Jn（．x1）一トx｛Jnノ《xll）｝十／3｛nY1，（xρ÷x1Yn〆（』x1）｝〕sl鍛pt…（28）

　　　　　　　　　　　　　　　（11二〇：叉は≧整委父の｝｝寺－）

　　Mt＝Nx1〔∫1」．o／（：x1』）十8Yo！r　x1、〕〕sia　pt，＜α軍2，鷺瓢0）……………………（29．）

　　M、＿鰻一〔孟｛x1敢。の…」μ．。∂｝・昭｛。、Y、・（。、）記Y、（xll）｝ll，韮。　pt＿．（30．）

　　　　　r1
　　　　　　　　　　　　　　　　（α鐙0，n罵一工）

但・N一・・癌幽尋濾1・・

　　　　　　　　　　　　　（、鉦：）　1箇の円板の隔れ振動

（A）　自　由　振　動
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　　　　　　　　　　　　　　　　　第　　2　図

　（は）　外周縁で自由，内周縁で弾性的に固定される場合。

　　周縁条件として，（第2図参照）

　　　　　　・一…M・一・吟謬二（忽ウー一・…一・・一…一（・・）・

　　　　　　r講r2；τ・θ一〇…一…・一…一・一…・・……一一一一・……・・一・（30）2

但しμeJは車軸の論れ剛性である。　（30）1の条件式は（27）を駕いて，

　　孟〔N｛・J・（・・）＋・」。・（・、）ト響∫。（x1）〕

　　　　　　÷・師」＿（・…、」冨（lx1）ト…墾一J＿（・り凶・一（・D

（30）2の条件式は（23）を窪いて，

　　∠4　〔nJnくxの　÷　x津∫nノ（x雲．ン｝　→一β｛nJ．．王，（、x2）　十　xJ＿11（x2）｝　嵩　0……（32）
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（311），（．321）からノ1，βを消去して，次の固有娠動数を決定するに用いられる振動数方

程式が得られる。

　　N〔｛n∫n（xの＋xJ。’（：x、：）｝｛nJ．。〔x，）＋x，∫．。’（x，二）｝一｛nJ。（x，）

　　　　　＋・・J・・（・，り｝｛・」一。（・、）＋XI」一武XI）｝〕＋…μ1丁一〔J．。（・，）

　　　　　｛n∫・（Xの＋X・∫・ノ∫Xの｝一」・（X1り｛nJ一・ぐX，：）＋X，∫・。’（X，）｝〕

　　　　　・麗0　…　曾・・…　一・・・・・・…　一・・・…　一・一『一・…　レー…　一・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・…　一P・・…　9辱・（33）

1ユ瓢0：父は整数の時にはJ＿ユ1をYnと置換：すればよい。

　　N〔｛nJn（xの　十　XiJn！（x1：）｝　｛nYn（x2』）十x2Yn！（x2）｝一　｛n∫n（x2）

　　　　　＋・，J。・（・，）｝｛・Y。・・ρ＋・勘騨＋伊．・〔・。・1・f）

　　　　　｛nJ。（：xの＋x2Jn／（x2．）｝一Jn（x、．）｛nYn（x，）＋x2Yn’（：x2）｝〕

　　　　　灘0　・・一・・一・・一・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・…　『・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・…　會…　一・一一・・・・…　（34）

　α湿2，（n罵0）の揚合には，

　　N・、｛J。・（・1）Y。・（・，）一J。！（・，）Y。・（・、）｝・・．・ジー．・Y，（・∂恥，）

　　　　　一　Jo　（x1）　Y♂　（x2）｝　二皿0　・・r9・・・・…　一・・・・・・・・…　r…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・（．35）

　α騒0，（．n羅一1）の揚合には，

　　N〔｛XJ童〆（x、：）一∫｛（x、）｝｛x2Y隻’（．xゴ）一Y1⊂x2）｝一　｛x2」2’（x2）

　　　　　一∫、（・，）｝｛・、Yデ（・、レY，（lx1）｝〕＋一解〔・，｛Y、（x1＝・鼠x1）

　　　　　一∫、（xのY、’（xの｝＋｛あ（xのY｛（x2）一J｛（x2）Y、（x1）｝〕

　　　　　＝コ⑪　・・・・・…　一・・・・・・…　一・・…　一・・・・・…　一・…　一・・一・・・・…　一・…　一・・…　口・・・・・・・・・・・・・・…　（、36）

　（b）外周縁で自由，内周縁で固定される揚舎。

　周縁条件として，

　　　　　1「鴫η瓢0’……閥’”’二………’…………’…………’（372
　　　　　／。一，，，。，θ一〇…一・・＿…＿……・一…・………・……一………（38）

（．37）の条件は（19）を用いて，

　　賊Jn（xゆ＋β」一n（x・）鵠0……一・…………一…・…一…・…・一・・一く39，

（38）は（a：）の回合と同一の条件式であるから，（32）を得る。故に（32うと（39）と

から護，βを消去して次の振動数方程式を得る。

　　∫n凶）｛nJ一難（x2）＋x2∫一n’（x露）｝一Ln（xD｛nJnしx2）＋x2∫n’（x2）｝

　　　　　溝0一………………・・………………・・………………一・……・・…………・…（40）

（のの揚合の車軸の換り剛性μoJが非常に大となった極限で，μIJ瓢Q。と麗くと，（33）

より（40）が直ちに求められる。即ち内筒縁曲論）条件は（a）の帳合の車軸の剛性が

OOとなった揚合に；縮当する藁
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　簑が0又は整数の時はC40）のJ．nをYnで言換すればよい。

　　　　Jn（x｛）｛nY。（x2）＋x2　Yn〆（x2）｝一Yn（x1）．｛nJn（x雪）＋x2Jn！（x2つ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ
　　　　　　＝0……………・…・・………・……・…・・…・………………………………・…（41：）

　　α漏2，（n曝0）の場合は，

　　　　Jり（x1）Yo！（x2）一Yo（x∂J’o（：x2）罰0・・……・…………………………（42．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　琴
　　α瓢0，（n嵩一1）の揚合は，

　　　　Jl（x1）｛x2Y王！（x2）一・Y，（x2）｝一Yユ（x、）｛x2J乏’（x2）一」ユ（x21＞｝

　　　　　　瓢0　・・P・・・・・・・…　一・・・・…　噛…　一・・・…　一・・・…　6…　一・・・・…　一…　一…　含一・一・駒・一・◎6・・・・…　ぐ43）

　　（．cゴ）　プヨタト満ゴ周系豪自匪ヨ4）場合，

　　周縁条件とし．て，

　　　　に：：；：：＝：………・…一……一・一……………・一…一一・・44・

　（．44）の2条件式から，

　　　　濫；二潔葭：1二：謝ll謙二嵩綴1二儀ll＝1｝…一働

　（45）の2式から孟，βを消去して，

　　　　｛皿」且（x1：）＋x｛Jn1（xτ）｝加」唄（x2）＋x2Jn〆（x2）｝一｛nLn（x、）

　　　　　　＋XIL。ノ（x1』）｝｛R∫。（x2う＋x2」。ノ（x，）｝一〇………・……一一・（46）

　n＝0叉は整数の揚合は，

　　　　｛nJ皿（xの÷xJ。／（x、．）｝｛nY。（x，）＋x，Yn1（x，）｝一｛nY。（x、）

　　　　　　＋x，Y壼！（x・）｝｛n∫。（x，）＋x2」。’（x2）｝一〇…一・一…一…一・＜47）

　　α瓢2，（n＝0）の場合は，

　　　J♂（Xi）Y。’（：x2つ一Y。1（xユ）J。1（xの一〇………・…一…一……・……（48）

　　α；0，（n翼一1）の揚合は，

　　　　｛xJ／（x1）一一Jぽ（x1）｝｛x2Y／（x2）一Y1（x2）｝一　｛x」Y1！（xD

　　　　　　－Y1（x1）｝｛x2∫デ（x2）一J」（x2）｝＝0…………・・…・………・……・・纏9）

　（a）の揚合に於て車軸の剛性が非常に小さくなった極限ではμ。J瓢0となる。（33）中

・にμo∫蒲0と置くと，（46）が直ちに求められる。郎ち内周縁の自由である条件は（a）

　の場合の車軸の剛性が0となった極限に根当する事が知られる。

　（B）強制振動

　　外周縁で自曲であり，内周縁にMt匹M・s斑礁で表される周期的に変動する換りモ

　ーメントが作用する場合の円板の強綱振れ振動を論ずる：事とするQ周縁条件としては，



               '
 No.4 P,,'s'."))gh= 3r--tn -6･Slg2･z tsliligila)its,?t,}ffre'ij(f,g vva1) ' (7) 13

   1' == 11 ; rv!t =: Mo Sin qt････-･･････････････････4････Ji･i････J･･････i････････････i････4･(50)

   1' :=-:, r:, ; Tro =r O -････････:.J･..･.-･-..-.･.i･･････i･,･-･･････.i.-･E･･･.･･..Ji･････-････L･(5'1.)

(.5e) Or)･k{t{:eill (27') -tr' MLN-(, , ,
   xi {n Jn (. IIJ')･ + Ui Jn' ( Ui )} "l- B {nJ-n ( Ui ) + UJ --- n' < U'i >}

         M     "-:''N'ie'n ''''''''''''''''''''```''･･･････i･･･････-････････--･･･････-･-･+-････-･･････(52)

(5b `I)Sz{tl:ei}: (32) 2z--tw-g--rg,. PEk (32.) ,i-i:a.) x,, oD6-V) }C. u,) vC･-esag[l,Lv(,

   A {nJn(uLb + u:,Jn' (ut})} ÷ B {nJnt.n (uL) -e utJ-n' (u`i)} =e･･････(53)

(52), (53) 6r.j!EvNv(, .･i, B abej<bb62xij5.

   -4 fu -'N'Mz'T,.;'ii" {nJ-n (u`-,) -l-'ui}J-n' (vL,">}･･････････････-･･-･････i･･･-･･･････････(s4)

   B =`' -"Nt21'lt9TI.irn {nJn (1"L}) {- utfrn' (ue)} ''''''''''''''''''''''-'''''･･''''i`'･･(ss')

                                            '
   dt = {njn (u,) + U.Jn' (llD} {nJ-n (U2) + U2J-n' (U2)}

     ww {nJ-n (UD + tlJ-n' (UD} {nJn (UL}) + U:,Jn' (U2)} i''''''''''<56)

 3( ui = q/:./-gWI" r, , u2 == q/--/litll: rt,

'(19) tri･:k iJ} <,

   i71r =-t -NMi-O,r- (lam)n ({nJ-n (uL)) + uL) J-n' (uL})}Jn (u)

     - {nJn (u2) + nL)Jn' (uL})} J-n (u)) sin qe･-･･････････････････+･････････(57)

 6E L, u == q Vt-2}tt-･ r;a tt rlrrt ;m =-Tr,,lri

(23) tr: k e) -(,

   rrel,et : -'NM-dO;'rr (IAm)n ({nJ-n (uz,) -F uL,J-n' (.uLD} {nJn (u)

     + uJn' (u)} - {nJn (U2) + UL)Jn' (U2)} {nJ-n (U)

     + uJ-.' (u)}) sin qt ･i･･･-･････-････････-････････････-･}･････････+･･･-･･････････([58)

n ;O j!(e&astwa)B{iiau*,

   di == {nJn (uD + UiJn' CUD} {nYn (U2) + UL'Yn' (Us)} '

     - {nYn(UD + UiYn' (Ui)} {nYn (UL,) -- UL}Yn' CUti')}''''''''`''''''(59')

   x4 = -Nm,Mf' {'rOII{- {nYii (Ue) -i- uyYntr' (ug)} ''''i'''''''''･･'･'`'''''"'''''''''i'''(60)

        M   B ==' Nzili',,f- {nJn (Ug) + uL,Jn' (u;,)}'''''･･･････-･･･-･･･････････････････d･･･+･('61')

 ulr pt- --NMi,- (am)n ({nYn (uL,) + uv.Y.' <uL,)} Jn (u')

     -Y {nJn (U;}) mt' UL)Jn'(U:)IY Yp (IU)) Sin gt'''''''''･-･''･'"･'"t-t･''･"'･"tt('62)

,
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　　・・θ／・一一叢θm）・〔・・Y・（・ゴ）桟ぬ・（蝋・J・崎

　　　　十uJnノ（u）｝一　｛n∫n（uの十u2Jn〆（uの｝顧Yn（．媛，

　　　　十uYn！（u）｝〕s呈n（！t・…・・………………・・……………・・…・・……………（631：）

α篇2，（鷺瓢0）の丁合は，　　　　　　　　　　　　　　　　　　貯

　　4篇u、u2｛∫o！（題1）Y。’（u2）一Y，1’（Uδ」，〆α1の｝………………………（64〕

川町1「趣聡L＿…．＿……＿．…．…＿一＿…．…一（65）

　　β一一飴ir・，J♂（・，・），1

　　・／・一…砦・Y♂（…）あC・1・・刀・uのい紬q・…・…一（66・

　　…／・一浴やU…恥・恥・一J♂・・のY調…q・・一（67・

α調0，（n篇一1）の場合は，　　　、

　　ノ1＝　｛uJ1！（．u1．）一」1（ul．）｝｛u2Y1〆（uの一一Y1（u2：）／一｛u1Y11（u1）

　　　　一一Y［（U11）｝　｛U2」〆（Uガ）一一∫、（t1の｝………・…………一…・……・…・（68）

1ゴ繍薫∵∵∴｝一∵一一三一醐

　　・／・一絵一〔…Y画トY，・副、（・・…螂：・の

　　　　一J，（uの｝Y、ぐu’）〕s1nqt……一……・……一・一…・…一……〈⑳）

　　…／・一轟λ1∫〔｛・鮎・α・・』Y幽1）｝瞬・・（・）→・（・）｝

　　　　一｛u2Ji’（．u2）一一」1（‘L玉，〉｝luYμu）…Y、（u）｝〕s｛n　qt…・・…・…（71）

　内周縁に作用する周期的振リモーモントMtの周期が周有振動の周期と一一．藪する時に

は，q嵩Pであり，従って，　u1需x｝；u2淵x2となる。か様な場合には（「56）のゴ1の値

は（46）によって0となる。従って，η及びτ，θの値は。。に接近する事になり，共

鳴現象が起るのである。即ち網期的触りモーメン｝・Mtの周期が両周縁自由の場合の岡

有振動周期と・一致する時には共鳴が起る；彗事が知られる。

　　　　　　　　　　　（沿う　円板と剛性質量との連成振動

　第3図に，示す様に，円板と／箇の剛帽三質量とが弾性車軸で達結されてみる揚合の連成

振動を蚊で論ずる事とする。

車軸については，その回れ振動の方程式は，

蒲・禦一興…一・…・：一一一一・一・，一……・一…（72＞
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　　　　　　　　　　　　　　　　第　　3　　図

γo及μoは夫々車軸材’料の比重量及び剛性率で，θはその挨れ角を示し，2軸の原点は

車軸と円板の連結点に採ってある。車軸に作用する換りモーメン・トをMt．。で表すと，

　　M・・。一・。∫彩………一・…・………一…・・一・一一・……一………（・・）

」は車：軸の横断面の極慣性能率である。

今，

　　θ一ζ（Z）si獄pt………・……・……一…・…………一…・一…………∵・・（74）

と置くと（72）は次の様になる。

　　藩一一一三一び・……一・…・・…一…一・…一一……・…………（75）

（75）の解として，・

　　・（・）一C・・べ戸→＋D…←菱1つ一一……・……・…………（76）

　　・一〔C…←半）＋D…（一￥）〕・ゆ…一……・一……………（77）

　但し，

・・一・〆一三1従って・与一・〆畜一・◆…一一一・………（78）

　又

　　M・・。一μ。J男『C…（一￥→一D・三・←響）〕・i…一・………（79）

（A）肖由振動　周縁条件として，

　（a）円板の外周縁にて，

　　r瓢r2；τrθ謙0・…………………………・・……………一・・………………（80）

　（b）円板の内周縁，即ち円板と草軸との連結点で，

z一い　・
o鰍∴（箒卿，：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：：ll：
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（81），（82）は夫々振リモーメント及び変位（切線方向）が連続である条件を表してみ

る。

　（：C）車軸の右端即ち劇i祉剛性質量との連結点では，

　　（M…）・…一煮・一雛…………・一………………一…・………（・・）

（83）は車軸に作用する擾リモーメントが剛性質量のll貫性偶力に等しい条件を示してみ

る。但し1は剛性質量の慣性能率である。

（8σ）の条件より，

　　護回n（．xゴ．）＋x，」ガ（：x2）｝÷B｛aJ唄（xの一｝一x2∫一nノ（x2）｝一〇……（84）

（8Dは（27）と（79．）を、弔し・て，

　　N職n〔五｛nJn（xの＋xJ、、1（x、）｝十8｛琵∫一且（x1）

　　　　＋・・J－n1（・・）｝〕一μ・」疇。・C…・・一一…・……一一一・一（85）

（82）は（19）と（77）を用いて，

　　r重n＋1〔．4」丑（x1）十βLn（xI．）〕二r1D・・………………・………・・……・…・・〈86）

（83）は（79）と（77）を用いて，

　　Ccosx。一DsiRxo＝kxo｛C　si難xo十Dcosxo｝…一…一・…………（87）

但…一ゐプ・駐・／二無1

或は（87）を書き更めて，

　　C｛cosxo－kx。s亙取xo｝一D｛s1Rxo十日目ocosxo｝篇0………・…・……〈88）

kは剛性質量の慣性能率と車軸自身のそれとの比である。（85），（83）よりC，Dを夫

．々A，Bの項で表し，これを（88）に代入して次式を得る。

　　　〆NZ　　AI旧ン1丁（c◎sxドkx・，s茎・X・）｛・鼠xゆ＋x」・’（x・）｝

　　　　一・（・・曝…c・…）」・（・・）／＋B謂や・…

　　　　一kxりsinxo）　｛nJ＿n（x∂　十　x」．」＿nノ（x、）｝　一xo（sinxo

　　　　＋kx。c…。）」＿（・、）レ0・一……一・……一………・…………G89）

（84）と（89）からA，Bを消去すると，次の振動数方程式が得られる。

　　　NZ
　　…π（COSXドkx・si・x・う〔厨・（X・）＋X」・！（X・）｝｛・」一・（・・）

　　　　＋X2Ln！（X2）｝一｛癬覗（X｛）＋X、Ln／（X、）｝｛n∫皿（X雪）

　　　　＋XJn’（Xの｝〕一一X。（sinx。÷kX。COSX。）〔∫且（X∂瞬一n（X2）

　　　　＋x2」一n’（x2）｝一」覗（x、）願Jn（xの＋xユ」、、’（x2）｝〕篇◎………（90）

n罵0又整数の揚合には，（90）の」覗をYhで置換すればよい○



Xo．4 康さがh＝βrωでi表される円板の｛堤れ轟動（第1報） （11）17

　　　N1
　　’π：「（cOS・・…k・・si…）〔｛・」・（．XI）＋X」・！（x・）｝｛・」・（xの

　　　　　十　x2Jn！（x2）｝一　｛nYn（xD十xコ．Yn〆（x1）｝｛nJn（xの

　　　　　＋x2∬（x2）｝〕一x。（s魚x。＋kx。CGsx。）〔」。（xの｛nYn（x、）

　　　　　十x2Yn1（x2）｝一Yn（xユ）｛nJn（xの十x2Jn’（xの｝〕＝0・・…・……（91：）

α犀2，（n篇0）の場合には，

　　　NZ
薪：「（ccsxr　k・・si・x・）・・｛J♂（x・）Y・ノ（x・）一Y・’（x・）」・／（x・）｝

　　　　　一Xo（sinXo十kXoCOSXo）　｛Jo（Xi）Yo！（Xの

　　　　　一Yo（x．）Jo！（x2）｝瓢0……・…………・・……………・・…・……………（92り

α臨0，（n＝一！）の厚さ一定の揚’合には，

　　器《…x・一…s・　・）〔｛xl∫r（・・）一J・（x1）｝｛・・Y陶

　　　　　一．Y王（xの｝一　lx‘Y♂（x1：）一一Y1（x1）｝｛x2」〔！（x2）

　　　　　一J、（xの｝〕一x。（si且x。＋kx。CGsx。）〔J1（x、）｛x2Yヱてx2）

　　　　　一Y1（x・）｝一Y・してx1）｛x2」〆（xの一．」1（x2）｝〕泣0・…………・…＜93）　　　　ア

（B）強制振動，剛性質量RこMtfM。si皿qtで表される周期的な擬リモーメントが作

用する揚合のこの系の強制振動を蝕で論ずる事にする。周縁条件として，次の3式が存

在する。

　（a）円板の外周縁にて，

　　r瓢r二；τ。θ鷹0一……・∴・…………・一・…………………………・……一・〈94）

　（b）円板の内周縁，即ち車軸と円板の連結点では，

　　（Mt）r＝rl篇（M宅．o）z訟。一・………・…・……・……・……一…・…………一…〈95）

　　（η）。一rl－r、（θ）圓一・∵…………一・一……………・一一……・〈96γ

　（C）車軸の右端，即ち車軸と剛性質量との連結点で，

　　　（M…）・…一着・（器），義÷M・s・蝋…一……・一一……（97）

（94）より，

　　　A｛11」、、（uの＋u2Jガ（u2）｝＋B｛nLn（uの＋u2」＿n！（u2）｝篇◎……（：98）

（95）より，

　　　Nr£nこA｛RJn（u1）十uJn1（Ui）｝十B｛nLロ（馬）

　　　　　＋・」、・ω｝一。。J乎・……一1……・・…・・……一一…・一（・・）

旧い凶／蒲・
（97：）　よ　り，
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・・・…一D…v・一…｛C…v・÷D・・…｝＋一
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（96）より，

　　　rコn＋1〔AJn（u1）十BJ＿n（uρ〕鷹r1D・……・『一………一…・………（101）

（99），（101）よりC，Dを夫々A，　Bの項で表し（100）に代入すると，

　　　　rNZ
　　ALμ三一（COSVr　k・・si・V・）回・（U・）＋曜（㊧｝

　　　　　一・・（・曝…C・・V・）∫・（・・）播し認一（CC・V・

　　　　　一kv。si皿vの｛nJ唄（uD＋・u、J－n！（u、）｝一v。（sinv⑪

　　　　　＋k・・c・…）」一（・・）〕一惣毒…一……………・一………（・・2）

（98）と（102）からA，Bが求められる。

A一
侮・E」…・（・・）＋・」一n・（・・）・……一・・…・…・…………；・〈・・3）

　　　B一一7る燦郡厨・（の＋u霜（u・）｝…∴・一・一一…………・一（104）

　但し∠2は次式で与へられる。

　　　　　　　　NZ
　　　∠・＝μ。J（cosv－k・・si黛v・）〔臨（u・）÷u・鼠・）・｝

　　　　　｛nJ－n（u。）＋u2」一n！（㊧｝一｛n工一n（u、）＋uJ一、、！（Ui）｝

　　　　　　｛nJ且（u2）＋u，Jガ（u2）｝〕一v。（sinv。＋kv。cosv。）

　　　　　〔Jn（U」）｛nJ烈（u2）＋uジ」一n1（u2）｝一J－n（u、）

　　　　　｛nJn（u2）　十　u2Jn’（u2）｝〕　・一一・・一・・・…　一・・・・・…　一・一・…　一・・◆一・・・・・・・・・・…　《二105）

円板の変位及勢断応力は次の様になる。

・艀辮（町回一轟）…∫一趨）賑・）

　　　　　一一　｛nJn（u2）　十　u2∫ガ（u2）｝　J＿n（u）〕s三n　qt　：……………・…・……（106）

・・θ／・一期（禦〔臨（恥）ヂ・・J一趨胴・（・）

　　　　　十uJn！（u）｝　一　｛nJn（u2）　十・u2Jn〆（u2）｝　｛aJ＿n（u）

　　　　　十　u∫＿n！（u）｝〕　s三nq士・………………・・……………・…・…・……………（107）

車軸について，C，　Dの値は（103），（104）のA，　Bを夫々（99），（101）に代入して

求められる。

C一論缶・（譜づ〔・・L・（・・）＋曜（・・）・｛・」・（・・）

　　　　　　＋u、Jn’（鷺、）｝一｛nみ（u2）＋t1鐸Jn／（u2）｝｛nJ－a（uの

　　　　　　十u王J＿皿1（uの｝〕一…・…・一…………・一・……………・……・∵……（108）

　　　　　　　　　　　　隔
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　引

D一（M孟μoJ）蚤〔・・L・ω＋・・」一・1（・轟ω

　　　　　一　｛nJ11（u2）　一ト　u2Jn’（u2）　｝」＿n　（uエ）〕・・・・…　一・…　一一・…　一一・一・・・・…　〈109）「

車軸の振れ角。，及び作用する換れ牽一口ント巌t・oの値は次の様になる。

レ溜罫卜謡い（・」一・（・・）＋・・」一・・（・・））（・」・（・1）

　　　　　　÷uJnノ（uρ）一（nJ・（u・）＋u・Jh1（uの）（n∫一・（uD

　　　　　　＋・・J・ノ（・・））｝・i・Cll乙）＋｛J・（・・）（・J一・（・・）

　　　　　　＋u．2∫一、、1（u2））＋」一n（uエ）（nJn（uの＋u2Jn’（u2））｝

　　　　　…ぐ平）〕………・一……………・……一………・…………一…（…）

　　　M…一一讐・一㍊ゴ・（nLn（u2）＋・・L轟））（・J・（・・）

　　　　　　＋　u1Jn！　（uI））　一．（nJn（u2）　一＋・　u2Jn1　（u2））　（nJ＿1｝　（u1）

　　　　　　＋・」…’（・・）｝・。・（一Y磨一）一σ・（・・）（・鼠・・）

　　　　　　十u2∫＿n！（u2））一」＿n（u1）（n∫n（u2）　十tI2Jn！（u2））｝

　　　　　…C￥〉：…一…一一…一…・…………一…1・……一…一（…）

R謹G叉は整数の揚合には∫覗の代りに．Ynと置けば上記の諸式が適用される。即ち・

　　　・・一一←（・・…一・v・・拠v・）〔臨・・）＋蝋・・）｝｛珠Y・ω

　　　　　　十u2Yn1（u2）｝一　｛貧Yn（uユ）十u1Y、1（u1）｝｛nJn（u2）

　　　　　　＋恥Jn’（u2）｝〕一v。（si烈v。＋kv。ccsv。）〔J皿（ul）｛簸Yn（u2）

　　　　　　十uコYn！（u2）｝一Yn（uコ．）｛nJn（u2）十u2∫ガ（u2）｝〕……………（112）

　　　lA一暑蛤（　142r1豆）｛・Y・（㊧＋・・Y・・（・・）｝一……・・……一…（・・3）

　　　｝B鵡一辮儲、ガ）回・（・・）＋蝋・・）・……・…・・…………（…）

　　　・／・一廻（讐〔｛・Y・（・・）＋・・Y・・（・・）｝」・（・）

　　　　　　＿　｛狙」且（u2）十u∬n1（u2）｝Yn（u）〕si鍛qt　……・・…『……………ぐ115）

　　　・・θ／・一一撫イ≦禦〔｛・Y・（・・）…Y・嘔）・臨・）・

　　　　　　十　鷲Jn1（u）｝　一　｛エユ」且（冒の　十u2Jnノ（u2）｝　｛nYn（u）

　　　　　　十uYnノ（u）｝〕sin　q七……・・………・…・……・…・…………・…・…・……（116）

　　　C一（Mo1μ6ゴー）・訟・C器一）〔・・Y・（・・）…Y・’（・の・

　　　　　　｛nJ。（u、）＋下訳u、）｝．一｛鼓」。（u，）＋“，J。・（u，）｝

　　　　　　｛nYn（uユ）十uユYn1（u1）｝〕………9・・………………・……………・・…・・〈117）



2o a4) a,3･ fgse eg No.4
  D = (--l)I!ttnvl ) ' i Un Cui) {nYn (uL･) + ttL'Yn' (UL')}

     - Yn (Ux) {nin (Us) ÷ u2Jn' (Ue)})'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''(l18)

  e -= (Slll,leJi-) -t-i-. C---v--ge/-Z,J- {(ny. (uL}) + u2yn' (uL,)) (nJn (ui)

  + ttJn' (ui)) -: (nJn (tzL,) + uL,Jn' (uab) (nYn (U2)

     + UL,Yn' (UL'))} Sin (wwYL2!r) + {Jn (Ui) (nYn (utl･) + uL,Yn' (Ua))

     - Yn (Xli) (nJn (Urt) + tt:,Jn' (ut))} c6s (rmVrmIOIrm)] '''･-･''''''''''''(119)

  Mt.o =] --IIYItibi,II-O- ["--vma,t61:lig-' {(ny. (uu,) T' uL,Yn' (uL')) (nJn Cui)

     + UJnf (Ui)) ' (nJn (UL,) + UL,Jn' (U2)) (nYn (Ui)

     + UiYn' (tti))} cOs (-Y24--) - (Jn (ui) (nYn (UL)) ÷ UL'Yn' (UL'))

     - Yn (UD (nJn (uLD + u2J.' (ti2))} s,in ( VSZ-)) +-･･･-･･･-･+･･････(120)

a ==2 (n=o) osaeu*,

  du' "" pt,J- (CO'SVe ww kvoSinvo) uiuc {Jo' (tti) Yo' (uL,)

     " Yo' CUD Je' (UL,)} m vo (Sinvo + kvoCOSVo) UL'

     {IJe (Ui) Yo' (UL,) ww Yo (uj) .To' (u2)}････････+･i･･････････････-･t･･･････････(121)

  IA =- ceOJI- (-i-) u,Y,t (tt,,)..･････+････････-･･i･･･････････････････-･+････････････(122)

  IB = -- -l¥F:JA- ("-,iii'-,,-) u,･Jo' (u,))･････ ･････ ･･-･･･ ････････････ ･･･lt･････････-･ (i23)

  rp/r -= Y,eJ-l- GiJ-) uL, {Yo' (u2) jo (u) - Jo' (ut}) Yo (u)} sin qt･･･(124)

  TrelLt = E)il,l[l(- (i,,un-) [ItiL,u {Yo' (uL,) Jo' (tt) - Jo' (uL,) Yo' (u)})

    sin qt ･･･････････-･････････-･･････････････i･･････････-･･････････-･t････････････････････(125)

  C == -tLtrm,'//l'" ("nvtJliww,;") (T'f-IEES'u) uiuL' {Yo' (tt2) Je' (ui)

     H Jo' (U2) Ye' (Ui)}''''''`''･'''''''''''''''''-'-'''''''''''''''''''''''''`'''''''(l26)

                 #･  D =: -¥,/l- ("//U.-"-) (Jo (t?D Yo' (uL,) ww Yo (ui) Jo' (UL,)) '''''''-'''''''(l27)

  o = -I){,l//- ( All'. ) [ vi)tl,l,':sum' uiuL} {IYo' (ut,) :To' (ui)

     -- Jo' (uL})"Ye' (ui)} sin (--YSI'Z) -i- urt {Jo (uD Yo' (ut})

     - Yo (ui) Jo' (ttL,)} cos (-Y71--)lp+･･･-･･･-･････････-･･･････････+-･････････(128)

        MeVe r Nl  Mt-e = d. -t v,,ttoif-- ttiuL, {Y,r (u,,) J,t (u,) -

     Jo' (u,,) -Yo' (ui)} ces (--[YIEi-Z--) - ua {[l'o (ui) Yo' (uL,)

     - Yo (ui) Jo' (uil)} sin (--Y-OIZ---).] ････････････-+･････････････････+･･････････(129)
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α＝0，侮瓢一1）である厚さ一定の円板の場合には，

　　　　　　　　NZ
　　　∠・瓢属r（COSVドk・・S三nv・）〔｛婦・ノ（・・）一∫・（・・）｝｛・・Y・’（・・）

　　　　　一Y1（u2）｝一甲｛uエYエ’（u1）一Y1（u1）｝｛u2J1！（妬）一」三（“2）｝〕

　　　　　一v。（sinv。＋kv。cosv。）〔」、（uエ）｛u2Y、’（u2）rY、（u，）｝

　　　　　一Y1（Ui）｛u2∫1！（u2）一」賃（u2）｝〕　……………・・…………・……・一（130）

に旗惣欝∵∴：）；㍑ll二ll二二二二llニニ1

　　　・／・一・垂（1あ）（走、）〔…Y・・（・・）一Y・（・・）・」・．（・）．

　　　　　　一　｛u2」ノ（u2）　一」1（u2）｝Y1（u）〕＄inq℃　……・…・・…・・………　…〈133）

　　　・・θ／・一鶉蛤（ユノ雪）（、蓋）〔｛・・Y・・（・の一Y・（・・）｝・・」1・（・）

　　　　　　一J1（u）｝　一　｛u∬1〆（uの　一」1（u2）｝　｛uY1！（u）

　　　　　　一Yエ（u）｝〕s圭nqも…・…・・………・…………………………・・…………（134）

　　　C一（M。1μoJ）意儲）〔・碍（・・）弘ω｝鳳嘔）

　　　　　　一J1（u1）｝一　｛u2」1ノ（u2）一」1（u2）｝｛uIY1！（u◇一Yi（uD｝〕…（135）

　　　D一（M♂μ。∫）一一士〔」・ω｛・・Y・ノ（・・）一Y・醐

　　　　　　一　Y1　（u1）　｛u2J1’　（u2）　一「J1　（u2）｝〕　・・一…　一・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・…　一一・6〈！36）

・一一
ﾟ∫）〔謡」一｛（・・Y・・（・・）一Y・（・・），（・・」・・（・・）

　　　　　　一J1（u1：））一（uJI1（uの一∫1（賛2））（uユY11（u1）一Yユ（u1））｝

　　　　　…（VoZ　1）＋｛い・）幡1（・の一Y・（・・））

　　　　　　一Y・（・1）ω・！ω一J・ω）｝…C讐）〕・…・…一………（・37）

M・・一
x〔NlV。μ。∫｛（U・Y・嘔）一Y・（・，））ω・・（・の

　　　　　　一」1（u1））一（u2J1’（u2）　一J藁（u2））（段1Y1！（Ui）

　　　　　　一Y・（・・））｝…C磨）一｛」・（・・）（・・Y・’（・の一取・・））

　　　　　　一Y・（・・）（・・J・ノ（・・》J・（・・））｝・三・C讐）｝…・…一…一（・38）

附性質量に作用する換りモーメントの周期が振動系の固有周期と一致する晴はq羅Pで

あり従ってVo篇Xo，　u1瓢x1；u2漏迩となるから（！05）で与へられる42の値は（90）

によりて0となるQ従って（10δ．）の変位，（！07）の勢断応力，（110）の換れ角θ，等

は。Qに接近しする事になるから，共鳴現象が起る事が知られる。
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　　　　　　　　　　　　　　（w）結　　　　醤

　以上を総括して，鼓で取扱つた主要項鼠を述べ結言とする。（Dに於てほ円板の換

り振動の基礎微分方程式を誘導して，この解法を明にした。変位も、勢断応力も共にベ

ッセル函数で表される事が知られた。（H）一般解の応用として1箇の円板の自由振動

と強制振i動を論じた。自噛振動は3箇の異なる周縁条件の場合，即ち（a）外周縁自由

で，内周縁が弾性的に固定される揚合（b）外周縁自由で，内周縁が完全固定の場合

（c）内外両周縁共に自由の揚合を述べ，夫々について闘有振動数を決定する振動数方程

式を導いた。強制振動の例として，外周縁自由の円板の内周縁にM乞嵩Mosぬqtで表

される周期的変動偶力が作用する場合を取り，その共鳴現象を解明した。（蟹）1円板

と1箇の圃性質量が藤性車軸で連結されてみる振動系を老へ，その振動を調べた。先づ

円板の外周縁が自由の揚合の系の問有振動数を与へる振動数方程式を導き，強制振動の

例として剛性質量にMt．o豊Mos沁qtで表される周期的変動偶力が作用する揚合を考

へ，系の臓卜振動を論じ，その共鳴現象を解明した。樹数値的の計算，及び実験等につ

いては追って報告する予定である。
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