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　　　　　　　　　　　　　Lはじめに

　確率変数、Yが密度関数ノ（x；のに従うものとし，データから未知パラメータ0を推竃

する問題で，Xの実現値Xi（i・－1，……，2＞）そのものは与克られず，　Xiが含まれ～各区

聞（yi，Zi〕だけがデータとして得られる場脅を考える。たとえば，度数分布衰に霜と

められたデータから，未知パラメータを推定する掲合があげられる。この1呼，通常は尤

度関数

L（の．・”　1’工｛F（Zi）一・－F（yi）｝　　1且し，　F（。）は∫（・）の分布関数

　　ゴ翻ユ

を最大にするような0な求めて最尤推驚値としている（Heitjam（1989））。しかし，こ

の方法は，区間の一部が重複しているデータに対しては一致推定量を与えてくれない揚

合がある。鍋谷（1983）は仮谷（1980）のデータを引用し，それを指摘すると同時に，

Xから区間（y，fl〕が決定される確率機構を考1戯することにより，そのデータに新たな

解析を加えた。それは，確率機構を考慮した対数尤度関数から腹接的にパラメータを推

定する方法であり，複雑な計鋒を必要とする。そこで，本論文では，さら｝e－・般的に区

間データの一h部が欠測している揚合も含めて考察を加え，区間（y，Z〕カミ与えられたと

いう条件の下でのXの条件付分布を利用した新しい推定法を提案し，その妥巌性につい

て検討する。

　　　　　2．欠測値を含む区間データからのパラメータの推定

　例として，問隔分布∫（X；θ）に従って生起する独立な事象系列を考える。この時，婁

象の発生間隔κは観測できず，図1のように一定時間tで分割された任意の区間に墓象

が生起するかしないかだけの情報しか得られないものとする。いま，図のようにtiの

区闘で事象が生起し，途中の区間で生起せずに，次に区間tゴ（ゴ〉ので生起する揚合を

考える。ただし，区間f内に事象が一一つだけ生起するとは限らないものとする。この時，

得られる情報は

　　　　　　　　　　　　　（ブーi－1）t〈Xi≦（ブーi十1）t
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tl　　　　　　　　　t＞＼　　　　　　　ノ／tl
　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　　　／　　　　　　　　　　　　、㌦　　　　　　　　〆／　　　　　　　　　　　　　一一t／－x〆戸

　　　　　　　〉く　　：　：，B象ρ）！l三，起

　　　　　　　x：発生間隔
　　　　　　　t　：区　　間　　幅

　　　　図1　事象の生起と発張間隔

であり・デー燥区間データ（（ブーi－1）ち（ブー∫＋1）t］とし，で賊られる。ここで，～勉）

ような場合境惑丸る。注目した時間に，　2＞十1個（2Vは未ク；li）の富錬が生起し，1＞個の

発生間隔Xl，・X：2，……，　XNが出現してい7」が，このうちのいくつかは区悶tより小1ざい

ためある確率で区間データとして観測されず欠測し　（この数を辮とす濱ゆ，残りの12・’・：

N－m個だけが観測できるも4）とす為。このように，m個の欠測デー遼がど鯨5場合，

観測された区間デー一タから分布ノ（X；のの来知パラメ・一タ”な推定すゐ方法にW，いて哲

劣誓をカHジ～繭る。

　データび）特性を明確にすゐために表1の度数分布爽の形に鵬理iノた、，炎の区問数（プ）

炎1区間データ
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XOI，　Xo2，　’°騨’邑い韓鱒，　．X’Om
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　　　　　　　　　1

Xrl，　X22，　’°°随゜n°°門，　潔，・tt

　　：　　　　　　　　　　　　　　　r

Xkl，　Xk2，　触゜四’餌’°’”，　鐸An

　　　　　　　　　kfe

Σ・凹
iPt1

は事象が生起した後，次に初めて生起するまでの区閻数を糞す。また，これは区間数0

の場合を除いてt　・1とおいた時の区間デー一　Bの中点を表している。

o〈・〈tの場合は・＝つ以上の事象が一っの区間内に坐起して区聞データとして観測

されず欠測するか・二つの区間に分かれて生起し区間データ（0，2t］が得られるかのい

ずれかである・欠測する確率は編ミoに近い時には大きく越脚セこ近づくにつれ小さ

くなると考えるのが妥当である・そこで，欠測する確率は図2（a）のようにxの関数1－

x／tで与えられることを仮定する。また，同様に区間データ（O，2t］が得られる確率砿

その中点tで最も大きく・0あるいは2tに近づくにつれ減少する1－lt－xl！彦なる関

数（図2（b））を仮定する。さらに，他の区間データについても同様な関数を仮定する。

　ここで，区間幅tを1としても一般性を失わないので，記号を簡単にするため，以下

の議論においてはt　・1とする。また，分割された区間幅が一定のため表1に示したよ



欠測値を含む区間データに塞つくパラメータの最尤推定について　　　　　　15

　　1
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　　　　　　　　　　　溜

　　　　　　　　　　　奮

　　　　　　　　　　　L
　　　　　　　　　　　tUO

1」蛮づ～L

0　　　　　1t　　　　2t　　　　　　　O　　　　　lt　　　　2t

　　　　　X　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X

（su）久測する確率　　　　　　　（1））　（0，2t〕　となる石雀Σ韓

　　　　　　　図2　x’と区間データとの関係

うに区間データは，それぞれその陵間数r（区閥¢）中点）で炎すことができる。ただし，

ア・鴫は欠測を蓑すものとする。この時，これまでの仮1遣に基づきxから区間データ（r

－1，r十1］が生ずる確率機構はXが与えられた時のrの条件付留度

P（州摺）7熱i、｝（鍵ぢ’（珈鴫…　　（・）

　ただし1（a，　b）（X）は定義関数

によって表すことができる。

　従って，闘隔分布！（X；θ）と（1）式から，区間数rの分布は

　　　　昨∫。f（・；0）P（rlx）dx

となり，これから欠測の起こる確率は，

　　　ユ
昨∫。（1－・）！（伽　　　（・）

区間（r－1，f’十1コの得られる確率は

　　　　　　　　　　　　　　　　？’十1
　　　　　　　　　　　　　昨JL1｛・司剛∫（・・θ）d・　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　　r＝1，　2，・。・・・・・・・…

で与えられる。

　その結果，実際に観測されるrの分布は

PT（r）畢窒（。）・　・・r－・・．　・・一・・
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となり，観測データrl，　r2，，……r、1による対数尤度関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ft　　　　　　　　　1・gL（の＝－n　1・9｛1－P（。）｝－1－　XI・8・P（ri）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ．組

で与えられる。ここで，表1のような度数データが得られたとすれは，上式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　1・gL（θ）＝－n　l・9｛1－P（0）｝＋Σ｝％。1。gl’（i’）　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2’・＝工

となり・こ’擢1’股大にするように0を淡めれば最尤推定値を求め為ことがで謄ゐ‘，伽だ

し，たは観測されたll斐大の区閥数を装す。

　　　　　　　　3．　指数分布，対数正規分布およびガンマ

　　　　　　　　　分布におけるパラメー一夕推定

　（4）式に基づくパラメータ推定の例として，間隔分窟／（X；0）が封〒数分布，対数111規分

布およびガンマ分布に従う揚斜こついて考察する、

　（i）指数分布の揚合

　　　　　　　　　　　　　　！（x；o）ur　Oe－Ox，　x＞o

　欠測の起こる確率は（2）式から

　　　　　　　　　　　　　　P（0）－1－÷（1－・’一・）

また，区間数がr（≠0）となる確率は（3）式から

　　　　　　　　　　P（r）－7（1イ・）・・一・（r－1），r：・，2，・一

となる。従って対数尤度関数は（4）武から

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　　　1・9五（の＝・nl・9（1イ゜）一θΣ％。（同）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r＝1

で与えられる。この場合，最尤推定量は箇単に求まり

　　　　　　　　　　　　　　　　3・，，1・9詣

となる。ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　kl
　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ塀
　　　　　　　　　　　　　　　　ア＝伽1
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である。また，この揚合は，区間内の塞象の生起数がボアソン分布に従うことを利用す

れば，区間内に嚇象が一つも生起しない確率は6弔，一つ以上生起する確率は1－一一e’”eで

あり，区聞数rが幾何分布

　　　　　　　　　PT（r）　・＝（1－e－e）e’“e（「－1），　r＝1，2，……

に従うことからも上記の結果を褥ることができる。

　（ii）対数疋蜆分布の揚合

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　－．．（短露髪一μ1
　　　　　　　　　　　f（x；の監〉肺κθ’2’ifT，x＞o

　ただし，　θt＝罵（μ，　σ）

欠測する確率および区llf］数が1’となる確率は，それぞれ（2），（3），式から

　　　　　　　　　　　　　1）（O）器＝φ（01，0）一～σψ（c1，1）　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　P（r）：・：（1－r）｛ψ（Cr，o）一φ（Cr－一工，o）｝十9t）｛φ（o。，1）一φ（Cr．1，t）｝

　　　　　　十（1十グ）｛φ（cア＋1，0）一φ（Cr，o）｝一一一pa｛φ（Cr．Fl，1）一φ（Cr，1）｝

　　　　　　＝（1－－r）Hr，r－－1，0十（1一トr）痘グ＋1，　r，o十幹（Hr、　r，－lt　t－Hr－，　r，エ）　　　　　（6）

となる。ただし，φ（・）は標準正規分布の分布関数巻表し

　　　　　　　　　　　　　　P　＝＝　eti・’i’　a2

…－1°g決黹ﾊ一ブ・　　　　（・）

亙ら’，ie”　di（Cik）一φ（oブ々）　　　　　　　　　　　（8）

を表す。これを（4）式に代入すれば，対数尤度関数が得られる。

　鍋谷は衷2に示した仮谷のデータに対して対数正規分布を仮定しパラメータの最尤推

定を行っている。この例では，欠測データがなく区間（O，6〕の度数はm＝＝　57であるこ

とが知られている。また，実際には区間幅がt＝6であるが，最尤推定墨の性質から

握1として推定を行い，得られた推定量云，8を

fl　＝log（t）十fi，3＝∂1

と変換すればよい。この場合の対数尤度関数は（4）式を

　　　　　　　　　　k
1・gL（θ）＝・・m・1・gP（0）＋Σn，　1。gP（r）

　　　　　　　　　　rml
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　　　　　　　　　　　　f2ξ2　仮谷のデveタへの分布のあてはめ

区1；；f薦月「鞘繭薦蔽　u璽雛楚1・lil’工叢請叢讐コ

0～6
0～12

6～18

12～24

18～30

24～36

30へ・！12

57

127

205

119

73

22

　5

44，66　　　　　　　　　　　　　52，（；〔｝

170，46　　　　　　　　　　　　　159，96

194．72　　　　　　　　　　　　　184，79

107・56　　　　　　　　　　　　　117躰72

58，84　　　　　　　　　　　　　58，03

24．02　　　　　　　　　　　24，97

11。73　　　　　　　　　　　　　9，88

・・　1・・8　i　　【

で置き換えて考えればよいことになる。ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　∂1望ゐ（θ）＿o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂o

を解くことになるが，それは大変な計算を必要とし，鍋谷は通常のNewt（）n・Raphs（，n

法では計算が成功しなかったため，疑似Newton・Raphson法の一・・種を遡用して，初

期値（βo，含。）＝一＝（3．　2，VO．8）の下に，推定値（β，励罵（2，4100，0，6130）な得ている｛，

　（iii）ガソマ分布の揚合

　　　　　　　　　　　ル・2，・）「ll）・・－le－…　x＞・

　　　　　　　　｛kl・L，　r（・）一レ・－1・劾

　　　　　　　0

欠測する確率および区間数がrとなる確率は，それぞれ②，（3）式から

　　　　　　　　　　　P（0）＝＝ノ（λ，　γ）一γ／λ・ノ（λ，7十1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

ただし，

　　　　　　　　　　　・（…P）一毒）∫。’か1鵡あ・〉・

　　　　　　P（r）＝＝（1－・）・G（2・・a（r－1）・r）＋チαλ・，2（r・一一1），γ＋1）

　　　　　　　　＋（・一・）・（・（r＋・）・　・…）一チG（・（・＋・），　・・，　r＋・）

また，

o（x，夕，z）瓢1（x，2）一∫（夕，2）
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　これらを（4）式に代入すれば対数尤度関数が得られるが，それから最尤推定1蹟：を求める

には，対数正規分布の揚禽と！司様に大変な計算を必要としかなりの困難が伴う。

　　　　4．　事象生起の間隔Xの条件付分布を利用した最尤推定

　3節に示したように，喪1のようなデータを扱う場合，間隔分布f（x；のが指数分布

のような特別な場合を除いて，ω式から求まる対数尤度関数を直接用いて0の最尤推定

黛を求めゐのは圃難な場合が多い。そこで，本論文では次のような別の推定法を拠案する。

　はじめに，衷1の右端の欄に示したように，実際には観測できない72十魏個の艮lj隔

データ｝甑そ，i｛それκoユ，κ02，……，　XOm，　x’11，……，κknleとする。ただし，フ騨ηエ十n2十

…… ¥2恥であゐ。　xから区間データ（r－1，r十1コが生ずる確率機非Ili繁として前と圃様

に劣が与えられた時のrの条件付分布（（1）式）を仮箆すれば，逆に区間データが与えら

れた時のX“の条件付分布P（xlr）は

P（xl・）上惣緻蜘蛾　　　　　（1・）

　　　　　　　　P（xlr）一｛1…i’”“－x1｝辮）∬触ゆ（x）

　　　　　　　　　　　　　　　7＝1，　2，　一…・

　となる。

従って，区問の度数η～，ni（i・－1，2，……，た）が与えられた時の7τ十吻個の間隔データ

Xのi条件付圃時分布朔；，㈹式から

ノ（Xe1，　　XO2，　φ◎顧，　　κOill，　　κ11，　◎時¶，　　．X’hnk　l”1，　　nl，　　7Z2，　・・°，　　nle＞

一菖∫（x。i）ノ（O　　P（o）剛・蔦蜘肇1＞隔）一…・難血辮遡・転（・1）

で与えられる。ここで，7tl，……，　nkの同時分布は多項分布

P（nl，・……，・…）一卿嚢i．．。、！｛、二翫｝病…｛藷｝nk（・2）

に従うので，m個のデータが欠測したという条件の下でのn＋m個の間隔データの同時

分布は，⑪，⑫式から

f（Xel，　x・2・…・x…lm）＝＝1！。監1．頭｛P（0）｝i・？lt｛・－P（・）｝　

　m　　　　　　　　　　　　　　　　　）lt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nk

×IIノ（xoi）ノ（o　i　xoi）IIプ「（κ1ゴ）！（11xエノ）・。…　　IIノ「（xles）！（ん1κ々s）　　　　　　　　（13）

　i＝1　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　s＝＝1

のようになる。
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　さらに，欠測データの数規の分布として致のご顎分布

　　　　　　　　　　P伽・θ）イ＋鑑一1）｛P（・）｝・n｛・－P（・）｝・　　（14）

を仮定すれば，m，　X。1，　XO2，…，κOm，κ11，…，κtw　’1　ieに基づく対数尤度闘数は⑱，⑭式か

ら

　　　　　　　1・gL（・）司・9（’吻…1）噛｛1・gf（…）＋1・9（1－・v・・〉｝

　　　　　　　　ノe　nt
　　　　　　　＋ΣΣ〔1。9ノ㈲）＋1・9｛1－1璃ノ1｝］　　　　　⑯
　　　　　　　　i・一．1ゴ篇1

と衰すことができる。

　これは，観測データ2・1，1¢・，…，12・ieとパラメータの側り雌〃。勧疲た時のQ賦で表

される対数尤度の期待値（2n，　Xel，…，　VOm，“’，　Xknkに関する）

　　　　　　　　　　　　　石1〔正09・乙（0）100，　ni，　？Z2ヂ・㌧　2砺コ　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

を最大にするステップをくり返すEMアルゴリズムにより解くことができる。3節で

示した例について，本論文で提案する方法を述べる。

　（i）指数分布の揚合

　⑱，⑯式から

　　　　　　　E［：logL（の1θo，　nl，　フ22，…　，　nkコ

　　　　　　　＝c・nst＋｛E［mle・］＋n｝1・ge一θ｛E［〃nlO。コE〔矧0。〕

　　　　　　　十n1E〔xエi　lθo］十・・一トnkE［Xlei　l　Oo］｝

となる。ただし，

　　　　　　　　　ooE［m　1　eoコ＝Ci（θ。）＝＝Σ］mP（魏10。）

　　　　　　　　fn＝O

　　　　－n、畿｛・一凌（・－e－e・）｝

　　　　　　　　　ユE〔…i・・コー・・（・・）一∫：Pお）・（・－x）e・　・”e・Xdx．

　　　　　法場凶一赤（・－e－・・）

・読（・－e－e・）

E［XrilOo］＝Cs（r，　Oo）
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　　　　　　　　　－f：二1ゐ｛・－1・一・i｝　…　e－・・Xd・

　　　　　　　　　　　　2　　1十θ闘θ・
　　　　　　　　　胃＋死…1イ・。

である。

　従って

璽1°gL（e）1窃”・，’°㍉露彦L・

より，ノ没尤推窟値は

　　　　　　o（i）＿＿＿＿＿＿　　Ω茎く1竺l！！±璽　　　　　＿
　　　　　　　　　（）1（θ（i－一り）c2（oσ一1））一ト7包ユC3（1，0（i－’1））一ト…　十n！eCa（ん，　0（t”1））

をくり返すことにより求めることができる。この場・合は，3節で示した推矩法の方が簡

単である。

　（ii）対数疋規分布の場禽

　　　　　　　　　　　E〔logL（θ）100，　7Zl，　n2，鱒・，　nle：】

　　　　　　　　　・：・・…一｛E［mle・コ＋n｝1・9・一毒｛E［mlO・］

　　　　　　　　　×E〔（109Xoi－ge）210eコーFniE［（IOgXi　i　一一　Pt）2100コ十…

　　　　　　　　　十πゐE［（logXki－Pt）21θoコ｝

であるから，β0（θ0）　・EUm　l　OOコ，

　　　　　　　　　β1（θ，）＝E［109XoiIθo］，β2（θo）＝：E［（logXoi）21θoコ，

　　　　　　　　　αエ（r，　θo）＝＝E［logXriIθ，コ，　α2（r，　θo）＝：E［（logx，i）2　］　eoコ

とおけば，上式はさらに

　　　　　　　　　一（嗣1・9・一毒〔｛P・P・＋　＊一、n・…（・，　・・）｝

　　　　　　　　　　　　　　　h
　　　　　　　　　－・2｛βoβ1＋Xnrec、（r，　θo）｝μ＋（βo＋n）ltt2コ

　　　　　　　　　　　　　　r　・1

となり（付録A．1参照）最尤推定値は，

　　　　　　　　　　　　・の一論｛　　　　　kβ，β，＋：Σ：】nrCt、（r，　θ（i－i　　　　r　＝1））｝

　　　　　　　　　　　a2・・論｛P・P2＋碧磁…効一・σ・・
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をくり返すことによって求めることができる。3節で示した力法と比鮫すれば，この方

法がいかに簡潔であるかは明らかである。　また，mが既知の楊合（鍋tt）の例に対応す

る）は上式においてβoをフπに変えるだけでよい。

　この方法に塞づきPascalプpaグラムを作成し，褒2のデータを川いてパラメータの

推定値を求めた。鍋谷と同じ初期値，岡じ収束条件なmいた結果，13四の繰り返し瓢ぐ収

束し，（角6）＝（2．4099，0．6130）が得られた。計算には寓：疑11FMR70HX（数値澱鈴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プt＝セッサー付）を・川い処理時闘ほ

　　　0．10

0．08

t・　0．06
ご

む

器　O，04
0
o．02

O．00

〆対ｿ欝
　　σ瓢0．6130

　．ガンマ分布
謬〆　　　＾
　　　λ＝　O，2128

　　　γ＝＝2．7951

約2秒であった。その結果得られ撫

留度関数のグラフを図3に4六したピ、

このように，3節の方泌では大鰹1計

斜1：機を用いて困難オに計鱒：をf，う必要

があるのに対し，木論文饗提築し、た

方法ほ，パーソナルニ2ンど鉱一タな

川いて簡単に推簸照な求め為ことが

でぎる。

　齋た，得られた推定値を用い一ci］il

論度数を計鎮した結果を褒2菅こ示し

．0　　20　　4。　　た。単純に
　　　Tim6　 〔　Mo随th　）

図・仮谷のデー・か・得・瀦度関数　x・藩讐縦鮮蟹

を計算した。結果は27．　96であった。

　（iii）ガソマ分布の場合

E［log（0）1θ0，　7Z1，　tt・，フ¢た］

＝（E〔mI　Oo］十n）　｛rlog2－log『（γ）｝

十（r－－1）｛E〔〃11θoコE［109Xoi　1θ，コ

十nユE［Iogxiilθ0コ十…　十nkE［IOgXkilθoコ｝

－2｛E［mlOoコE〔Xei　100］

＋niE［xiilO。コ十…十nkE〔XkilO。コ｝

ここで

β3（θ0＞＝＝E〔m　1　eoコ，　β4（θO）＝＝E［Xoi　iθO］，

β5（θo）　：E［logx・i　l　Ooコ，　α3（r，　θ。）＝・E〔xriIθo］，

at4（r，　θo）＝＝E［logxri100コ

　　　　　　　　　　　　　（付録A．2参照）

とおけば，方程式

え・）一　、β・＋n　　γ・・）
　　　｛β3β4－1一Σ？zアα3　（ア，　θσ一工））｝

　　　　　　r＝1
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（β3＋％）｛1092（り一？lf（γ（り）｝

　　　　h　　　　　　　　　　　
＋｛β8β5＋Σ】nアα4（r，　0（i－1））｝罵0

　　　　，’臓1

　　　　　　ただし，解（・）はディガンマ関数を爽す。

な繰り返しにより解くことで，最尤推定値を求めることができる。勉が既知の場合は，

β3を祝で澱き換えればよい。衰2のデータのモデルとしてガンマ分布を仮定して，こ

こに示した：方法でパラメー－」7の推定を試みた。計鎮はt・・1として有い，得られた推定
　　　リ　　　　　　　　　　　　　　へ　　　N

値デ，λなヂ罵7，λ篇λ／’により変換した。　その結果（fi，7s）．・（0，2128，2．7951）が得ら

れた。対数正規の揚合と1酬漿に処理時闘は約2秒であった。推定値を代入した宿度関数

のグラフな図3に示した。また，対数正規分布の場含と同様に理諭度数を計鉾し爽2に

示した。X2の値は16．00となり，糞2のデータに対してはガンマ分布の方が適合性が良

いことが考えられた。
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付　　　　　録

A．1　対数正規分布の場合

　　　　　P（0）
β。（Oo）＝　n。

　　　　1－P（0）

ただし，P（0）は本文（5）式で蓑されるものである。

　　　　　　　　　Pi（明：1・9・・f（・1・）伽歯（a・e－bio）

ただし，

aiゴ＝：μoHiゴO一σohiゴ0，

biゴ＝（μ。＋σ。2）P砺、一σ。のfゴ1，

hiゴk・・di（o紛一φ（cゴle）

を表す。またφ（・）は標準正規分布の密度関数であり，0幼璃角は本文中（7），（8）式で

定義されている。

…（・，　・・）　・　f：ll1・9卿）d・

＝・
曹戟ir）／P（r）
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　　　　　　　　　　　　・・（r，　・o）一∫：：：（1・9・）…f（・1・）dx

　　　　　　　　　　　　叩2（r）／P（r）

　ただし，P（r）は本文（6）式を表し，

　　　　　　　　ql（f’）　＝（1－r）ar，　r－t十br，　r．．t十（1十r）α削，γ一∂川，　r

　　　　　　　　q2（r）＝＝（1－r）　Ar，　r＿1H－・Br，r＿1－一ト（1一ト7）　A、r“、t，　t＋一’Br＋i，　r

である。ここ齋vAii，　Biiはそれぞれ

　　　　　　　　Aiゴ＝＝（μ02十σ02）　πガo－2μoσo海ガo一σ02｛Cied’（Cio）－oゴoφ（6ゴo）｝

　　　　　　　　B肝（μ・2＋2μ。・・a＋σ。2一トσ。4）曜，ゴ1－2・。（μ。－1－・cr。2）画カ

　　　　　　　　　ーσro？ip｛Citgr）（Cil）－oブ1φ（Cil）｝

　で表されるものである。

　　A．2　ガンマ分布の場合

　　　　　　　　　　　　　　　　β・（・・）＝＝・・、聖厨

　　ただし，．P（0）は本文（9）式で褒されるものである。

β・（・・）－Pお）｛：一：ノ（・・…）一（「°p妄．1）γ゜・隔・）｝

β・（・・）歯｛脚）－F・（…）｝

ただし，

　　F，（Xtツ）躍｛？P（γ0）－10920｝　σ（20X，　えoy，　アO）

　　　　　＋請沢輪）一駆・・あ・・）

凡（x・y）一蒙｝〔｛？F（r・＋1）－1・9・・｝・（・・磁・・＋・）

　　　　＋素隔・・＋・）一翻・・踊＋・）コ

であり，T（・）はディガンマ関数を表す。

また，

咽一
﨟m（・－r）砦・（2・r・　・・（r－・），・・＋・）
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Maximum likelihood estimation from interval data

Mikihiko Miura, Akio Sakaguchi and Yoshiki Naruse

       Maximum li!scelihood estimation from overlappecl interval data has coin-

    putational difficulty in inany population models, In orcler to diminish the

    dithculty we propose an estimation procedure based on tlie conditional

    density of unobserved data given the interval data Three population mod'

    els, which are exponential, log-normal ancl gamma distribution, are con"

' sidered a$ examples,


