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1．はじめに
確率変数Xが

　　　　　　ヵ（κ；φ）麟α1カ（x；01）十α2五（zr；02）十……十‘ピ1“fh（κ；〃た）　　　　　（1，1）

但し，　　　　　　　　　φ71認（nv　’「，〃t’「，…，0々7腎）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノe
　　　　　　　　　　aゴ＞Q，ブ・・1，2，…，ん；Σ・・’翻1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i・，uZ

　　　　　　　　　　　　　　　　co　　　　　　　　　　　爪・）≧o，『ゐωゴ祠

という密度関数を持つ時，これを有1眼混脅轡度関数と呼び，Xほ有限灘脅分噴コに従うと

いう。この時，重みCL’iを混禽比，ゐ（・）を成分密度と呼ぶ。バラメ・…蘇は大ぎく成分

の数を蓑すle，棍合比α，成分寝1度のバラメWny－　pt”に分けられる。

　Peason（1894）は，分散鍔藁なる瓢つの一変翫瑚分霜の混虐扮布をかにの甲らの

大きさを蓑すモデルとして適用し，モーメント法によるパラメーu推建法な提鍛した。

これ以来正規分布のパラメ・・一・B推惣こ関しては数多くの研究が発灘れ（Titteri77gto7t，

Smith　and　Makov（1985）），応用分野も広い範囲に渡っている。また，その過程で簸

尤法がモーメント法より優れていることがTa7t　an　cl　Chang（1972），　Fr），er　a21al

Robertson（1972）などによって指摘された。　Hasselblad（1966）1ま正規分布の混脅分

布に対して重みつきくり返し法により最尤推矧醜求め，この方法を指数分布族Skで拡

張している。この方法はDemPsterら（1977）により一一・ma的なEMアルゴリズx・とし

て整理され今日に到っている。この間，Day（1967）などにより一変量から多変澱正規

分布の混合への拡張もなされている。有限混合分布は，最近ではパラメトリ。クなバタ

ーソ認識，クラスタ・－a分析のモデルとして璽要な地位を築きつつある（A4’aclacltlan　and

Basford　（1988））。

　しかしながら，連続密度関数を考えた場合，これまでの研究対錬は，ほとんどが正規

分布を成分密度とするもので，他の分布に関してはあまりとりあげられていない。しか

し，後に示すように，応用にあたり，正規分布以外の分布を成分密度として用いるのが

妥当な場合がしばしぼある。そこで，本論文ではXは一変鍵とし，　（1）二つのガンマ分

布の混合分布　（2）指数分布と正規分布の混合分布をとりあげ，そのパラメータ推定に関

して考察を加える。そのために，まつ躍，有限混合分布のパラメータ9tk定に関する一般的

な結果を要約する。
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　　　　　　　　　　2．　有限混合分布のパラメk・一一タ推定

　2．1最　尤　法

　グラフやモーメント法に基づく初期のころの推定法は，計鋒機の艶達とともに現総で

はほとんど使われなくなり，より良い推定値の御られる最小距離法，鹸尤法及びベイズ

推定法へと変っている。距離測度に何を選ぶかによりいろいろな焼鵬の游えられ為骸小

距離法と多次元パラメータ推定問題の特別な場合となるベイズ推簸に関する議論につい

ては省略し，ここでは最もよく使われる最尤法に関してまとめる。

未知の混創’ヒ姓姻の成分密度がそれぞれ持っているパラメー〃を．・ラメ＿タと

する母集団から〃綱の標本

　　　　　　　Xl，　x2，　’’’”°°’㌧Xn

が得られたとき・これらの標本は母集団のパラメータα，θに従っていて，同時に鍵現

した値と考えられる。すなわち，同時確率密度，

　　　　　　　カ（Xl，κ2，………，　Xn；φ）

　但し，　　　φτ＝＠T，θ1T，…，θkT）

によって％個の標本の値が契現する確率密度を与ることができる。特にπ個の標本が燈

集団からの無作為抽出となっている場合，同時確率密度は母集団の密度関数の糠，

　　　　　　　」L（φ；Xl，・v2・・…，κn）＝：P（Xl；φ）カ（x2；φ）…　P（x，、；φ）　　　　　　　　　　　　　　（2，1）

で与えられ，これを尤度関数と呼び，Fisher（1921）以来多くの研究がなされている。

実際にパラメータを推定するには，式（2．1）の取り扱いを容易にするため対数をとっ

た，

　　　　　　1・gL（幅・…・x・1）一象1・・｛禽・・施・φ）｝　　（・．・）

が用いられ，この式は対数尤度関数と呼ばれる。混合密度の場合は式（2．2）に示すよう

に混合比を掛けた成分密度の和の対数となることから，解析は容易でないことがうかが

える。

　他方，ベイズ流の考え方から最尤法をみると，標本を得た母集団に対していくつかの

考えられるパラ・－B（φ1・φ・・・…φ’）があり，その内の1組の・・ラ・一タφ，が提

案されたとする。今，標本抽出により得られた実現qと，その他の情報Q，例えば慨集

団分布の型など，が与えられたときφ，を支持する確率は，

P（ilrlq，Q）－P（ｿ齢3）　　（・・3）
　　　　　　　T

の条件付き確率で与えられる。式（2．3）において，パラメータφrと母集団分布の型

などに附る蘇Qが与えられたとき・標本が矧す確率，P（qlil，，・Q）ig　L（ql・・、　r，
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Q）bこおきpカ・え為と，

　　　　　　　　　　カ（（i5　？．　lq，Q）ゆ（φ。IQ）L（qkφr，Q）　　　　　　　　　　（2、4）

が得られゐ。ももろんL（tl［（／）r，　Q）はもとの確率の意味ほ失オっれ為が，　P（4i露，　Q）

に比例したものとなっている。さて，武（2．4）のだ辺は櫻本の実現σと母集団分恥の

型などの情報としてのQが与えられたときパラメータφrがとられ為確率であり，いく

つか提案されたパラメー一　S（φ1，φ2，…，φ，）の中から聯集団分布のパラメータに限りな

く近いφγがと爽♪れたとき敢大の確率を与える。一般にこの型の確率を琳後確率とよ

ぶ。しかしながらこの審後確率を薩接求めることは困難なため翁辺をll、臨liすゐこと噂左

辺の評価に代涜、罵1ことになる。齎辺第1項の確率の型ll切哺i∫確率とよば1｝七，末知のバジ

メータそのものの確率であるため，我々にほ知ることがでぎない。轍近の研究ではこの事

荊確率に特定の確率分布を仮定し，琳後確率を効粥良く推箆しようとするヅゴ向にあるが，

従来の最尤法ではペイズの仮説に塞きどのパラメータの生起も同等に1雁からしいという

立場で解析を行い，実際この仮説で十分推定可能なことが知られているQそこで｝i、ll価町

能なのぽ右辺第2項のみとなる。これは式⑫，1）の尤度関数に嶺るもので，パラメ・一・　y’

砺と母集団分布の型などの愉報Qが与えられたときの標本の突現σに対する評価値な

与える。いいかえると，π個の標本の実現σは慨集団分布のパラメータや母集団分布の

型などの惜報を反映した最も可能性の高い爽現値であり，逆に母集団の翼のパラメータ

をとったとき尤度は最大の値をとることになる。その時，パラメ・・－ISφγを支持すゐと

いう意味で対数尤度関数logL（φrμ）のことをサポート関数と呼ぶこともある。

　したがって，最尤法は得られた標本の実現値や母集団分布の型などに関した惰報をも

とに尤度関数が最大の値をとる様なφを探すことといえる。又，尤慶関数を最大にす

るパラメータは対数尤度関数も最大にすることから，我々は式（2．2）を最大にするパラ

メータを求めれば良いことになる。そこで式（2．2）の各パラメータについて偏微分した

ものをOとおいた，

∂めｿ；κL象ド’a、，ノ　・k1　｝一・

　た
∂Σαゴノン（Xi；φ）

Σ嚇（Xi；（P）

ゴ聯工

∂1°E乾κ）一碧ド∂，、、　・た1　｝一・

　13　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）
∂Σαゴ乃（Xi；φ）

Σ・ゴプン（Xi；φ）

ノ＝1

　但し，θゴ」は成分密度fj（・）のパラメータθゴの第♂要素

は最尤方程式と呼ぼれ，この解が最尤推定値となる。このとき解が存在するための十分

条件は（logL（φ∫の）”＜0である。又，式（2．5）左辺はスコアと呼ばれる。混合分布の

場合，最尤方程式の解析的な解を得ることは非常に困難である。そこで，数値解を得る
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幾つかのアルゴリズムが提案されてきた。古典的なものの1つとして晶謡一トン，‘i”　by

ソソ法がある・こオ賦ス・アs（φ）をテーラー酬1しそのll物の額を。9　lt．・’いデ：、

ときの解から第り回日の反復近似他は，

φ伽一φ・－1）T－s・’（φ（レー1））1灘！萄欝一r1

　　　　　　　　　　　　た

但・讐結｛愛畿1二2．7⊥一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［翔・蝋・・；φ・筒1））！

で与えられる・このように，二a－・1’・V・ラ7ソソ法では対数尤凹露撒の2階微分舷、

要とするため計筑機のパッケージでは1階微分のみを箆義すれば2階微分については数

f直的に得る準＝ユートソ。ラフソン法が月ヨいられる。

次に試（2・5）で推定されたパラメータがどの程度の僑頼髄1轡って1醗された酬・

価できると母集団分布の型などの，モデルの改良に役だてることができる。そこで，パ

ラメータ耐碇されたときの分散が得られれば一つの蕎轍と嫡ので，分鰍州蹄列，

　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　　　　　　　，t∂2Σαゴノン（Xi；φ）

　　　　　v（φ）：｝E〔碧㍊’｛爵議、φ）r〕噸

　但し，　φ丁漏（αT，　01T，…，01、T）

を求めれば良い。ここで混合密度の場合，対数尤度関数の2階微分をとると期待値を求

めることは非常に困難になるため期待値をとらない分散共分散行列，

　　　　／c
　　　∂2Σ蛎αゴ；φ）

一〔碧弓φ・鵡　゜｛》滋、、）｝ゴ　伽）

　但し，∂φ1，∂iltnはφの第1，第アη要素。

を用いることができる。分散共分散行列で必要となる対数尤度関数の2階微分は二a　一一

トソ・ラフソン法を行う際にも必要で，最尤方程式を解く反復の過程で自然に分散共分

散行列が得られるが，その他のア・レゴリズへ例えば最急降下法ガウス．触＿トン

法などを採用すると新ためて式（2．6）を評価しなければならない。

　2。2　SASやBMDPの利用
　最尤推定値は非線形回帰を利用して求めることができる。SASのNLINプ1・シージ

ャやBMDPのP3Rなどがそれに当り，ともに，
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露毒象｛」ソi－一一　f（．Xi；φ）｝・　　　　（2，・）

倶し，ヵはパラメータのi数

を撒窒・燃φを求め・ブ・グ・・聯・蹴灘1・gL（φ・・）一壽噸

・蝋卿）瞬大財るプゴ法であるから・脳ブ・・剛して・

勲睡［’eΣαゴカ（sci；φゴ・・　1）］閣振め・［寿・痴・φ）〕］2⑳

を最小にすることと同じである。ここでCは平方根内が疵値となる様な定数を与えれ1ま

良い。したがって，式（2，7）で，：yi－・＝，0としノ（．x’i；（b）な式（2．8）准辺大ソ，ッコ内の

式でおきかえると非線形最小二乗を行うことに等しくなる。又，最小二來圓帰は，

弓治∂響）［・・－f（・i・φ）コー・

　　ここでφ，はパラメ・一一　Ptφの第Z要素

を解くことであるから，f（κ‘ノφ）を対数尤度関数に雌きかえて非線形圓帰問題と考える

ことができる。この2つの統計解析パッケージともに，対数尤度関数と鍛尤方秘武を与

えれぽパラメータの推定値と漸近標準誤差が縄られるが，この場含の残強解析には意味

がないので各パラメータの推定時の分散を知るVこは式（2．6）を求める必要があるo又，

SASのNLINプロシージャでは解法アルゴリズムのオブシsuソ指定ができ，最急降

下法，ガウス・ニュートソ法，マーカート法，分割法のうちの1つを選ぶことができる。

　2．3EMアルゴリズムによる計算

　不完全データ問題を基本としてDemPsterらによって整理されたEMアルゴリズム

は，簡単に述べれぽ，EステップとMステップの二つから成っている。欠測値も含めた

完全データの対数尤度1（φ）を考え，パラメータの初期値φ（°）と観測値．vT・，，（Yl，　Y2，

…，Yn）が与えられたという条件の下での対数尤度関数の条件付期待値

E［1（φ）1φ（o），ツ］

を求めるのがEステップである。

　次にこの期待値を最大にする解を求めるMステップを行い，その解を一回目の値φ（1）

とする。このEとMのステップをφの変化が小さくなる象でくり返していけば，最尤

推定値φが得られ，しかも，このくり返しにより得られるφの値は

　　　　　　logL（φ（k＋り）≧109乙（φ（k））

という望ましい性質を備えている。ただし，logL（φ（k））は観測可能なデータだけから1乍

られる対数尤度関数にた回のくり返しにより得られたφ（めを代入したものを示す。

　観測データyT　＝（Yi，ツ2，’°㍉ヅ，t）は不完全データで，完全データXIT．．（Yl，XIT），

X2T＝（ぬ，a2T），…．κmT　．，（Y，1，2nT）のうちのどの成分から抽出されたものかを示すデー
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タ，XI，　Z2，…，　Znが欠測しているものと考える。ここで，　Zl，92，…，：JJはη二いに独

立に多項分布に従うものとする。この時，完全データの圃時分布は

　　　　　　　　ll　le
　　　　　　　r【［［［αブ㍉ゴ乃（」，i；oゴ）君∫ゴ

　　　　　　　ゴ寓1ゴ闘1

となり，従って対数尤度関数は

　　　　　　　　　　　n　　ん
　　　　　　　1（φ）篇≧1濁9f’｛1・9・ノ＋1・gf」（」，i；oブ）｝　　　　　　　（2．・9；〉

で与えら泌岬めが与燗・た時の1（φ）の鱈付1購1隙伽）箕枇に瓢べ
㌶ゴ　をその衆件付期待値

　　　　　　　E團φ（°・・y］…wi（ツ・・φ…）一鰐談灘勉

すなわlb・・“・’（°い・が与えられ塒の・ユ輔ブ翻・・1齢嘱す融・購｛・・，、・紬，

φ‘°））礪き臓たものである・・オ・がEステ。ヅとなる．ここで，齢」七，，と成鰭

度のパラメータθが独立であれば，Mステップにより

　　　　　　　∂1（φ）
　　　　　　　　　　＝O
　　　　　　　　∂α

から

　　　　　　　偽（1）一÷濤…（」’…95…）

となり，θについては

　　　　　　　憩碧・卿…）1・gf」（・i・θ・）一・

の解を求める・とになる・・とeが独立でな・暢合については灘套となるが，三　筋

（1988）にその例がある。

こ？璽アルゴリズムを恥塒の問題点は汗一トソ・ラ・・ソ法で囎幸賄
列の計算が酵的であるの耐し，実際の尤麟数と眼なる舩鍍1撒を用いてL、

るため直接計算できないことであ・た・・の聞騨五幡（1982）1・より鰍さ牙、，観

測値弥タによる情鮪列の計恥完全尤麟数媚いるEM・ルゴリズ・帥嘲
み込むことができるようになった。

S（”・φ）・S”’（」，・φ）を燃完全尤度関撫び対数尤麟数をそ浸れφで一回齢

したものとする。またB（X，φ），．8＊（y，φ）をφで二回微分した行列の符号を変えたも

のとする。この時，不完全データyの情報行列ly（φ）は
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　　　　　　　Iy（φ）醤石正8（X，φ）脚費］一恥1：S（X，φ）S’「（X，φ）1泣1～コ

　　　　　　　　　十s＊（y，φ）s＊T（y，φ）

となりφを最尤推黛値φで羅き換えれば，

　　　　　　　lv（φ）＝・Ea［B（x，ψ）IXaR］－Be［S（x，φ）ST（x，φ）IXF・R］

で与えられる。但し，re　＝＝｛x：y（κ）＝＝y｝である。ここでデータが互いIC独立であれぽ，

観測値に華つく情報行列（期待値をとらないもの）は

　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jl
ム1⑳P・　£Ea［Bi（X，，　eS）IXゴ・瑚～ΣE¢〔8’（臨φ）SiT（X’，，　6）　1　X’，・・Rコ

　　　　imi　　　　　　　　　　　　　　　　　i・“－1

　　　　　　　＋Σ壕〔Si（xムφ）【Xfc期E串［SiT（xゴ，φ）【Xi・’Ri］　　　　（2・10）

　　　　i　・1

で与えられる。

　　　　　　　　3．　いろいろな成分密度関数の混合分布

3，1二つのガンマ分布の混合分布

正規分布の混合分布に関しては，推定法及び推定されたパラメータの精度に関して多

くの研究がなされているが，ガソマ分布を成分密度とする混合分布については，ほとん

ど研究されていない。そこで，ここでは2節で述べた一d般的結果を利用して混合密度

　　　　　　　p（x；α，ξ1，γ1，ξ2，γ2）＝＝（1一α）ノ：1（x；ξ1，γ1）十αLfa（x；ξ2，γ2）　　　　　　　　（3．1）

但し，成分密度はガンマ分布

カ（x；ξゴ，γゴ）藷、）（ξ・・）・rie－“・伽〉・

で表わされる分布のパラメータ推定及び推定パラメータの精魔に関する考察を加えた。

図1に（3，1）式のパラメータの値を変化させた時に得られる典型的な密度関数の形を示

した。（a）は二つの峰をもつ形，（b）は最初に指数的に減少Lその後峰ができる形，（c）は大

きな峰ができた後に極端に長く右に尾を引く形となっている。従って，二つのガソマ分

布の混合分布はこれらに代表されるような変動を示すデータのモデルとして使える可能

性を示唆している。この場合のEMアルゴリズムは次のようになる。

　観測可能なデータをYl，5，2，…，　y，1とすれば，完全データの対数尤度関数は（2．9）

式から

　　　　　　　　　　il　2
　　　　　　　1（φ）＝Σ⊃Σ｝9ガゴ｛♂09αゴートγゴ109ξゴー～ogr（γ’）

　　　　　　　　　　ゼ罵1ゴ嗣1
　　　　　　　　　十（7ゴー1）logyi一ξノツ’｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3。2）

となる。但しα1醤1一αとする。従って，この秘を事後確率吻（yf，φ＠））で瞳き換

えたものを最大にするようにαゴ，ξi，γh・を求めるには，
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密

度

0，10

0，08

O．06

0．04

0，02

審

度

O，10

O，08

0。06

O．04

0，02

0．OO

　　。・。・・6…　　°齢゜°。2。、。6。
　　　　　　　　　x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　　　　　　　〔a）　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）

密

度

0，10

0．，08

O．06

O。04

0，02

‘♂1躍O，25

ξ；＝＝0，003

1’t嵩0，7

ξ冴躍0．5

7a　＝＝　5

O．00
　　　0　　　　20　　　　40　　　　60　　　　80

　　　　　　　　　X
　　　　　　　（o）

図1　二つのガンマ分布の混合分布

80

・・＠・り一
?{榔＠・）ブ＝＝・…

によりαゴを求め

　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　Σ娠yi，φ（・り）1・8ツ，

　　　　　　　　　　　ゴ＝1？グ（ri（ili’Fエ））－logξゴ（tlt＋ユ）＝＝

n
Σωゴ（yi，φ（m））

f塩1

　　　　nアゴ伽1）沙ゴ（yi・φ＠））ツ・

ξゴ（m＋エ）　　　　n

　　　　Σωゴ（yi，φ（・・））

　　　　∫鵠1

を解きξゴ＠＋1），7ゴ伽＋りを求めれぽよい。ただし，Ψ（・）はディガソマ関数を表す。こ

のステヅプを収束するまでくり返し，得られた値を最尤推定値φとする。

　また，情報行列を求めるために（2．10）式の各項を計筑すれば，
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　　　　　　　　　n　　　　　　　11需ΣE多［．Bi（・Yi，φ）卜x’i・Ri］

　　　　　　　　　i・・l

　　　　　　　　　　n　　n
　　　　　　　　　薦＋義　　O

　　　　　　　　　　　　　A，

　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　＿　　　　　ん一

但し，

　　　　　　　　　　　般ゴ弁ゴ　　　　n凌ゴ

　　　　　　　　　　　　ξゴ2　　　　ξゴ

　　　　　　　・4ノ瓢

　　　　　　　　　　　　　み　　　　　　　　　　　一學　　7¢ψ’（γノ）

　　　　　　　　　＿　　ξゴ　　　　　　　＿

　　　　　　　　　　ll　　　　　　　1、＝t　Z］　Es〔Si（x∫，φ）Si・（Xi，　s3）iXi・Riコ

　　　　　　　　　itU＝1

　　　　　　　　　　　塁＋4　　0
　　　　　　　　　　　α1　α2

　　　　　　　　　　　　　　　ヱ）1

　　　　　　　　　＿　　0　　　　1）2＿

　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　i－i・σ・（・・磯一・’）2濁ω・（例彰一・・）（・・＋1・動）

　　　Dゴ＝

　　　　　碧・幅φ）（？ゴ7｝yガξゴ〉（・’＋・・gyi）濤ω・（・・φ）（・・＋1・g・・）2　一．

　但し，　　C戸108ξゴーT（γブ）

　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
　　　　　　　」，＝ΣE多［Si（Xi，φ）IXi・Ri〕Ea〔SiT（Xf，φ）lx，・期瓢Σ4画・

　　　　　　　　　∫＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぎ朧1

　但し，

　　　　　　　　　　　zv1（ツ，，φ）　zv2（ツi，φ）

　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　　　　　α1　　　　　　α2

　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　zv・（yi，φ）（詐・・）

　　　　　　　4ゴ＝　zv　1（yi，φ）（01＋logyi）

　　　　　　　　　　　礁φ）（9，7－yiξ2）

　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　一ω2（ツi，φ）（c2＋logyi）　一
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　　図2　データ数と薮≧分散との関係

9Vl＝　0．099
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図3　母集団密度と推定密度の比較

　：母集団密度　……：推定密度
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となり，最尤推定値φの観測値に基づく分散共分散行列は，情報行列ム’（φ）鷲ム・一為十為

の逆行列として得られる。

　図1に示した…三種類の分布に対してシミュレーショソによりデータ数な凌化させた時

の観測値に基づく分敵共分散行列の変化を調査した。図2はその結果を表し，縦軸ば全

分散（Tジ1（ψ）のトレー一　z）を示している。この調癒から，データ数が100～500程度の

時は（G）型の分布の推定精度が（a），㈲型に比べてかなり良いことが知られた。これを確か

めるために500個のデータ（シミxレーシmソによる）から推建したパラメータの値を

持つ密度関数のグラブと比較して図3に示した。（G）では母集団分布とデータから検鷹し

た密度関数は，かなり近似しているが，（a），（b）では混禽比が0．1と小さいためκの小さ

い所での不一致が鳳立ち推定が困難となっている。特に（b）では，型パラメー－11が1な境

にして分布が大きく凌化する影響をうけて困難さが増していることが如偽れた。これな

さらに検討するために，同じデータに対してプロファイル対数尤度

szψlo8L（α1）
o

を計騨しその結果を図4に示した。（a），（b）の場合は平坦な変化を示しパラメータ推楚が

困難であることがわかる。しかし，（c）の場合は（a），（b）に比べて大きな変化を示し，比較

的推定が容易であることがうかがえる。

　復帰糸長データへの応用：

　蚕が繭を作る時，繭の中央を離れてから再び繭の中央に復帰するまでに吐く糸畏を測

一2070

臣212。
享

正

ll

菱

　一2170

＼

（b）　　　　　　　　　　．、

　　　　　　　　（c）
　　／・…一一一・・一×〈

／　　　　＼
’　　　　　　　　＼

一2220
　　0。04　　　　　　　0．24　　　　　　　 0．44

　　　　　　　　混合比、α1

　　　図4　プPtファイル対数尤度関数

＼
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定して作成したのが図5である。このデータの特微は0～25mmの付近に大帯が1集巾

し，しかもかなり長い糸長のデータが無視できない頻度で出現し，図1（O）と似た様子捻

示すことであった。そこで，このデー．Itの分布モデルとして：：：t）のガγマ分布な成ジ〉留

度とする混合分布を考え，最尤法によってパラメータの推箆を背った、，EMアルゴリズ

ムによって得られた挫定値を図5に，推建億の漸近的分散り紛散術列な表1に示し甑，

また，この推定値を用いて理論確率を計錦し図巾に示した。0～5mmの部分で雲測イ1目

対度数と理論確率との闘に違いがあるが，このデータの樽集団懸デルとして二つのガソ

マ分布の混合分布が十分利用でぎることを示している。

相

対

度

数

O．il

0．4

O，3

0，2

0，1

o，o

‘ピ1二・：G，269

ξ1：・＝　O．003

γ1：＝0．749

ξ2　：0。519

ラ嘗5，08

η＝＝　4603

0　　　　　　　　　　　　50　　　　　　　　　　　100　　　　　　　　　　　　150

　　　　　　　　　　　復帰糸畏、mm

図5　復帰糸長の実測相対度数と推定確率との比較

a’1

ξ1

71

ξ2

γ2

　　　　　　　　　　　　蓑1　漸近分散共分散行列

　　　αエ　　　　　　　　　　　　　　91　　　　　　　　　　　　　　γ1　　　　　　　　　　　　　　ξ2　　　　　　　　　　　　　γ饗

一〇．63955×10－4 @　　－O．14761×10－’G　　　－O．87218×10開4　　　0，36179xlO－4　　　0。3⑪596x10－3－

　　　　　　　　0．29368×10－7　　　　0。39144×10－5　　－一一〇，17055×10－a　　・－O，18712×10－5

　　　　　　　　　　　　　　　　0．10733×10－2　　－0，12964×10－3　　－・0，11929x10■：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O，27997×10－3　　　0，24145×IO－e

＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O，22411×10一1＿

　3．2　指数分布と正規分布あるいはガンマ分布，指数分布と正規分布の混合分布

　これらの成分密度の組合せによる分布は，一般に寿命に関するものに多く見られる。

物理的な説明として，指数分布ガソマ分布で初期故障するまでの時聞を，又摩耗によ

り寿命が尽きるまでの時間を正規分布であてはめていて，指数分布と正規分布による混

合密度は，
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　　　　　　PE〈r（x；ζビ，λ，μ，σ）＝（1－a’）プ㌦（x；2）十αプ至（x’；／，t，ぴ）　　　　　　　　　　　　　（3．3）

但し，　　　　fi（x；λ）＝＝2e’”Ax

（κツが

f2（x・μ・のッ1。ρ・㎜餅

で与えられるQここでμ＞＞aなら，この1昆含密度関数は2つの峰をもち，標本平均値

券碧繍・脚峰の1｝・R・位臨鞠値か曝働・鰍鰍も励・・そ

のようすを図6に示す。しかし武（3，3）の4つのパラメv一タが推楚できれば塑くの情報

が得られることにな為。例えば初期故1；ll亡率1一α，初期故隣を趨すまでの平均時問1／λ，

1劇i底にょり欝命が尽きゐ諏噂の平均値μとその分散評猟どである、，

o，3

　　　　　　　　　　　　　X　586，90
　　　　　　　相　　　　　　　　　　　　　s　524．X6
　　　　　　　謹゜帽2

　　　　　　　㌔1

　　　　　　　　0．0
　　　　　　　　　　0　　　　　　500　　　　　ユ000　　　　　1500　　　　2000

　　　　　　　　　　　　　　　　　角犀じょ糸長（m）

　　　　　　　　　　　　図6　解じ　ょ糸長分布

　最尤法でパラメータを推定するため，まず式（3，3）をもとに紺数尤度関数，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・gL。N（φ；の二Σ1・9〔（1一α）fi（κfの＋唖（Xi；μ，ρ）コ　　（3．4）

　　　　　　　　　　　　　　庫工

　　　7zはデー・・　lt数

を得る。次に，この対数尤度関数からパラメータごとに偏微分したものを0とおいた最

尤方程式，

∂1°ﾆ（φ；め一碧ヵ識、φヲ〔一五（Xl・・）＋煎綱コー・

∂1°f（φ；κL（・一・・）碧ヵ誌，、φ）（｝一のゐ（綱一・
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璽器（φ；x）…碧ρ論、ψ）（筆μ）撫…の一・

∂1°ｿ（φ；’「）一・碧ρ誌、，り÷卜1＋（塁デ〕伽…）一・

　但し，　　PE」〉（ti；φ）・・（1一α）fi（Xi；2）十αf2（Xi；lt，　t）

を得る。この解が最尤推定値となるが，Pt　n一トン・ラフソソ法で解を得為揚合に1・1：先

に示したように対数尤度関数の2階微分まで必要とする。その他のアルゴリズムな用い

た場合にもパラメーノぜの推定時の分散共分散行i列を得るtcurk　2　i署微分が必1要と獄ゐのて←

パラメータごとの懸2階微分を求めておく。その各要素は，

∂21°瘰浴iφ；x）一一濤［酬1、、研・卜撫・・）蝋・’・…）コ・

22’°瘰帥ﾓ；x）一一治Ml、、φ）コ＋・　五（棚・・；tt，　tr）

∂21°拍Q；x）一碧［舷識、φ）下（κ響μ）fl　（・Xi・・）細・，の

2翌゜ﾋ、望遡一鶏τ酬｝、、φ）コ，（÷）［・一（塁〉”1　f，（磁（脚）

∂21ﾛ㈲一一（・一・）碧M妻、、φ）コ，｛・（蔓一小ム（脳・）

　　　　　　　　　　＋（・一）赫（Xi・・）｝細・）

鯉゜ｿφ；x）一一・・（・一）碧ゆ，識、φ）コ＋・轟・・）

　　　　　　　　　　（Xi－Ft　σ2）f2（脇の

∂21°ｿφ；x）一・（・一・）碧［P。，v（1｝T，、φ）コ，（÷一・i）五（・…）

　　　　　　　　　　÷［・一（誓μ）2〕f2（脚）

∂21°G・（φ；κL・碧［i51．E。rdl｝N（xi、φ）コ，歩｛（・一・）［・一（κ・葦・）2］綱

　　　　　　　　　　＋・f2（Xi；μ，σ）｝f2（Xi・・，・）

∂21°ｿφ；x）・一・魯［ρ誌、φ）］、歩｛（・一・）〔・等・

　　　　　　　　　　一際）3］岬）＋・紛テμ乃（Xi；lt，σ’）｝伽・）
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御゜μ增iφ；x）一碧［五蓋識、φ）下歩｛（・一・）［・一・（等μ）2

　　　　　　　＋（Xi　－se　　σ）4］撫・え）仲一一・（誓μ）2］乃（Xi・…）｝ゐ（脚）

但し，　　　PEN（Xi；φ）瓢（1一α）fi（Vi；え）十ecプ至（Xi；μ，σ）

　　　　　　fi（Xi；2）累λゼ槻

　　　　　　　　　　　　　　　　　（Xi－！‘）a

　　　　　　ゐぐ脇の℃齢・…9鎌・2

となゐ。以上の武を要紫とす為行列の逆↑了列の負が分散タ痔分散行列となる。

最尤方縦武の解はSASのNLINプロシージャな翔い，解法アルゴリズムはガウス・

エ　su一トソ法で行った。したがって，対数尤度関数と最尤力程式をSAS醤諮で記述す

0．3

椴

　o，2
対

数

　0．1

c‘　　⑪．44918

λ　　　Q，or⊃6426

μ11zs。53
σ　　260腎10

ロ6658

o，3

椴
　0．2
対

鷹

数

　0。ユ

cs　　　O．47725
λ　　　　O．⑪⑪3486

T』ユ333、88

σ　212、59
n5s84

0．o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O・O

　O　　　500　　　1000　　　1SOO　　2000　　　0　　　500　　　ユ000　　ユ500　　2000
　　　　　　　解じよ糸畏（m）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　角羊じよ糸畏（m）

　　　　　　　　la）　　　　　　　　　　　　　　　　（b）

o．3

帽

　0．2
対

度

数

　⑪．1

a　　　O，44S71

λ　　　0．01ZIO2

μ1133．21
σ　279。42
m4179

　　0，0
　　　　0　　　　SOO　　　1000　　　　1500　　　2000

　　　　　　　　　　解じょ糸畏（m）

　　　　　　　　　　　（G）

図7　指数分布と正規分布による解じx糸長へのあてはめ
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れば最尤推定値が得られるが，分散共分散行列については別に求める必襲があ凱rL

　データ解析は昭和54年産春繭（春月×宝鐘），初秋繭（錦秋×鐘和），晩秋繭（錦秋＞1

鐘和）のそれぞれの解じょ糸畏を調査したものについて行った，，図7（a），（b），（t｝｝に簗｝｝！

それの解じょ糸長の相対度数と推定されたパラメータによって得られた況合術ll芝に。！：る

出現確率を示す。3組のデータとも推建された出現確率0）Omから50！nの区間の1：ll対度

数への適合があまりよくなく，又正規分布をあてはめた鷹純によゐ欝命の部ク〉の囎一ド

が解じょ糸長の短い側に移ってし・ることがわかる。すなわち，初ll轍陣姻胸愉〔鰯猷

推定され，摩耗寿命の平均他は過小推定されたことになる。しかし液が1測皆数分布、とlll

規分布の混合割！碧二いうあらかじめ与えられた惜報のもとでは妥当なパラメ…潔が雄1定

されたものと考∵、られる。分散共分散行列を表2（a），（b），（o）に泳す。

cv

λ

tt

a

　　　　　表2（a）春繭，指数分布と正規分布の漸近分散共分

　　　α　　　　　　　　　2　　　　　　　　　μ　　　　　　　　　rt

『0．7⑪2830×10闇4　　　0．429499×10－c　　　－・0，173954×10－’i　　　O，164491x10闘艮　　一

　　　　　　　　　〇．116257×10”7　　　　－tO．269482×10｝3　　　　0．256299×10－：｛

　　　　　　　　　　　　　　　　　0．308252×10　　　　－0．129737x1⑪含

一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇，216453×1｛｝鶉　　　＿

cr

λ

μ

　　　　衷2（b）初秋繭，指数分布と正規分布の漸近分散共分散行列

　　　α　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　／2　　　　　　　　　　a

－　0．610716×IO『ii　　　O．802484×10瞬6　　　－0，272348×10｝1　　　0．230990×10“nyt　刷

　　　　　　　　　0．389208×10『7　　　－0．893796×10暉3　　　0，744168×10－’a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O。542915×102　　　一⑪，272766x102

－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．352843×102　　＿

a’

2

Pt

　　　表2（O）晩秋繭，指数分布と正規分布の漸近分散共分散行列

　　　　α　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　μ　　　　　　　　　　　a

－　O．717699×10－”’t　　　O．101478×10－s　　　－O．190826×10－t　　　O．199224x10冒1　－

　　　　　　　　　0・136999×10『6　　　　－0．152706×10－2　　　　0，157442×10－2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．707955×102　　　－－0．30631：～×102

＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．532846×102　＿

　指数分布と正規分布による混合密度によるモデルにはさらに改良すべき点がある。そ

こで解じょ糸長の最も短い階級の相対度数をおぎなうようにガンマ分布を加え3つの異

る分布から成る混合密度をモデルとする。この場合の混合密度は，

　　　PGEN（x；α，β，ξ，　r，2・St・σ）＝（1一α一β）fi（x；ξ，γ）十atf2（x；R）十βプも（．x；fS，σ）
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乱，撫ξ・・）雪鵡（ξX）”“te“e”

f2（x；2）　＝2θ一ax

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x’一一／e）2

　　　　　　　　f2（綱娠ブ2σ2　　　　　　　’

となり，7つのパジメータをもつaこのときの対数尤度関数は，

　　　　　　　　　　　　　チt
　　　log二乙（；EN（φ；，x）＝二Σ］log『｛（1－一（u一β）ノ』（Xi；ξ，γ）＋αプ襲（vXi；λ）＋βノ13（x・i；μ，σ）｝

　　　　　　　　　　　　　’識1

で与えられ～も。

　次に，鍛尤方程式を求めると，

　　　惣鞍轡；磁碧葡謡聯ア：－fi（・i；ξ・7’）＋f2（Xi；え）］＝＝・

　　　∂1°讐鯉轟。論、dtJ）卜／・（A：i；ξ，γ）＋細…）H

　　　塑響（φ；紘（1一β）為。。識、φ）（葦一・i）鰍・）瓢。

　　　⑳勢鯉一（・…β）駄。翫、φ）〔1・8（ξ・・）一ザ…］五（鵬・）ta・

　　　亜鞠辮；馳嘗煽。き。i；φ）（÷一・・）f2（Vi；2）＝＝o

　　　堕勢轡慮竺β都。誌，；φ）（Xi　μ　　σ勾）f3（Xi　；　lt，・）－o

　　　∂1°響φ；x）一一β濤7＿毒、、φ）÷〔・一（等μ）2］　f3（・i・・，・）一・

但し　・，’…一捨

　　　　　　　　r・（，）－4㍗

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r…一∫。t”一’e”dt

を得る。指数分布と正規分布のモデルの場合と同様に分散共分散行列を求めるため各パ

ラメータについて，偏2階微分を求めると，

∂21°ｴ㈱一鴬ゆ＿毒，、φ）コ・レ締・）＋・f・・（Xi；え）］2
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∂21°盾Pφ；x）一一碧隔。嵩、φ）コ・〔一・fi（鵬・）＋f2（・’・・）：！

　　　　　　　　　　　　〔一一fi（Xi；ξ，γ）十ノ㌔（Vi；St，σ）コ

∂21°ｿφ；x）一濤［ヵ＿毒，、φ）コ・E（・一β）岬）＋銑＠’・！・・）コ

　　　　　　　　　　　　　　（γ？－Vi）撫・ξ，・）

∂21°Aぎ銑！望；x）鷺〔ヵ。。隷、；φ）］・［（・一β）f2（Xi；R）－1一βfa（脇・）III

　　　　　　　　　　　　　　［：IIJ『（r）－log（ξXi）コノ1（A：i；ξ，γ）

∂21°4�`）一濤Eカ。。。毒溺）コ，〔（1一β）／1（繍γ）＋βん（描姻

　　　　　　　　　　　　　　　（17　pm　Xi）f2（Xi；2）

∂η゜癡｣；込一β碧［　　　　1PσEN（Xi；φ）コ，トノ繍微（醐

　　　　　　　　　　　　　　（Ci一pe　σ2）fa（Ci；え，・）

∂210瘴ﾐ参…≦φ；x）　一＝β濤亡五～三藷てiヒ7瀞浮〔一一一　fi（・Vi；乱γ）＋f2（Xi；λ）：］

　　　　　　　　　　　　　　÷〔・一（等μ）・］九（・’・・，の

∂210gL wiき謬｛≧【（φ；x）　　＝：　一濤［PaEハxよゴ；φ）：12　［：一ノ～（x’i；ξFつγ）一ト」r』（Xi；St，σ）：］2

∂21°W舞φ；x）一一濤［　　　　　1PCEAr（Xi；φ）コ，〔af2（・i；λ）＋（1－・）f8（鵬明

　　　　　　　　　　　　　　（そ一Xi）プ1（・i・ξ・・）

∂21°Jφ；X）一碧［ヵ＿毒、、φ）コ、〔？F・，）－1・・（ξ紛）コ聯…）

　　　　　　　　　　　　　十（1一α）ノも（Xi；Pt，σ）］ノ…（Xi；ξ，ア）

∂21°μZφ；x）一碧［　　　　　1PGFN（Xi；φ）］，［婦・）一撫・醐

　　　　　　　　　　　　　　（÷一魂…ξ，・）

∂210gz⊃ｶi垂1湊歪iφ；x）　　－i－i［、PGEN毒i；否ゴガ［（1一α・）ノ～（Xi；亀γ）＋avf2（Xi；え）コ
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　　　　　　　　　　　　　　（㌶一μ　　cr2）ゐ（魏・）

∂21αｿ匹一掬ごヵ論φ）］，÷［・一（等鯛ん（…’・の

　　　　　　　　　　　　　　［（1一α）グ1（．Xi；ξ，γ）斗・‘げ』（Xi；え）：1

迦総（φ；の＿（1　，，＿β）濤ゆ＿毒研｛一（1－一β）善施・ξ・・）

　　　　　　　　　　　　　一碑評争晒燐綱＋漁・副｝／傭，・）

一璽絆鯉（・一β）濤［3麗識ξφ）コ？t｛（1－・一・・）寺ノ・（礪・）

　　　　　　　　　　　　　＋トぎ一（7ab　Xi【）（耀・，魂（ξ・’））〕［噛・・）

　　　　　　　　　　　　　＋漁・…小（…ξ・・）

鯉繊鯉一《1一βン・濤［蕪（～、研（－kL，rx’）グ1（鵬・）

　　　　　　　　　　　　　（17一絢）細・）

勢蹴鯉一一一一（・　一β）β象［ρ＿（矯予（継）ノ1（・’・ξ・・）

　　　　　　　　　　　　　　（紛一μ　　　σ2）梱・・）

鯉器φ；x）一（1一α一β）1・鮎＿嵩、φ浮（そ一・i）プ1（・’・乱・）

　　　　　　　　　　　　　　÷［・一（誓μ）2］ん（Xi・…）

∂21°潤iφ；x）一一（・…β）象［P＿嵩、φ）］・｛（・一β隔㈱

　　　　　　　　　　　　　一［（109（ξκ∫））2－2U「（γ）109（ξκf）一擢’（γ）→一（ザ（r））2コ［：αソ至（Xi；2）

　　　　　　　　　　　　　十βノ』（Xi；μ，σ）］｝プ㌦（Xi；ξ，γ）

∂fl° J（φ；め一一（・…β）・濤蔭＿（1．ll｝i、φ）］・…（ξ・・）’一一・？・T・・）］

　　　　　　　　　　　　　施・ξ，・）（÷一・i）　f2　（Xi・・）

∂21°?帥ﾓ；込一（・…β）β禽［蘇～、、φ）コ・E1・・（ξ・・）一…’・・）］
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi（Xi・ξ，・）（筆〃）f・（Xi・！・・）

　　　　　∂21°弩紺φ；x）一（1一β）β翫論朔調ξ・・）一・曾（・・1］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　／、（。、；ξ，γ）－9．ri一κ’二鮮ゐ（。，；μ，の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ　　　　　　　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔（　〉］

璽罧綱一一・碧嚥（劾ゴ・篠一・：（・…・・一献噛・

　　　　　　　　　　　　　　＋βゐ（sci；！・t，　o）コ＋ウ・（・’・λ）｝癬・）

∂21°高Pφ；x一・β碧（　　　　　1〔2bσElvT（Xi；φ）：ド（静　fz（・i・・）（㌣し）

　　　　　　　　　　　　　ゐ（η；μ，σ゜）

銀2響φ；x）一β碧〔P＿（≒、、ll、’」i’・ト・）ゐ㈱÷〔・一（認劉q，

　　　　　　　　　　　　　ゐ（Xi；μ，σ）

∂21°Q（φ；x）一一鷺［ヵ。。諸、、φ）i・“2｛〔1《κ’ヲ〃）2］〔（レ・一β）

　　　　　　　　　　　　　fi（Xi・ξ・・）＋c・f2（x・；」1）］＋βf3（脇・）｝魚脚）

∂21°ｿφ；の一一濤［P。Sivl（。：．、φ）］，審｛〔・等！L（㌶テμ）s］

〔（1－eVr一β）！エ（Xi；ξ，7）十aプh（κゴ；λ）］＋213　Xi　　／．t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cr

　　　　　　　　　　　　　　　　fs（Xi；μ，σ）｝f・（・’i・・，・）

∂21°ｴ（φ；x“）一β碧∬＿毒、、φ）］，器｛〔・一・（等・‘）2＋（等・‘）4］

　　　　　　　　　　　　　　　［（・…β）施・ξ・・）＋・・f2（・i・・）］＋β〔・一・（禦＞2〕

　　　　　　　　　　　　　　　f3（Xi；FS，σ）｝f3（卿，・）

但し・　PaEN（Xi；φ）＝（1一α一β）！・（Xi；ξ，γ）＋af2（Xi；λ）＋βゐ（κf；μ，の

　　　　　　　　　　　　　　　・，”・，）－4籍

・，’

Er）＝＝　¢／°ｯξ（L）
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　　　，　
1’（ρ翫　t「’”ie’”tdt

　　　LO

を得る。このモデルについてもSASのNLJ2＞ヅロシージャを用いガウス・ニュート

ソ法によって推黛な行った。推建されたパラメータによって得られた混合密度による田

現確率な求め，相対度数とともに図8（a），（b），（o）に示す。図から指数分布と正規分布に

よる混脅密度の噸デルよりもよく適合していることがわかる。さらに適含度をくらべる

ためAICを求めた‘、ノ11Cけ：，

　　一一210g（最大尤度）＋2P

　　ここで，♪はパラメータの数

で窟義湘偽統謂1｝1・酸デル間の齢性糠三に有効なもので，より小さ劇直なと蔀デ

ルが1齢性が良い騨1定され観それぞれのモデルセ雛定されたパラメータを凧・て求

めたAXC靴表3に．示す。

⑪，3

椚
　o．2
対

数

　0．工

Ci　　　o．SS676

B　　　O。37‘ち01．

F，　　o．066026
Y　　　 l，91539
λ　　　⑪，OO3ヱ219

11　ユ】r76．99

cr　　209gtltl

tl　6658

o．3

楓

　o．2
対

度

数

　0．1

Ct　　　O．475両8

β　　⑪。4S326

ξ　　O．11042
Y　　　2．77083
λ　　　0．OO27工68

1よ　ユ345．19

σ　200．92

0．Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O。O
　O　　　　　　sOO　　　　　1000　　　　　工500　　　　　2000　　　　　　0　　　　　　500　　　　　1000　　　　　1500　　　　2000

　　　　　　　解じよ糸畏㊥　　　　　　　　　　　 解じよ糸長（m）

　　　　　　　　（a）　　　　　　　　　　　　　　　tb）

⑪．3

梱

　o，2
対

度

数

　0．1

｛ヱ　　　Og31856

β　　　　0隔37986

ξ0・052344
Y　　　　1昌62280

λ　　　　O．0035802

り　1210¶68

σ204．58
n4エフ9

　　　　　　0，0
　　　　　　　0　　　　500　　　　1000　　　　1500　　　2000

　　　　　　　　　　　　　餐￥じょ糸長（fi1）

　　　　　　　　　　　　　　（G）

図8　ガンマ分布，指数分布と正規分布による解じょ糸長分布へのあてはめ
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                         Summary

Estimation of the parameters of finite mixture distribution and its 

applications

Takahiko NISHIOKA and Mikihiko MIURA

   Finite mixture distributions are used as an statistical inodel of the

data in the wide range o'f areas and many studies have been done about

estimating the parameters of the mixture of norma! distributions.

   In this paper we discussed about the maxi!num likelihood estimation

of the parameters of other continuous component densities, particularly

both gamma rnixtures and the inixture of an exponential and a nor!nal, by

EM algorithm and statistical packages such as SAS or BMDP, Precision

of the estimation was also discussed. The results were applied for the

statistical analysis of cocoon filament data,


