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Summary: Slope direction is an important environmental factor in various field studies, 
but it is difficult to employ as an explanatory variable in regression analysis because of its 
periodicity. In the present study, actual data was used to assess the goodness of fit of three 
different regression models using slope direction as an explanatory variable. Results show 
that a non-linear regression of y = a sin(θ + b) can be transformed into a linear multiple 
regression with sin θ and cos θ. A multiple regression, with sin θ and cos θ, should be 
applied when the two slope directions bearing a maximum or minimum are assumed to be 
exactly opposite to each other. Conversely, a cubic-curve regression should be applied 
when the two slope directions are not assumed to be opposite. Presumed errors of 
estimation were almost equal in the multiple and cubic-curve regressions. Furthermore, 
p-values were almost equal for both the multiple and cubic-curve regressions when there 
was little variation in the data, but the p-value for the cubic-curve regression dramatically 
increased as the variation in the data increased. 
 

 

 

１．はじめに 
 斜面方位は，山地における様々なフィールド調

査で記録すべき重要な環境要因の 1 つである。と

くに高山帯では，斜面方位は標高よりも植物の分

布・生育に影響することが報告されている 4, 7)。

しかし，斜面方位と他の変量との関連性を知りた

いとき，とくに決まった統計的手法はない。理由

は，斜面方位を角度で表現すれば比例尺度の連続

量にできるものの，角度（ラジアン）は 2π で 0
に戻るためである。角度 0～2π（北から始めて，

時計回りに東，南，西を経て北に戻る）を横軸と

して描かれた散布図に対し，両端で推定値と変化

率が同じになるような推定曲線を当てはめる必

要がある。すなわち，周期的に変化する曲線を想

定しなければならない。回帰直線は適用できない

ので，相関係数は使えないことになる。 
斜面方位を要因に取り上げた調査研究は数多

くあるが，斜面方位を横軸としたグラフを示して，

視覚的に読み解くことが多いようである。説明変

数として扱った例として，ア）ダミー変数による

重回帰分析 3)，イ）数量化理論Ⅰ類およびⅡ類と

いった多変量の予測モデル 5, 8)，ウ）三角関数を

用いた非線形回帰 6)などが挙げられる。ア）とイ）

では，斜面方位は名義尺度として扱われている。

ア）は，川の左岸と右岸の 2 種類しかないような

場合に有効であろう。イ）は，4 方向または 8 方
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向といった水準数であれば有効であるが，カテゴ

リー数の増加は説明変数の増加を意味し，信頼性

を保つために多くのデータが必要となる。ウ）で

は斜面方位は比例尺度の連続量として扱われ，周

期関数を適用するので理に叶っているが，非線形

の最適化なので手計算での解析は困難になる。こ

のように，斜面方位を回帰分析の説明変数にする

簡便で理に叶った方法は，現在のところ確定され

ていない。 
そこで本報では，斜面方位を説明変数とする回

帰モデルについて，いくつかの方法を取り上げて

比較することにした。 
 

２．回帰モデル 

斜面方位を説明変数とする回帰モデルとして，

sin θ，sin θ と cos θによる重回帰，3 次多項式に

よる曲線回帰の 3 種類を取り上げることとした。

いずれも，斜面方位を角度で表現した θの範囲は，

0≦θ≦2π である。 
 まず sin θは，周期 2π になる関数として選んだ

もので，回帰モデルは以下のようになる。 
y ＝a sin (θ＋b) ･･･（1） 
ここで a，b は定数である。周期 2π なので，a，b
にかかわらず θの範囲の両端で回帰曲線は連続す

る。 
 sin θと cos θによる重回帰は，斜面方位の角度

を sin 成分と cos 成分に分解して説明変数とした

もので，回帰モデルは 
y ＝a＋b sin θ＋c cos θ ･･･（2） 

となる。ここで a，b，c は定数である。この場合

の空間的なイメージを図 1 に示した。y が最大，

最小となるときの θは，原点 O を中心として対称

になるので，互いに正反対の方向となるのは自明

である。また，説明変数を x1＝cos θ，x2＝sin θ と
おくと，点（x1, x2）は図中の円筒の側面上にある

という制約で動いており，（2）式は回帰平面上の

楕円となる。そのため，（2）式は，非線形ではな

く線形の重回帰として推定することができる。 
 3 次多項式による曲線回帰は，sin θ を Taylor
展開すると θ，θ3，θ5，･･･の和として表現される

ことから取り上げた。 
y ＝a＋bθ＋cθ2＋dθ3 
これに，θ＝0 のときと θ＝2π のときの y，y’が一

致するという条件を加えて解くと，a1＝2a3π2，b
＝－3dπ となり，整理すると 
y ＝a＋d･θ (θ－π) (θ－2π) 
となる。ただしこれでは極値をとる θが常に一定

になってしまうので，角度 α（α は定数）の分ず

らせるように，次の変数 
X ＝θ－α    （α＜θのとき） 
  2π－α＋θ  （θ＜α のとき） 
を導入すると，回帰モデルは 
y ＝a＋d･X (X－π) (X－2π) ･･･（3） 
となる。y が極値をとるときの X は，y’’＝0 を解

くと， 

 
となる。すなわち，y が最大・最小となる方向は 

 
図-1 cos θ と sin θ による重回帰イメージ 
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（約 207.8°）ずれるので，正反対の方向

にはならない。 
 ここで，（1）式を変形すると， 
y ＝a (sin θ cos b＋cos θ sin b) 
  ＝a cos b･sin θ＋a sin b･cos θ ･･･（1’） 
このとき a cos b，a sin b は定数なので，（1）式に

よる回帰モデルは（2）式による回帰モデルで表

現できる。したがって，以下では，sin θと cos θ
による重回帰：（2）式と，3 次多項式による曲線

回帰：（3）式による回帰モデルを比較することと

した。 
 
３．検証のためのデータ 

回帰モデルの検証のために，長野県内における

木本性つる植物マツブサの果粒重についてのデ

ータ 1)を用いた。平均果粒重に対し，緯度，標高

および斜面方位（sin 成分と cos 成分に分解）と

の関係が有意であった 1)。そこで，緯度と標高の

影響を取り除いた平均果粒重（D）を求め，これ

を斜面方位により（2）式と（3）式の回帰モデル

で推定することとした。なお，D は，緯度と標高

を説明変数とする重回帰式による平均果粒重の

推定値 ŷ と実測値 y との差（D＝y－ŷ）である。 
 回帰モデルの係数の推定は，正規方程式を立て

て行列計算を行なうことによって求めた。有意性

の判定は，残差平方和をもとにした F 検定により

行なった。演算は表計算ソフト（Microsoft Office 
Excel 2003）によった。 
 
４．結果と考察 
 sin θと cos θによる重回帰：（2）式と，3 次多

項式による曲線回帰：（3）式による分析結果は，

図 2 のようになった。決定係数は（2）式で R2＝

0.353，（3）式で 0.369 と後者のほうがやや高い値

であった。推定誤差は（2）式で See＝0.121，（3）
式で 0.123 とほぼ同等であった p 値は（2）式で

0.05 以下となったが，（3）式では 0.10 を越えて

いた。 
また，グラフを比較すると，（2）式による回帰

曲線は極値となる斜面方位（NEE，SWW）が正

反対の方向にあるのに対し，（3）式による回帰曲

線では極値となる斜面方位がともに北よりにず

れ，互いに正反対の方向にならないことが確認さ

れた。したがって，最大値・最小値となる斜面方

位が正反対の方向になることが想定される場合

には sin θと cos θによる重回帰：（2）式が妥当で

あり，正反対にならない場合には 3 次多項式によ

る曲線回帰：（3）式を適用することが妥当である

といえる。 
ここで，検証データ（D）のみでは（2）式と（3）

式による回帰の特性が捉えきれないので，データ

のばらつきがより小さいまたは大きい場合につ

いて検討することにした。D について，（2）式を

当てはめたときの残差とすると，D は推定値と残

差の和で表現される。残差を拡大または縮小した

仮想データ（残差 100％：元データ，残差を 0～
200％に調整）を作成して，（2）式および（3）式

による回帰分析を行った。その結果，推定精度を

示す See と p 値の変化は図 3 のようになった。残

差の大きさが変化しても，See は（2）式と（3）
式とでほぼ近接した値となるが常に（2）式＜（3）
式であった。また，p 値も常に（2）式＜（3）式

 
図-2 斜面方位を説明変数とする回帰モデルを検証データに適用した分析結果 
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であり，残差が大きくなると（3）式ではより急

に p 値が増大し，残差が小さくなると（3）式の

ほうが急に減少して，（2）式の場合とほとんど変

わらなくなることが読み取れた。 
この原因として，回帰モデルのパラメータ数が

（2）式では 3，（3）式では 4（未知数が 2 つだけ

なのは両端で連続という条件を付けているため）

であることが考えられる。See は残差分散に基づ

くので，残差の自由度がより大きい（2）式のほ

うが有利であろう。また，p 値については，3 次

多項式のほうがモデル式の自由度が 1 つ多いこ

とでより柔軟な曲線近似ができるものの，データ

のばらつきが大きくなると，高次の項を含むため

にルンゲの現象 2)のような当てはまりの悪さを露

呈するのではと考えられる。 
 
５．まとめ 

 本報では，斜面方位を説明変数とする回帰モデ

ルについて，検証データを用いて比較・検討した。 
1. sin θによる非線形回帰は，sin θと cos θによる

線形の重回帰に変形できる。 
2. sin θと cos θによる重回帰と，3 次多項式によ

る曲線回帰をモデル式として取り上げた。前者は

極値となる方位が正反対の方向になる場合，後者

は正反対にならない場合に適用すべきである。 
3. 推定誤差は両者でほぼ同等であった。データ

のばらつきが小さいときには両者で p 値はほぼ

同等であったが，ばらつきが大きくなると，後者

では p 値が急に増加した。 
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図-3 残差の大きさを変化させたときの推定精度の変化 
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