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   Synopsis. From interpolation formulas for the function of two argu-

ments, general expressions for the double definite integral or mechanical 

cubature are derived. Various rules for the mechanical cubature can be 

formulated from these expressions,  and they will be useful for practical 

evaluation of the double integral even when this is  difficult or impossible 

to evaluate. The procedure can easily be extended to the evaluation of 

triple integral and so on.

   § 1. We have sometimes met with the evaluation of the definite in-

tegral

 I = J f(x)  dx  , 
a and a' being constants. When this integral is difficult to evaluate 

 by means of analytical process, we have to rely on the numerical method 
which is known as mechanical quadrature. 

   Elementary rules for the mechanical quadrature that have widely 

been used  are  : 

 Trapezoidal rule, of the  form:  I ,  =  —h (y0 +  yi),  2

h  Sim
pson's rule, of the form I  = —    3(y-i +, 4yo  +  Yi 

    and so on. 

    § 2. We also encounter with the double definite integral 

 = 

                        .i.bt  f  (x,  y)  dx  dy  ,              1..b 
where a, a', b and b' are constants, and the integrand f (x, y) is for the 

time being supposed to have no singularities within the domain con-

sidered. Numerical mathematical method for the integral last written is 
called mechanical cubature. In this regard, duplicate use of known rules 

in the mechanical quadrature have sometimes been employed, almost no 
further developments have been made, and no systematic process of 

   * Professor of Shinshu University . 
   1) An elementary treatment of the problem may be found for instance, in 

Steffenson's 'Interpolation.'
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the皿echanical　cubature　seems　to　ha▽e　been　proposed．

　　　　The　present　．　skrork　is　in　deducing　general　expressions　of　the　me－

chanical　cubature，　by　begj．nning　with　Stirljng　interpolation　formula，　and

Bessel　interpolation　formula　for　the　f囎ctionノ（x，ッ）．

　　　　Further血ore，　general　expressions　for　the‘mechanical　biquadrature’

can　also　be．written一　down一；　．and，in　addition，　generaJ　expressions　for

multiple　integral　of　higher　order　may　be　written　down　if　required．

　　　．．My　terpporary　necessity　to　wQrk　out　geperal　deduction　in　the　me－

qhanical　’cub4turg　has　its　origin　in　the　evqluation’of　a　series　of　double

，definite’integrals　spch　as　’ @’
D

．ll鎧（≠＋・・）．・5・・綱・…e…β・・一響　

　　　　　　S，co　S，ee／　｛　2・a．a）一　’＋・　r2　｝・60s　ax　’60s　3y　sin　aa　sin　Bb’　e’”yz　tdi’drB，．　．　etc．，

where　’　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　72　＝　a2　＋　S2；

and　a，　b；d，「x，二y　a且d　z　are　here　supPosed　to　be　constant．　These　integraユs

presented　themselves　as　the　solution　o£　a　Boussinesq’s　problem　of　simp］e

character2）．　It　wou工d　not　be　so　6．asy’to　eva工uate　these　integrals　by

　　　2）　The　problem　treated　was　that　a　serrii－infinite　elastic　solid　is　pressed　by　a

uniform　load，’Q，　within　a’redtangular　area　 2a　x　2b．　The　procedure　of’solving　it

has　been　proposed’by　me，　and　it　is

u’齡N霧＋ipt｛：　8x7・＋（1一の（轟＋£）7・｝x＋毒（轟一晶払……，

Xx－tabt・一＋｛（02　．　02bbei＋5zLny］”）v・「（1」のilalllノ・｝x＋（δ揚一∂h？x）ψ，……，

rド豪農＋｛一回7・＋．ii”8x（二晶＋£＋£）7・｝x＋告（∂鶉ゾ．轟＋碁一∂呈諭ψ1一・

other　components　of　displacement　and　stress　being　given　by　means　of　cyclical

interchange　ef　x，　y，　z；　and　ta，　x　apd　¢　satisfy　the　equations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・y2if　＝　O，　，，7f，　x　F，o　apd　72ip＝　o，

where

　　　　　　　　　　　　　　　　．　n　02・　02，　’02　．　’　一　02　62　02
　　　　　　　　　　　　．・，　72＝otf2十tt’si十6it2，”　ff2一一uay－V　az＋al．olox＋troy・

　　　The　b’oundary　cenditien　may’be　e’xpressed

　　　　　　　　　　　　　（Zz）・一・一一雲lrlr・麟・・吻…．　…．・・響；

and　the　stress　distributien　results　in

．乙・一再・1：！r（・＋lz）…　…β・・…油・b・一・響．．．一．’．

　　　y．　＝一tbuQ．．X　S　oco！ococos　ax　sin　By　sin　aa　sin　Bb　・q：yzalra－9　dB，・　・　・

’　” Q？＝　1＝L￥tX　S　，co　’！’，co’　siin　dx　66s　By　sin　aa　sln　Bb　e－yzdadBB一；．　1．
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means　of　analytica工method．　To．such　cases　the　theory　here．de▽eloped

Wi茎1．　ser▽e　effectiveiy．　In　fact，　it　is　not　so　laboriou．s　to　．secure　two

effective丘gures　of　results　by　means　of　mechanical　cubature．

　　　　Torsion－prob工em．　of　a　prism　also　requires　similar　eva亙uation　as　to　the

torsion－function，　an　example　of　which　wiU　be　given　elsewhere3）．

A．（｝N　腰昼墨董E】　販EC翻A国亙CA夏“C亘刀我A「ゼ亘二「RE　⑪軍　S「謬亙魔L夏NG　「鐙Y亘9E　　　　　』

　　　　§3．We．　take　the．doub工e　definite　integral．・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一∫1∫ノ（x，ア）4・砺・・・……一……・高…・一ω

where．a，　aノ，　b　and．b／are　constants，　and　　　　　　　　　　　　　　　　1．

　　　　　　　　　　　　　　　　α≦二　κ　≦二　αノ，　　　ゐ　≦ツ　≦二δノ．

For．．conve且ience　sake，　the　integrand　ノ（x，　y）　is　here　supposed　to　have

no　singularities　within　the　domain　considered．

　　　　No～v　the　central　int6rpolation　f◎rmula　of　Stirlin9．tyPe．for．the　function

∫（X，ア）may　be　Written　in　the　fOrm

　　　f（x・　y）㍉嘉冨［q（u，りOP　（v，　s）砺・・＋ip（u・　7）q（v・　s）ン伽・）・1

　　　　　　　　　　　†OP（％の9（V・．・）麦砺…＋・・†1ψ（％ゆ：ψ（V・．蝶ダ囲・・2s…コ；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、　　　．　．・r一・：・．∵∵1一…………（2）

ゆere．．一．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　し　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y一ツ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　劣一Xo
　　　　　　　　　　　　　　　　　％＝1…．h’．．．．‘一．♪　　　　　　V＝“’…k’．．…・　　　　ド．．．‘　．’

9・働一θ2（θ2”1）（θ2 R！《θ2－tt一・・21’2）・・（・・　・）一e（a’；1答θ1譜伽2）・

　　　島一瞬lrlr（　　　　B21十2σ評一日）・…x…β……s…b・一・・鼻繭，

［．． f恥・誓～rlr（・＋・・沙・⇒・……・B・，・s・n……b・一二岬，

　　　勾一誓～：lr（1一・・一・・）・・・・…吻・・…s・n…一・肇血・・

and　it　would　be　of　some　interest　to　n①te　that　the　appaarance　gf　these　expressions

is　much　similar　to　that　derived　from　Boussinesq’s　pdtentials．

・Thg　y・・tical　di・place憩・nt．i・，　giv・n　by　’
㍉．

j一㌶lrlr⑳一・）†・…一…触・…鋤・一磨・

　　　Regently，．　with　the　aid　of　two　students　at　the　Shinshu　University，亙have

worked　out　the　general　solution　of　Boussinesq’s　proble叫　in　which　any　d、istri－

butions◎f　the　normal　pressure　and　the　shearing　forces　within　the　rectangular

form　ofエoaded　area　are．．　assumed　pn　the　top　surface・of　the　Semi－infinite　elastic

solid．　The　soluti6n　is　againエnade　up　of　a　co孕siderable　n廿mber　of　double　Fourier’s

integrals。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「

　　　3）B．「Panimoto，‘Difference　Meth◎d　for　Partial　Differential　Equations，　Part

KI，’Transactions　of　the　Japan・Society　of　Ci▽il　Engineers，　September　1953．
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and　’differences　are　here　written　，in　brief．’fQrm．

　　　Let　the　intervals（a！一一a）　and　（うノー〃）　of、the．．integra玉　（1）　be　both

divided　into　2yh×2yle　’一small　divisions　of　equal　distance，　so　that

　　　I・　　　　　　　　　唱　　　α　」　とxノ　＝　．2ンh，　　　みノ　．一　b　＝．2ン海．．

We　then　・have

　　　　　　a＝xD－vh，　aX＝xo＋vh，　b＝y，一ple，　bt＝yo＋pk．

　　　Then出e　integra1（1）in　question　transforms　to

　　　　　　　　　　　　　・一∫1’／l’翻鋤一h・∫t．レ（綱齢一

熔r壺e虻6用F（鉱Eの．is．rep士さsented　by　the・τiglht、．side　of　（2）．　Since　theψ一

functions　are　polynomials　of　odd　powers　so　that　integrations　of　them

between　一y　and　y　vanish，　the　eqqation　last　written　simply　becomes

　　　　　　　　　　　　・一鞭。窺41・レ叫り・・レ（融一・一・・……．・∴③．

　　’　We’take　the　function　g（’e，　y），　and　on　expanding　this　we　may　write

　　　　　　　　　　　　　　　　if（e・　y）　＝＝　r／1’li｛’iTm　lltl　（一）t　4t　（yri）e2V’2t・’；”r”’‘’”1，r．’L’r：．：”
‘（）・

whereごド．　　　　　　　1F　　　．．　．　　、　’・
　Ao（Y）＝1，　Ai（y）＝＝！7十22十32．十，一・十y2，　．　．．　，．

　A2（ン）・」12（22十32十。一十レ2）一1－22（32十42十…十v2）十・。・十（ソー1）2ン2，

　Ah（ソ）＝＝12｛22（32十42十・・9十レ2）十32（42十…　十ン2）十…十（ンー1）2v2｝

　　　　　　　　十22｛32（42十．．．十；y2）十42（52十．h十y2）十m十（y－1）2；／2｝

　　　　　　　　＋…………＋（y－2）2（レー1）2〆，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

’ノ4v（ン）＝：122232…　．ツ2．

・・・・・・…
@（5）

re。。臨。蓋1濃謡l19璽tio蝉やe『r　roe飯cie？ls・．　the．foエlo▽卿rcu「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、ん（レ）冨4・（ンー1）＋レ2A・一・（y－1）・．…一∴・・・・…∵…．……（6）

　　　　en　integrating　both　sides　of　（4）　betweeit　一v　’and　v，　and　sixbstituting

the　result　into　（3））　we　have’

　　　　　　　　i一一4hk．．9．Y，1’“ltulti，i12’．li’ts2Sff

　　　　　　　　　　　　　　　　癖7）‘舞1画・：（一締認岬・～一・⑦

which　is　the　required　general　ekpression．　lt　is　to　be　noted，　in　・the　right

ls，ide　of　this　result，　that，　when　i　formally　takes　一1　w，hich　occurs　in　c4ses

loi　pt　：O　4nd　s＝O，’we　u＃dersta，Rd　that

t／、．
k！一）・鍋詮一・う1。。一ち〔（一）・鈴認・一・〕、。。〒・l

for　in　this．case　we，have　q（e，　O）＝1，　and　then

　　　　　　　　　　　、，．1Sレ伽）di・戸去．〔ク・ン・．．
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　　　．For　the　Con▽enience　of　practical　use，　some．簸umεrical．Vaエttes　of　the

coe飯cient　A‘．（y）．　are．given　here（Tab工e　1）：

　　　　　　　　　　　　　　Table　1　Numerical　values　of　coethcient　At　（p）．

xi）一一一一一：1．

o

1

2

3

4

5

6

7

o

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

ゴr

c

14

30

55

91

140

2

4

49

273

1，023

3，003

7，462

3

36

820

7，645

t44，473

191，620

4

576

21，076

296，296

2，475，473

5

141400’

773，136

15，291，64・e

6 7

518．，400

38，402，064 25，401，600

　　　　§5．．As　a　simple．examp工e　o歪・the　general　expression．（7）l　we』ねk：e．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y＝：1　and　retain　terms　in　d2；’・…　’，　1．．’　”

and　shall　obtain　a・ru］e，　which　may　be　ca］led　Simpson’s　ruJe　6f　the　first

kind　in　the・m’ ?モ?≠獅奄モ≠戟@cttbatwre．

　　　　In　this　case　we　first　have

・・
A　壇硯（・・）．痘…×が彦4．×司

or　on　rearranglng　．　，　，T＿、、弓長謙瀧搬（10）＋（01）＋（0工負9むres（Fig．1）．）郵∵∵’’”⑧

　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　1　Simpson’s　rule　of　the　first　kind．

D．．一 C　㌧．　．．　．　．　　．’．．　　（Do士nai1ゴ～）f　intと｝9虻・a℃i¢nま2’h×．2k，）’．．．．．－’　幽．．．．．．「．．．．．　　　’　．

　　　　　　la．　Lattice　arrangement．　’　lb．　Weight　table．’

↑
一
ん
ー
ー
Ψ

　
2

Cto）

（Ol）

（oo）

（or）

（10）

o

1

e

1

2

1

o

1

e

一
2h

一
一轟z

　　　This　rule　is　in　accoidanee　with　that　which　is　obtained　by　meaits　of

a　more　elementary　method，　in　which　a　quadric　surface　of　the　form
　　　　　　　　　　　　　　　f（x，　y）　＝＝　a十　bx　十　cy　十　dx2　十’exy　十fy2
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is　as’唐浮高?пF　’．ln’　£a’ct，　on’the’assumptiori　that　the．　quadric・sur£ace，・・having

six　unknown　coethcients，　can　l　be’　determined　sb　as　tal．・・P，ass　siX points

wh嘘are　m嘩・a・・in．，t．he　f・エ！・ゆ9．fig…．e．．（Fig・2）・、．，

　　　　　　　　　　　　　　　Fig．2　．　．　．　Fig．3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・1．　，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　下。＼．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2k　一噛1　　　　　　　　1甲

　　　　　　　iua　．．一L’L…　i！・）＞＞一，・i－

　　　　　　　1　、……・ぞ・．ト1・H

In　this　．　w，．ay，we7　Qan，．obtain　the　weig4，t．　table，given　in　llig．　3．　．　Then　a

霧膿齢：中ip　v｛｛e’rゆ！e・a　0塁Ce：glve？US・轡e…Weig脚r呼

　　　　When　the　above　rule（8）tends　to　one　dimension，　i色wi工1　reduce　to

the，’wellTknoVvn　Simpson’s　rule　in　one’dimenslon．　ln・’fact，　if　yve　take

the　limit　iimノノ（∂，一b），　we　then　have
　　　　　　　　’　b’÷　p，　．

’1

D団 ﾙ』麟／r／l∫向．鋤イ趣智．．・∫．二．11

0n　the　other　hand，　the　rttle　（8）　in　this　case　becbmes’

鼎一麟・h・iJ・・（・・）ギぐ・・）＋（・・）＋（・i）描画・rl）†・（・）＋（Pl・

which　is　the　one－dimensional　Simpson’s　rule．

　　　　S　6．　gf　in　add／itiQn　to　the　above　rqle　（8．）　we　・retqin　term　．ip．”22i　thq．n

（7）　becomes

i＝＝　4hle3－iU［i6（oo）　＋4・｛　do5’＋　（io）　＋　（oi）　＋　（ort）｝＋　｛（u）　＋　．ai）　＋　（ii）　＋　ai）｝］，　・　・・　（g）

or　brlefly．．　’　’　・一
　　　　　　　　　　　　　　　　1　＝　hgk／　｛i6（oo）　＋　4Y“’（io）　＋　S‘一“J’（ii），｝，

This　rule　is　illustrated　in　the　following　figure　（Fig．　4）．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　d．　Weight　table．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Domain　ef　integratlon＝2h　x　21e．）

k

2k

@　　k

h 　　　　h
Qh1

1

．t

1

4

4

16

・
ー
ム 4

1

△
ん

1

　　9
＝厩1
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1t　ca・ea・ily　b・p・・v・d　th・‡．中i・薄工◎（9）m・y・1・・b・deri・・ゆy

duplicate　use　of　the　known　’＄itti：s6n’：s”’　tule　in　mechanica］　quadratur’e．

The　rule　is　customariiy　used　in　naval　eロgineering　in；．co鵬pu伽9　th臼

d’splacem喧ｦre塑平er芦eゆr隼’騨．卑r・鴨・・．う・．．　L．ノ

　　　g　7．　if　in　addition　we　take　terms　in　ts40　and　lio’4　．intd　．　aecount，　we

obtain

　　　　　　　　　　　，？’　一　hig・’｛　6s（oo）’一，一　2，42／ao）　＋／s：E］（io　L’ES（2Qi）i’li　’：1…；一；…L・：・・…ao）

This　rule　is　i玉lustrated　in　the　following　fig蹴e（Fig．5）．

　　　　　　　　　　　　　　Fig．5　Weight　table　f6r　mechahi6al．cuba亡宙e乙匠・．．．．ド．　・L．1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（D6inaiti　6f－integtatieti＝　2h　x’21e’：）’”

．∵．　．．・＝：．．一．．．1．．．　．．．　・；瓢．一一．．：　．　　し．1．　．1．ト．．．．1．・　　　　．・

@　　　　’．一　‘

一・P

5

．’@24．．　’

5

・一　・！

．24．

’68

24”

’一 P

5

2tg， ・＝．1’

’5　’1’

し　　　　・　r＿．．

．．ドレ　　1：

，．1，　・ltt一・　．　21・：i　ll一・

　　，．　．　1．　，．　．．1　’　．　／

L．．．
m

　　　　As　a　simple　example（）f癒e　ab6ve　rule（10），1et　u．s　take　the　ele－

mentary　integra1　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が　　　　ゼ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一∫評∫「瞬…露ゆ・

the　result　of　which　is　at　once　eva工uated　as　unityL　From　the　integrand
∫（x，y）＝cos　x　cOs　pt，　we　have　latticeサa1寵es　as　folloWS（Fig．「．6）：

　　　　　　　　　　　Fig・．6　Lattice　values．i・f　int自grand撫，　y）＝．・・cos・x・c・．s．y・．

．500，000

Q

．707，IQ．7．i，

1．eoo，ooo

一　．seo，ooo

G o
一

．soo，Qooi　，　e．

．707．，107 o

一　．500，000

L5003000

Here　we　have　to　take
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h－k　＝’　4．’　’i’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

We　thus　obtain

　　　　　　・一ω2為｛68・・翻・・＋・4・・．・・4，・・4千…ユ・6，6・・一・｝

　　　　　　　＝e．999，860，

the　error　entai工ed　bei且9

　　　　　　　E－0．999手60一』一・鵬・4・一一・．・・4％．

　　　§8．丁丁eSeCOnd　p工aCe，　We　take

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ン罵2a皿d　retai簸terms遡p　to，」8；

and　shall　obtai且amore　acc訂ate　rule　for　the　mecbanical　cubature．

From　the　generai　expresslon　（7），　we　then　can　obtain，　after　rearrange－

ment，

　　　　　　　　1＝16hkt“，700｛1，2282（OO）＋4，1602（10）＋4，76sY．．’（11）＋7122（20）

　　　　　　　　　　　　＋2　，　048　Y“’　（21）　一　64Z　（30）　＋　343’．S．］’（22）　一　802　（31）　＋　13Y一’　（40）ll．　td　・　（11）

This　rule　may　be　expressed　in　the　schematic　£rom　as　follows　（Fig．　7）．

　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　7　Weight　table　in　case　of　p一一2，　n＝4・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Demain　of　integrat・ion　＝＝　4h　x　4k．）

13

T80

一64

一80

343

2，Q48

712

2，048

343

一80

2，　e4・8

4，768

4，160

4，768

2，048

一80

13

一64

712

4，160

i，228

4，160

712

一64

13

一80

2，048

4，768

4，160

4，768

2，048

一80

343

2，048

’712

2，e48

343

一80

一64

一80

13

一5普E
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　　　§．9．．As　a　simple訟u．merical　examp工e　of　the　abo▽e，／　rule（11），　we　take，

as　before，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぜ　　　　　ゼ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一∫『！『・？　・…⑳

Th・卿・h・v・・6・・k・h－k一・／8，・蝉he　c・r・e・p・pdihg　lat・ice　v・1並e・

be’U0me　as　follows（Fig．8）．

　　　　　　　　　　Fig・8Lattice　values・f　i血tegra凱d亀・ヅ）rc⑦s％c。s　y・

一．seo，ooo

o

．353，5531．382，683

　　　　　　1

．500，0ee 堰E．653，282

．853，554

．707，107

．923，880

1．ooo，oae

一・353，5531r－270，598

　　　　　　11

o

．353，553

．653，282

o

．270，598

．500，000

・’
W53，5541i．653’s　282

．923，880 ，．707，107

．853，554 ．653，282

．500，000

一．146，．4・46i・

e

．工46／446

．270，598

．353，553

．382，683

D

o

o

o

o

一．146，4・46

一．270，598

一．353，553

　　　　　　1

一．500，000

．353，553F

Then　we　have　the　result

I＝
iz2）2t“，700Cl，228×O．500，000＋4，169×1．847；760＋4，768×1．707，106

　　　　十712x1．414，214十2，048×2．613，126十343×1．000，000．・一64×O．765，368

　　　　一80×1．414，216＋13×O）．　＝1．000，000，

which　shows　a　perfect　accordance　wi・th　the　true　value．

　　　An　alternative　form　．　of　the　pre’sent　rule，’　which　is　．　written　in　the

form　of　respective　differences，　wili　give　the　numerical　resu］t

・一（n2）2X〔…一一・・・…493＋…1…52一・・1・一囎…〕．

　　　　＝1．000，001，　’
in　which　we　clearly　see　the　convergence　of　Tespective　djfferences．　From

the　standpoint’of　practical　calculation，　the　discrepancy　between　the

above　two　results　would　be　of　no　importance，　．since　the　significant

figures　here・　emp1oyed　are　six　in　nurnber　throughout　the　calculation．



10（82）　　　　　　　　　　　　　　　：：『ヒ．．．：．．11：．．1：．．．！1∵．．11．．CB．．、．1．TANIMI◎丁◎．∫……∴：…．・．己．三⊃　1．　t／∵．’．　　　　　　　　　　　　　　No．i・：．4

、．「「 c． D§．10，．、．．｛田無iw．hat．1．follbw．s隻．．．：aゼte聡tiQ駐．．7wま11；、be・．　confined．，／・t．o．1．ぬe．case、1．．1．ご

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y　＝　一iii”一・　””””’　：，；．　’，”’　：，r．；”’‘’”’”‘”・・’・一’・・・…Li’；：’；’1i（ii） 　”i

From　theoretical　standp，bint’，・’・一．it，　／is・，．　w．idety／　a6qiept£d　to　be　desirable　that

審灘蹴1藤壷灘織慰羅繋㍗鐸1
　　　　　　　　　　　　　　・・一∫㌃1監趣ξ，・・舷・？7・一・……・一・・（・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　り

This　integration　affords　tfie”’r’e’Sd’lt’”eXteridi’hg　over　one　division　whose

area　is　hk，　a簸d鹿e　sum　of’　stiとhゼde血eh七aiy…’i焼egratio餓s　will　a廷ord　the

「eq”i「ed「esult　of　th晦e騨i伽h戸uest’吟．　T．，『…一一

　　　5　11．　The一一一general－expression・　（7）・　is　・then－written

義う急二黒ll養、ir．s－i－1…．1二蒸謬（，pt’．　．　1；2彦＋1）鈷・奏ボ．．ぐプ暴頸謂三寸・…（13）

If　we／・w，rite・　’．．，，　．・　，　．．　．．／，．，．　’．・．　．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鰯．≦罫（丁）協≦解1．．読輻1．、、．

then　the　eqitation　just・writ＃en．takes・the…simple　form・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　姦1，舛皇。二謙鮎9ゴ．〕塗薩ll⊥．

For　fust　values　of　P，　the　cQeCl．？cients，．C．　p，’s　．aTe　qomputed　in　the　foUow」ng．

We　first　ean　write　down

　　　　Ce＝1，　．，
　　　　c・一弩。）タ　　　　　　　　　，．、、．＝．．ゴ『．＼、．1．

　　　　9r…．弩9．タ1「・弩（♀．曇ぺ・．．．：．：、，．冒．・，∵．．，田：．．．㌧．．．，

　　　・（奄．一．、4興タ」．弩②・タ．＋・4鯉タダ☆田．1…：．．三ll・鼠

　　　　c4一撃ポ撃ポ畢タ．L弩④．タト．■．

ご論r・
｡『．嗣聖タチ撃1．財呼掛撃．タll　・

Th。蜘．蜘脚、雌，購9・rp9，11．．、．，．，、．．．．．、．、、．．．宿．，．、魚，∵，∵畦

　　　　ご1＝1，C、＝髭，　C，一一錨，　q－ill塩～∫・．∫∴甑’㍑

　　　　鰍≒署：甥般．’Cpキ．縷説謬『1㍍∴1∴∴・碗1：1∴凱　　　、．．1ゴ，

Now　lthe　aboVe．eqdatiQn　is　written／．，，　1］’・　．．　T　1’．　．’　／．”，”．’．．　／’．．／　．．．i，，，．／．”

　　　』義」と1乙・k・＋彦亙宣商！＋」・1）ギ1呈雀（4・十ゆ→1．i多1窒4一
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謙：∴：淳馨鑑1爺∵
　　　　　　　＋　Iltgik49i一　（tss2　＋　li，，）　＋　1．gi“i－6－39z　（d，4　・一　k・，6）　．・　i．L：：．．’1・．．1・・1　．．．．’・　一　．i　．1　i　，　il　1

撃正鵠瀧鷺ll潔’Yl∵＄．　ll

，．．

ｱ∴蕪；露ll）741鍔411∵）

　　　　　　　＋、22｝轟器1，。。（・t9、。。十A。）．二．，、，器象繭吋128）1

　　　　　　　　　　　　6，239　一．　．．　i・一
，．、、．，．

F二卿β6・・…（d・1ナ．鯉†．∵”’1．∵：””…∵’1・．陰∵…〈14＞

　　　　§92L　’．A・おimble　re・・工色f・6m（14），　w・竜ak・雌er6・ces・pめ三

幅瞥即al⑳典nd．騨㌔．票irhll．d’騨rnc61：．．、陶．ca血

　　　　　　　　　　　　　　義・．・。＋窮．偏．・。2）＋・⑳

or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ti／　ttt　tt　t　t　ttt　t　／t
　　　　　　　　　　　　　　24　nR｝　＝＝　24　zgoo　＋　（zg20　＋　A，，）　＋・　C）（d4）．　・・・…L…i・・…‘a，s）．

This・　equation，　can．be．6xpfess¢d・加．“the　schmatic　／fdrm（Fig・．9ン：．．

　　　　　　　唾g厄W総器：；器無血rl（　　　1レ＝72）1一ド

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　・12GU－24義血．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・

　　　　　　　　，，，・i・　・i一　，i．　i・．，il：・一　1　・・　’・

It　wm　appear　that　the　rule　just　written　is　recomrbended　for　ordinary　use．

　　　A・・iteri・n　f・・the　e・r…fthi・t・エe　canも・6btain・q・・f・皿・w・．　Th・

abOVe　ru玉e，　Fig．9，0r　eqttatiOn（15），　iS　written

　　　　／　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　hk　＝　（OO）　＋　i－4　（h2D20　＋　k2Do2）f＋　trs　（h‘D4e　＋’k”Do4）f＋　・・・・・・・・・…，

where



12（84）　’．’　”　B．　TANIMeTO一　．　Ne・．．4

　　　　　　　・　1、「．D，・ノーS／＋券．．・t（・・）1・・蜘曝

　　　0呈癒豊ゆha皿d騨τue’nteg「al．（12）gi▽es　t4e　．f　xpar｝sion

・・一 轣謐帥m（磁岬・ξ㌔．　．．

一∫1、／ll｛細＋；（ξ・ム。＋淘∫＋垂ぐξ・b。4．＋．・ξ・η・D，，千似）ノ

　　　　　　2　　2　・　　　　　・　／．　’・
　　　　　　　　〆．　　．一．．・＋…・一…｝・ξ・・

一hk〔（・・）＋窮＠・P2G＋…r・）∫＋iご1、。鵬・†h・D・・γ†論柵・if＋……｝

On　subtracting　we　have

E一脚継1即興・＋・・D・・）f一、1ぎ柵・・ノ＋・・…｝．

ノー
q662，95・…×（h・D、。＋k・D。1）f一・．・・L736…×胸，，ノ＋……｝，

which　will　afford　a．　criterion　for　the　evajuation　of　error．　ln　comparison

嘩曲・th・ruエ・（8）・whigh’・a．S’血・…’s　r・エ・・再・・a・’t・grrg・1

匹｛一ろ一帥．…，・・6－1・画。脚。、）A一・｝，

・・伽twe皿ight・ee　t耳e　superi・・ity・f声e・翻1・giveゆFig　9・

　　　S　13．　Furthermore，　if　in　equatien　（i4）　differences　of　the　four’th

oτd⇔rare　taken　into、acco澱t，　we　may◎bt母in

　　　　　　　／
　　5，760　nk／＝＝5，760，tsoo　十　240　（d20　十　Ao2）　一　17　（d40　十　tso4）　十．10　li22・　十　0　（ts6），．．

This　equatien’can　be　express．ed　in　the　＄chematic　form　（Fig．　10）：

　　　　　　　　　　Fig．　lo　Weight　table　for　mechanical　cubature　（v＝1／2）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Demain　of　integration＝hk．5．

一17

10

288

10

一17

28g

4，636

288

一17

1e

288

10

一17

　　　　　　　1
一一@5，760　h＝ ??@＋　O（d6）
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　　　S　14．　Sometimes　，’1attice，　values　are．　．connected　／one　another　with　a

certain　differential　equation．，　in　sttch　a　case　higher　differences　in

equatlon　（14）　can　be　lowered　by　taking　advantage　of　the　differential

equation　considered．　The　device　has　been　originated　by　JX（［r．　Nishimura，

assistant　professor　of　Nagoya　University，　in　case　of　the　solving　of

partial　differential　・equations．

　　　In　the　following　we　assttme　that　lat±ice　values　are　related　with　the

differentiaユequat量on

　　　　　　　　　　　　　　　　　e2f十。　＝　O．　（c　being　constant．）　・・・・・…　一…　t・…　一…（16）

In’the　SUbSeqtient　Calcuエati・n，　frequent　referenCeS　may．　be．made　t・

‘Relations　’between　｝ifferences　and　Derivatives－Derivatives　in・　terms　of

Differences，　and・vic6・　一versa’4）．　・’　・・　・・　・　．　’・

　　　g　15．　From　（14），　we　take

　　　　　　　　I　．　I　J．　，．　17　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　ifk　＝　doo　＋　2一一一4’　（tigo　＋　lio2）　一　5一；th7”B”6　（d40　＋　do4）　＋　5it；i6　・d22

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17　　　　　　　　　　　　　　367
　　　　　　　　　　＋tYt，6so（trGo＋lioG）一tut，’240（li42＋44）＋e（tsS）．・・・・・・…（17）

This　equation，　as　it　stands，　extends　over　seven　lattices　in　both　direc－

tions　of　x　and　ツ．　But　the　extension　can　be　reduced　to　3×3一工attice

distribution　by　taking　advantage　of　the　differential　equ．ation　（16）．　We

now　have，　with　h　＝k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h6

　　　　　　　　（ti40　十　do4）プ（P・・tD・4）．！＋百（ρ・・＋D・・）ノ＋0（ゲ）・

　　　　　　　　（li60　＋　tso6）　＝＝　h6　（D60　＋　Do6）f＋　O　（h8），

　　　　　　　　（d，，　＋　d・，，）　＝　h6　（D，・，　＋　D，，）f　＋．　O　（h8），

but　we　have，　with　the　differentiai　equation　（16），

　　　　　　　　（D40　十　Do4）ノ．＝y4／L　2D22ノ＝一．21）22．ノ；．　・

　　　　　　　　（Z）60・十1）06）ノ＝・76ノー3Z）2272f＝0，

E． D　（D4，．＋．D，、）ノ＝＝　D，，72．ノ．＝o．

Then　the　differences　just　written　becdmq　respectively
　　　　　　　　（zg，，　＋　zf，，）＝　7一一2hf．D，，f＋e（hS），　（zSf，，　＋　zg，，）　i．（z＃，，　一i一　lg．）　＝i　e（hS）；

and　furthermore

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　吻22ノ＝li・2「酉（li42　十　A，，）＋o㈹一d22＋o㈹・

so　that　we．　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A、。＋4、＝一24，＋0（hS）．

Thus　（17）　becdmes

　　　　　　　　　　　　　f

　　　　　　　　1・坐0競＝1・440　li・・＋60（A20　＋　tso2）＋ユ1422＋0㈹・…・一一（18）

This　equation　can　be　expressed　in　the　sche皿atic、　from（Fig．11）：

　　　4）　These　tables　wi11　be　published　’elsewhere．



1’4（86＞’

Fig；，　1／Z’．’

、：B．．ヒTAN亙M◎TO

　IM　1’ 1＞／　’　”　t’”

　　　．Ef　the，

399τ．臼9舞e

to　Fig．　11．

　　　　　　Fig．　12

Weight　table’fer・mechanicak　Cubatur6，　ptovided，p2f十eL’　o，

　　　　　　　　（Do，main／，　ef　’　integratlion　＝　；hle　．．）

N◎暖4

’IZ． ・38．．

38 1，244

11 38

11

38

11

　　　　　　　1’

＝＝
@1，44・Q　h：le一．十　Q　（hP）1

．．

A
石

”s

・噸leゆ・in．　Qf脚g・aゆ・・n・1昨・．6f．2×2一“i・玲iq馨，　we．

weig旗s．、ρf．the．．葦Qμr．adjattent　sc葺町n串s，　each　of．w1耳i晦、　is　quρ

We　then　obtain　the　following　scheme　（，Fig．　・1．2）：，

　　　Weight　table　fer　mechanieal　cubature，　provided　72f十。＝O．

　　　　　　　　　　　（Do阻ain　of　integratio且軍ψ為・）．　己．．．．㍉　　．．　　、．．．，［己

・11

・h@49

1．4．9’

11

’4g

1一，331

ユ，331

49

49

／1’　，331．

1，331

49

11，

49．

49

11

　　　　　　　1
＝1・440．砺＋0（々『）．

　　　亙tis　n’ot6d．走h翫a　s66mi貧g　rさ就ri6tio血∫’that　h＝「鳶．．is　i血主）os6d　on　the

process　of　the　above　reductio“　but．　this　is　in　J／reality，　not．　the’　case，　the

reason　of　which　will　be　clear　frorn／・the　abQve　r｛　ductiQp．，　・，…　．

　　　g　16．　When　in　equatiQg｝．　（lfl）．　．diffQrences　’gp　to　．tlie　．　tqnth’．　order　are

taken　into　account，　the工attice　distrib翠tion．．　Wm　be．．「of　5＞（5－e導ent　with

refere且ce　to出e　differential　equation．、（1q＞，　a翠d．　a　palc口1母tion　／　simi工ar　tO

515　wil］　afford　the　following　re．sult　（Fig．　13）：，　’　．　，’　一’．’

な．㌶．1．章iぎ1・，13．輪ight　tab1。　f6。　m6。h。n’i。al。丘b。t。。e，　p翻d6d勝とヨ。．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Domain　of　integration一一hk．）

@21・，728
　　　　ウ　　　　　　　

L1蜘321 一1」126，272

一144．，032i
1，611，．OO，8

一1，126，272

．　T　1．　44一　，，O，32

21，728
　　’

21，903，168

21，903，168

し

376ンOGG，128

1，611，QO8L　21，963，．lq8

一輿・032 ．一 P，．126，272

一　144，｝　C・32t’

，1，611，0G8

21，903，168

1，611，0e，　8
　　　　（1・・　／

一14・4，032

21－i7281’

一144：，032／

一　1　．，．126　，，27．　2

一144・，032

21，728

、

　　　　　　　　　　　　1

需464 P千『『即1耐．．9．（々12）
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B・1・．ρ三三騨興璽解一周騨騨SSE覧棚
　　　S　17．　We．　shall　aerive　angtpqy　gg4eg．a］　，e，．xp，rg，Ssl．op．・fo；．　ehg，　．pa．gch．a，．　nicaj・

岬．岬∵葺思郷彦晦．二．∴．∴∴…」．∴｛、r）

by　using　the　interpolation　formu］a　ot　modified　Bessel　type，　where・・．

and，、。、。b，。，。、。ml議，乱f／1。1。、膿晶面、。証謡』。e’．．・・一

　　　ss　18．　The’ih’tetpolatio’　A’　fotinuia’　iS’writt6n’　in’”the’forth　’i　’　’一

翻㍉胤。誉L綱・（・，・躯・・繍．の・・P（v，．・）S・…＋・…

　　　　　　　　　　＋・て直ゆ・・）ン面・＋め礁蜘…臨・画レ・・⑳

where　，．　．／．　／．　．／．　．／一，　1．・　．．’．／／一一・　）　，．・…一　／’　1一・

　　　　　　　　　　　　　　x－Xo　．1　　　　　ツーア0　　1
　　　　　　　　　　％〒こ溺「．7互・1ぐ．・…9．i〒一丁2「「．玄・．、

　　　　　　・（0，　v）噛（・・邑（・弓）・…（・遭語り・．．・．r…一．……（・・）

　　　　　　・（e，　y）一虚＋・θ（θ2一÷）（θ2二噛1）」（・・璽）∫㌔．1．．ll照．三［1

？．1．｝．　f．7，，di’fi．　erg．n．．c．g，　sl，，whiJci．i　｛iTg　・．wrltten　lp　．e？rig．f／．forrr｝，　．．m“ay　．bg．　．copVeFg．ed．　tg

互ih6a・φ醐ha七i伽f　lat士i6e’val弊血ゆpエied．．b遡6ig翠㌻sl．．、．．．．．．∫．．’：＿．．¶

［1＝　1／／．

?P9．∴．N6祠さ實h。・iht。r。。1s、（。しめand・．（b・：b）．．．㎡th。　i。t。g。ati。n

C19一）　，be．．’．both’divided．　into．　2ip　Smail　divisions　．ot　equal　distance．．／’　W，　e．　then

have

　　　　　　・一・・（　　　1％・1二L一一　　　2）奉．1．．4≠．堀（塀去）・；

”1　”　・b　＝　’y6　L　（ab’　’＝　！2i一）　k，　’　b”　＝y，　＋　（da’；　Ll”）　k・　’”

、逃a紫1蜘藍盤e・謡濫曾瀦留6譜1thr醐璽．vatiab’er・μ

◎．い．．．「

C∫1∫1蜘）鋤一呵＝レ＠融一型）．
where　F伽）．．．i・・ep・eli・nt・d．by．　th・tight．・idr・f伽）・（Si血ce　w・i・

興r叫聯．．．、．．．無∵．．．．＼、．．朋．、．．∴．．．．．：・tt－tttt

二，、．＼∫1。θ吻〒，，諭・～．．∫／／1．1㍗‡刑晦．，∴、

and　since　the　a－function　defined　in　（21）　is’　polYnomials　／of’．odd’poWers；・

the　above　integraユ（22）simply　reduces　to
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＿一，、諾蕪論集盤騨”’”．ヅ●123）

　　　　　　1・幽）醤（一）‘β，（ン）θ2レー2ご　　（ン＝o，　1，　2，　…　∫　i≦ン）∴・・……（2・）

whe士e
B。（ン）＝1，

B，（y）　＝S，　Cl！＋32＋s2＋一：一＋（2v．T．　1）i，

B・（・）一豪［…3・＋・・＋…＋（・・一・）・・＋・・…＋・・＋…＋（・・一・）・・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”1

　　　　　　　　　　　　　　　　＋．’為＋（2ンー3）2て2潔「1）2J，．　　’

B・（り一豪〔・・（3・｛5・＋・・＋・一ナ（・U一．・）・｝＋・・脚・＋…＋（・・一・）・・

　　　　　　　　　　　＋…＋（・・一・）・（・・一・）・（・・一・）・）＋・・（…7・＋・・＋…

　　　　　　　　　　　十（2レー1）2＝｝十72｛92十…　十（2〃一1）2｝十・・曾十（2レー3）2

　　　　　　　　　　　（・・一・）う＋……一・＋（・・一・）・（・・一・）・（・・一・）・〕・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

Bv　（v）＝　tt．　1232s2…（2yL1）2．

F・油・a・t・・al・v・1・・ti・n・f・・efi・i・ht・B，（り’・，．it

the　following　red魔rence　formu工a　holds：

、．．、β・（・）一B・（・一・）＋（2ンξ1）2β・一・（ゆ・

　　　Now　on’　integrating　both　members　of　（24）　between　the

and　n，　we　have

　　　　　　　　　　　［三二nρ（・，・・）d・嵩（ザ勇楽銑％・噸

Then　on　taking

obtain　’　”　’　・
・一
ﾊ三r量「畿（→’t，薯，鴇・……臨・．（→t’．B’（∫）

vih1’eh　is　the　requi’red　general　exp’resSion．

，　From　（26）　we　can　get　the・　simplest　rule，　whic

　　　　　　　　　　　　　　　　噸1・・）＋（・・）＋（・・）．・＋（・・）｝

This　is　sometimes　6mPloyed　in　civil　ehgi’neerihg　in

bank　extending　over　a　broad　area；．

is　to　be　noted　that

　　　　’・・…　一一・一一”．・・（25）

　　　　　　　　　limits　一n

v　＝7．　aitd　v　＝s，　and　．subgtituting　the　．resttlts　，into　（23），　we

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三一雪…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2s・一．2t十t’　．．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一・…一一一一・・一・…（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h、is　oE　t丑｝e　fo耳M

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．．．．．．．．．．．．．・．．．．．．1一（・27）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c・omputlng　cut　or
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Table　2．　Numerical　values　of　ceeMcient　Bt　（y）　（t＄p）．
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謬1鑑穿灘臨1誰留1』岬lilh押1鱒1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一／l漁＋k蜘鋤

and　th’『．g6蜘 T罪職1轟，一…一，ニー，（、，）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　c。一蔑．（⊥）・2絵，，轟、＋、．

S。me『 E癒忌竃．v。エk。，。fら。。e　w。itt。n　d。wn。、　f。11。w，，

　　　　　　　　ρ誤傷

図。・二B讐1）ポ聖・　　　．＿㌃
　　　　　　　　輪一寸：ll＋1翻転（，）、一．．◎

　　　　　　　　む・「7一・．、・tt＋丁勇3一一丁百・

or，　on　’ 狽?≠窒窒≠窒奄№奄獅〟C

＿続8）議G＝誌。3→；．．．．．　．t．”’”●川”ヅ

　　　　姦．≒去・・一ゑ（ts20　十　liO！）＋，論6（4・＋…）＋論・22

　　　　　　　一：轟。（1…橘6）一3411，。（4・＋…）＋・一・・…・…・・一…と・・）

　　　g　22．　FrOm　／equation　（29），　we　can　successively　obtain　the　follow－

ing　（Fig．　14）．

　　　　　　　　　　　　　Fig．　14　Weight　table　for　mechanical　cubature．

　　　　　　．14．．　o（di，）一typ．．　（D9．　main　ef　integratig．：．　i一．bek．16（d，）一typ．．

　　　　　　　　　1　　［　1　　1　・・　・　・　・　1　一1・1　一1

　　　　　　　　　1　／　1　1　1　一1　1　14　1　14　1　一1．

　　　　　　±trilii　’＋　o（rf2）　1　一i［　i4　1　i4　1　一i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　［　一1’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　4rki　＋　e（d4）



．こNφ∴．4 　　　　　　ON　THE　MECHANICAL”CUBATVRE

一，i46．　’e（ti6）一type．・　’．　．．　．，　・．”　・’…　・．．一／・，・／．
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　　　　　’．・コ．．．．．．1．「．．．．1丁．．．r、．マ蛇毒・i　9［ts？・・．一．∫．忌，

　　　§23…曽ゆ・・ar≠・hg．・n・・gl・l　q晦緬．．1、．．．．．．’．1∴．’．．唱

　　　　　　　　　　　　　　’ジノー∫l／l∫（瓦・爾．『

in　which　the　integrand　f’（x，　y）　ls　supposed　to　be　of　rapid　convergence，

then　the　evaluation　of　this　integral　may　be　performed　by　repeated　ap－

plication　of　the　above－rules．

　　　For　instance，　‘14b’　is　adopted，　and　then　the　aggregate　rule　for　the

integra竜iOn　beCO血eS．（Fig．15）：
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Fig．　15

B．’　’　TANIMOTO

Aggregate　ruie　for憩echanical　cubatuでe．10f　O（44）一type．

　　　　　（Domain　of　integration＝：oo×co．）

y

一　冒　　｝

48
　、．

黶@齢　曹

48 48
騨　一　一

　　／
S8 48 48 冒　　　響　　一

52 50・ ．50 50 一　　一　　一

．
X

25 24 2412 24 一　　　幽　　幽

一1 一2 一2 一2 一2 一　　一　　一

N，e． 4

748hlle一　＋O（“）

In　this　diagram，　lattice　’翌?奄№?狽刀@in　the　upper　haif　are　not　written，　and

these　are　at　once　written　down　from　t，heir　symmetrical　distribution

w三徳respect　to癒e　diagona1・

　　　S　24．　A　simple　application　of　one・　of　rules　obtained　above　will　be

given　tO　the　eva工UatiOn　Of　the　integral　　　　　　　　　　．．．

　　　　　　　　　　　　　　　一’tlitil　Zz　！　S℃　’S：　f（a，　3；　x，　y，　z）　dadB，　一・……・一・・一・・一・（30）

where　・　　　　　　ノ（a，　B；　x，　y，　z，　a，b）一1諺之…　…砂…　・・nβ・・e一・zs・・・……（・・）

provided
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2　＋　B2　＝　r2．

ThiS　iS　a　StreSS－component』i豆thβ．．sO工uti◎且Of　a　BouSSineSq’S　problem，　in

which　a囎iform工oad，　its　i就ensi亡y　per　unit　of　area　being◎，　is　apPlied

over　a　rectangular　area　2a　x　2b，　which　ls　shown．．in，　Fig．　16．

　　　　　　　　　　　　　　Fig．　16　Configuratien　ef　Boussinesq’s　problem．

．　　　　　　ヒ

」　　　　　　　　　　　　「

@　　　　　　．．‘う石＝

Q．

0

鱗）　　　　　　　）ζ

@　　　　　　P

　　　　　　2ay　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
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　　　We　suppose　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a，　＝　’b・＝　’t”；’

and．＝．shan　find、．th6｝valUe．『of　Z．／Q　at　a　coordinate　p6int宙here　x＝O，』．夕．＝0，

z＝1．　Then　the　integrahd　（31）オedu6es　to．∴．』．　　　．　．　　　．「．．．二．．．．’

　　　　．・，…　，，　・　．．　，　．　f　〈q，　3，　，T　O，．，O，　・　1）　F，　，　tde＋　r　，sin　，a　sin　B，　e一．Y．

’1．1．he　fo．110wing　latt’ice　valg，es．．　gf　t．he　，intggrqnd　wi11　then　be　obtained

（Fig．　！7）．　 　”
　　　　　　Fig．　17　Lattice　valuesi　of／．the．．integrand．．t’．（a，．．B．）．i．i．．．．g．i2i．＋．BT’　sinasinB　e－Y・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Pitch．h　＝：　k・　＝・f，一．）

β

0 0

0 0 0

甥　　　　．．　　　　　　　．

．1．．．一
．・．・

P．・ 0・． 0

0
・b．

0．
．b 0

14 0 一．3．． 72． ．一
l 0　　　．㌘

141． 43 o ．「9．

．一

U
． 一3 0

5β8． 272 78 0
． 一15 ．一

X ＿3 ．
0

－
　
r
　
　
　
　
．
α

96 0 」． P8 ＿4
0：

1，000 732．
3
4
0
．
．
門

号1

732 568 272 78 0 一15 一9 ＿3 0

1・thi・di・g・am・1・・，エ・tti・e　v・エ…in．th・如p・・h・1f　are・h・t・w・itt・t・・；’

b・・these　a…ce　f・ユ1・w．f・・m・Sympa・・卵iぬce　w・h・v・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（α1．．β）『＝ノ（β，α）．

　　　Thus　by　multiplying．　corresponding　valu　es　in　Figs．15　ahd　17，　a4d

adding　the　results，　we　have

　　　　　　　　三一藁筆・（・s）一1響一一・．．699一一・．…

This　valu．e　is　in　accordance　with　that　from　the　alternative・solution
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ナ

whose　mathematical＝．reduction．．　waS　due　to　’Love－5），．　its　nu．merica工ca工cula一

ゆbeing　d・e　t・th・lat・Jir・Kimu・a・

　　　§25・．T・save　lab・yrs　ii｝　ca1・u耳ati・n・we　m・y・take

s）　A．’ d．　H．　L6ve，　Phil．　Trans．，　A，　vol．　228　（1929）．

s．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ鷲ん＝一．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

1n　this　case　1．attices　to　be　com．puted　redu¢e　a　great　dea工in　nu血ber，．　and

the　fonowing　lattice　values　are　su飯cient（Fig．・18）．

　　　　　　・・g・・8・・tt・ce　v・・・・・・・・・・・…g…d∫＠・）一箒．・…s・…一・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（・・t・h…一号・）

1

0
． 0

0 0

　ご｝

O

114r 0 ＿6 0

1，000 340 0 一11 0

（340）． （141） 0 。（｝『ン 0

d

　　　Then　the　mechanical　cubature　in　question　amounts，　with　Figs．　15　and

17，　to

　　　　　　　÷鼻．弓砦Σ・（rs）一a§左184一・．・・8一・．・・

　　　We　see　that　the　resu．1t　obtained　is　fairly　good，　in　spite　of　the　co皿一

putation　at　only　four　lattices．

　　　In　this　way，　we　can　obtain　the　following　result　（Fig．　19）．

　　　This　result　is　in　accordance　with　that　of　Love’s　solution，　’the

nu．merica工eva工u．ation　of　which　was　worked　out　by　the　iate　J．　Kimura6）．

　　　　ss　26．　lt　can　be　inferred　from　the　foregoing　results　that　the　general

expression　for　the皿echanical　biquadrature　Gf　the　form
　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　＝　S．a’　S：’　S［’　f（x，　y，　z）　dx　dy　dz

in　terms　of　the　interpolation　formu工a　of　Stirling　type　for　the　function

ノ（x，y，　z），　wi1工take　the　form

　　　　　　　　　　　　・・　＝＝・噂。、翼。：茸．1轟勧・・1…，

in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　G一瞬1（一）瀦≦鋸・…・…・

　　　　The　above　expression　may　be　developed　as　was　done　in　the　mechan一

　　　6）　」．　1〈irnura，　‘Stresses　in　’Soil　Loaded　with　a　Square　Block　on　its　Surface，’

Bulletin　of　tihe　Geotechnjcal　Committee，　Gevernment　Rajlways　of　Japan，　June，

1931．　’　’
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Fig．　19　Values　of　一Zz　／0　in　the　plane　x　一一　e．
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ical　cubature．　General　expressions　of　different　type　may　also　be　deriv－

ed　from　other　interpo工ation　formulas　for　the　func偵◎駐〆（x，夕，　z）．　Further－

more，　genera！　expressions　for　the　integratien　of　higher　order　can　a1so　be

written　down　if　wanted．
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