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   This paper forms a sequel of "On the Circularity of Kiepert's Point", 
hence the notations employed in this paper follows those of its preceding 
paper. 
   We are to call it briefly Kiepert's circle of a quadrilateral  AiA2A3A4 
when the circle passes through four points P(A)P(21P21P(2)                                                           -123.-234‘/7341.,and-412 

   This paper concerns the concircularity of Kiepert's circle, and our 
main result is the following theorem. 

   Theorem. Let  A1A2A3A4A3 be aconvex  pentagon inscribed in a circle, and 
 S1234(2),  S2345(2),  S3451(2), S4512(2) and  S51242) be centres of the Kiepert's circle  o  f 

the five quadrilaterals  A1A2A3A4,  A2/13/1445,  A3A4A5A1,  A  4A5A1A2 and 
 A,A1A.2A3,  respectively. Then, these five points are concircular. 

   Proof. Without loss of generality, we can assume that the circumscribed 
circle of the pentagon  A1A2A3A4A5 is unit circle. Then, if we denote five 
points A1, A2,  A3, A4 and A5 by the complex numbers  t1, 12, t3, t4 and t5, 
respectively, we have  t  =1,  t  ,t  i=  1,  1,  2,  3,  4,  5). 

   Of all the triangles obtainable out of the pentagon  A1A2A3A4A5, for exam-
ple, a triangle  A1A2A3 has the following expressions in relation to  P23,  P31 
and  P12, which are the complex numbers of three points  P23, P31 and  P12, 
respectively: 

 pii  Pil  16  Ai+  Ph=t  i+t 

 P,j-  Z  (t,  tj)-.\/  -1  d  (6-ti),  (2�-0),  1,  2,  3). 

   The same expressions are obtained from all the other triangles. 
   Then by  Z1234(2) we denote the complex number of a centre of the Kie-

pert's circle which are constructed from a quadrilateral  AiA2A3A4. 
   The Kiepert's points  P123(2),  P224(2),  P341(2) and  P412(2) of four triangles 

 A1A2A3, A2A3A4,  A3A4A1 and  A4A1/12 is represented by the complex numbers 
 Z122(2),  Z234(2), Z341(2) and  Z112(2), respectively, for which, as was shown in 

my preceding paper*, the following expressions hold. 

 (  1  )
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Z、23（λ）一・一P・・）（t・P・1一攣31）一≦ち一9・・）（t・P23－t・P・・），

　　　　　　　　　　（t一P23）（t2一力3、）一（t、一P23♪（ち一力3、）

　　　　　　　（t2－P34）　（t－3P42－t3P42）一（t3－P42）　（t’2P34－t2P34）
Z，，，（R）　＝

　　　　　　　　　　（t2－P34）　（13－P42）一（t’2－P34）　（t3－P42）
’

（i）

Z，、、（R）」・一力・1）（妙lr’・ρ・3）一（t・一P・3）（’・P・r’・飼

　　　　　　　　　　（t3－P4i）　（t74－Pi3）一（t’3－P4i）　i’t4－Pi3）
’

　　　　　　　（t4MPi2）　（t”iP24ritifi24）一（ti－P24）　（t’4Pi2－t4PIZ．）
Z412（R）＝＝mp’4　t’IZI　K’｝YIZ－4　”lt｛：lt！StTtt！．141．．k”1．一y￥“z：．s！s1c！lfuv　4t’tu．．＝st1：．！／r　luL）

　　　　　　　　　　（t‘一Pi2）　（t’i－P24）一（t4－Pi2）　（ti－P24）
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　　　The　saエne　expression　holds　for　the　other　four　quadrilaterals　A2A3A4As，

A3A4AsAi，　A4AsAiA2　and　AsAiA2A3．

　　　We　shall　try　now　to　get　complex　number　Zi234（2）　which　represents　the

centre　of　Kiepert’s　circle　Si234（2）・

　　　As　it　is，　we　try　to　get，　first　of　all，　the　equation　of　the　perpendicular

bisector　of　a　segment　1’i23（2）P34i（2）・

　　　Then，　we　have　the　equati’on

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z，2，（7，）　Z，，，（2）　Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z3，，（2）　Z，，，（2）　Z　1　＝o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1エ　　エ　　エ

　　　　　｛二Z341（え）一一Z12s（え）｝Z十｛二Z3窪1（1）一Z123（λ）＝｝Z十｛二Z123（λ）Z123（2）一Z341（λ）Z341（え）｝＝0．　（2）

　　　Slmilaly，　we　have　the　equation　of　the　perpendicular　bisector　of　a　seg－

ment　P234（7，）　P“2（2）：

　　　　　｛Z”2（Z）一Z2aa（？t）｝Z－F｛Zai2（Z）一Z234（Z）｝Z－F｛ZD．34（2）Z2a“（？・）一Z4i2〈2）Z4f（？L）｝＝：O．　（3）

　　　　　Complex　number　Zi234（2）　is　equal　to　Z，　which　is　obtained　as　the

solution　of　two　equations　〈2）　and　（3），

i．　e．’

　　　　　　　　　　　　　　　　Z，．（？L）一Z，，3（11）　Z，，，（1）一Z，，，C2）　li

　　　　　　　　　　　　　　　　2111（ll－21一，1（ll　zlllb5－zl！1［ii　l　Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　Z34i（7L）Z3gi（1）mZi23（1）Zi23（Z）　Z34i（」？L）一Zi23（2）　］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z4i2C2）Z4i2（2）一Z234（2）Z234（7L）　Z“2（）L）一Z2e4（2）　！，

since　the　coethcient　of　Z　is　a　pure　imaginary　number，　we　can　put　into　the

form

　　　　　　　　　　　　陵1：：諺：：：：鷺1：：1：：二：：1創＋・　

where，　riee4　is　a　real　i　umber．

　　　Therefore，

　　　　　，v／　一1　rt234Z

　　　　　　　　　　　　＝｛Z，．（2）Z，，，　一　Z，，，（］R）Z，，，（2）｝　｛Z，，，（2）　一　Z，，，（7，）｝

　　　　　　　　　　　　　　一｛Z，i2（］L）Z．，（2）一Z，，，（／）Z，，，（2）｝｛Z，，，（2）一Z，，，（7，）｝．　（4）
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Both　Z』41（λ）Z3崔1（え）一Z123（え）Z123（λ）and　Z412（λ）Z4王2（λ）一ZL，34（2）Z234（λ）

which　are　in　the　r呈ght　hand　side　are　real　numbers．
リリknen，　we　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z34エ（ノ）Z34、（2）一Z、23（λ）Z、23（λ）＝　r1、234，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙12（7，）2P、、，（λ）一Z234（λ）Z234（λ）＝r2、234．

　　　The　expressions（1）were　put　into　the　following　form　by　the　author　in

his　paper＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z，，，（え）一二一一一α・（ち一ρ31），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z・・4（・）一β1（ち一P34）ヂ（刷・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z，、、（2）＿γ・（1・一P・・）一γ・（娠ρ・3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z，、，（！）一δ・（t・｝カ12）モδ・（t・一ρ・4），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

whereα，α1，α2，β，……etc．　are　all　real　numbers．

　　　　　亙tfro玉lows　fom（4）that

　　　　　　　　　　Z㌃砦夢、，3、｛δ1（’4一ρ131一δ2（t1一ρ24Lβ1（ちカ34）謬2隔2）｝

　　　　　　　　　　　　一7禦烈、｛γ麺弊（t4’P13）一α1隔≒α2（輪）｝

　　　　　When　we　bronsider　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　P42＝t2十t4一力24，　t31＝　t1＋ち一ρ、3，

the　above　expression　can　be　represented　in　the　following　form；

　　　　　Z㌃．．≧f（1・’・糎・・＋n・’・＋・・’・＋・・P・2＋・・P・3　＋・・P・4＋ξ・P・・＋・・カ・3＋ζ・P・・）・

　　　　　where・1一。1，、（td「2’“3・一〇Q一・’Zi；ug1r／／1234）・・………・…・………・

　　　　　　　　　　　　λ、＿＿δ≡γ1・…，＿＿．．＿…・。t。．　are　a11　P・re　im。gi・ary。・皿P1・x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O71234

n1ユmbers．

　　　　Therefore，
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　　　　　lZi234（2）　＝　v一一k’mo（liti　＋Mit2　＋nit3　＋　Sit4＋1iPi2＋　ptiP23＋　viPa4

5

十giP4i十rpiPi3十4iP24），

　　　　　1Z・・4・（2）マ二丁（卵曜・輝・＋・・t・＋R・ρ23＋F・L・P・・

　　　　　　　　　　　　　十　V2P‘s十　e2Ps2．　十　rp2P24十　42P3s），

　　　　　　　　　　1
　　　　Z・…（z）マモT（1・t・＋膨・＋嘱煽＋え・鰍μ・カ・・

　　　　　　　　　　　　　一トリ3カ51一トξ3」ク13一トη3ρ35一トζ3P4i），

　　　　　　　　　　z
　　　　Z・…（λ）マrミr倣纏・げ・＋n・t・＋S・ち＋2・P・・＋Pt・カ・・

　　　　　　　　　　　　　一トリ4P12一トξ4i）24一トη4」り41→一ζ4P52）．

When　we　put

　　　　　　　　　舞1癬≡舞1護1・瑠鴇誘翻厳玖λ），

and　if　we　can　establish　Z（？，）＝＝Z（R）　we　conclude　that　the　theorem　was　proved．

　　To　establish　Z（2）　＝　Z（2）　the　following　6xpression　nust　be　proved，

　　Z（7，）　一　Z（7，）

　　　Z・…（2）一Z・…（λ）。Z2・4・（λ）一乙…④＿ζ・2・4（え）一ζ・4・・（λ）。ζ旦…（え）一4・・1週一〇．

　　　Z23，s（」L）一Z，，，，（」1）　　　　　　　　　　　Z，，，，（」1）一Z，s，2（R）　2，，，，（A）一2，，，，（7，）”Z，，，，（；‘）一2，s，2（2）

　　　Then，　we　have

　　Z（2）　一　Z（2）

　　　一［　　　　　（1，t，1－M1ち一1－721t3＋Slt4一トえ1i）12－1－9elP23一トレif）34十ξ1カ41一｝一η1」Pi3→一ζ1カ24）

　　　　　（12≠2十M2t3十n2t4十S2t5十λ2ρ23十f．一”2」ク34十り2」ク45一トξ2」t）52陛一η2」ク24一トζ2ρ35）

　　　　　一（’・t・＋卿・＋嘱＋S3t・＋7’3P34＋μ3P・・＋V3P51＋ξ3カ13＋η・ρ35＋ζ3ρ41）〕

　一（13t3十M3t4十IT3ts一トーS3t19一え3」ク34一トμ3」ク45－Fv3PS1一トξ3P13十’Pi3f）35一トζ3P4i）

×　［f511il：ll：1・　ge，ilg．＋flli・1；，i；zii，IZ’igitl；igl，，s｛2i＄ill｝lr）gir）g｛’i；：i・1

一

（1，t1－t－Mlt2＋fllt3十Slt4→一え1≠，12十Ptli）23十リ1ρ34十ξ1P4i一トη1ノ）13a－aglP24）

一脚卿5＋’Z・t・＋S・t2＋7L4P4S　＋　St4P・・＋レ・P12＋ξ’P2・煽・＋ξψ52） l
一（14t4一トm4tsd－n4tl十S4t2十え4P45ヨーμ4」か51一トリ4」ク12十ξ，」ク24一トη4」ク4エ擁一ξ4カ52）

（lltl十Mit2十nlt3十Sit4十2iP12十ptlP23十VIP24十g“IP41＋“41P13十gVIP24）

（12tLp十1πLpt3十アZ2t4一トS2t5一トえ2P23十Pt2P34ヨーり2ρ45一トξ2ρ52ヨーη2」ク24十ζ2」ク35）
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一（13t’3十M3t4十；23－ts十S3t－i十23Pa．　d十pt3P4s十V3P51十sn“3Pi3十’03P3s十S”3P41）

一（13t3十M3・t4十n3ts十S3ti十23P34十pt3P4s十V3Psi十g3Pi3十〇3P35十C3P4i）

（12t2十M2t3十n2t4十S2ts十7L2P23十Ato．P34十V2P4s十62Ps2十rp・2PL）4十kP3s）

（11t一，十7nlt2一トnlt3十Slt4一一λ11）12十Pt1」ク23十レ1」P34→一ξ，1》41十一〇ii＞13一トζ1」P24）

一（14t4十M4t5－1－n4tl十∫4ち十λ4P4S→一kPs1一トレ4P12十ξ4P24十η4P41十一ξ41）52）

］

　　　一（14t，→一M4t5一トn4t1十S4t2－Fλ4P4S→一Ft4PS1十レ4」ク12十ξ4Pヨ4一トη4ρ41十ξ4ρ52）

一（1，ti＋mit2＋・・・…＋1iPi2＋…一・一）一（・・一一一：・・一一・・＋s31i＋・・・・・・・・・…）

］

ff i1’IIZtll　F一：：’：J：＝：：’：：n，，十・・・・…一・t…一・十…；：一：：：’：・’：：’：：5’…一・一’一（F：・’JI＝：JJ：1：’IFIgEi・・t…一．．．　s　tl’tti：：／’1’：．TJ：1．．．．．：5

　（12t，，十・．．．．．．．．．．．．．．）一（．．．．．．．．．

×
（lltl十mlt2十・・・…）一（・・・・・・…

（1，t’1：ト初1ち十……十・21P12十・・

・・・…
¥n41i十s4t，十・・…一…一・・．．．）

’’’’”
¥n4tl十S4t2十’・・一・…一・・一…）

’’’’’”
j一C””’’’”＋S3ti＋’’’’””’）

　　（12t2＋・・・…＋・・・・・・・…一・・・・・…t・・・…）一（・・・・・・…＋S3ti＋…一一一…）

　　（IL）t’g．十…一・・一・・一・一…）一（・・・…一・・…一・・十n4tl十S4t2十・・・・・・・・・・・・…）

　×一一’“’　一　’　i　’M”　’一　　（lltl十Mlt’g“十・・・…）一（・・・・・・・・・…一・・十n4tl十S4t2十・・一…一・t・・・…）

＝（1・一一・S3）t・＋m・ち＋…・・…・……×塾む±毯二飼煮2土二∵：．．L：．二：二

　　　　　　　　　　　　　　（ll－n4）tl十（ml－sss）t2十　・・・…　一s3tl＋1，）t2＋・・・・・・・・・・・・・・・・・・…

」1・一s・）i・＋m・i・＋一・・……×＝％・『辻（1・一s・）研三”鷺∵コ

　　s3il十1，）t－o．十・・・・・・・・・…t・・…一・・’　（ll－n4）il十（ml－s4）t－2十　・・・…

＿一
獅S（1rS・）t2・＋｛一処η・＋（1、一S・）（1・一S・）｝t・ち＋・……・…一

一s3（li　一n4）t2i＋｛121i　一n4）　一Se（Mi　um　S4）iJtit2＋　’’’”一’’’’’’’’’’”

　一n4（li－s3）t－2i十｛一mina十（li－s3）（12－s4）｝t’it一・2十’’’’’’’’’’”

一S3（1、一n4）t2、＋｛1，（1、一勾一53吻rS些）｝t、ち＋・・……・……

　　Reducing　the　above　fracti’ons　to　a　common　demoninator，　we　have

the　numerator＝＝　［一n4（li－s3）t2i＋｛一min一．＋（li－s3）（12－s4）｝tit2＋・・…ny…t・一…ll

　　　　　　　　×［一S311－n4）匿21十｛12（1，一％4）一S3（M1－S4）｝匿1ち十・……・……・コ

　　　　　　　　一［一n4（li－s3）t’2i＋｛一min4＋（li－s3）（12－s4）｝iit－o．＋・・・…一・・］

　　　　　　　　×［一S3（1、一n4）t2、÷｛12（li－n4）一∫3吻、一5、）｝t、ち＋・・……・………コ

　　　　　　　　＝o．
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　　　　Therfore　Z（1）　＝Z（2），　which　shows　that　four　points　Si234（R），　S234s（2），　S34si（2）

and　S4si2（2）　are　concircular．

　　　　Simiiarly　S234s（1），　S34si（2），　S4si2（R）　and　Sr．i23（2）　are　also　．　concircular．　E｛ence

the　five　points　are　concircular．

　　　　When　we　cQn．q．ider　that　2＝＝0，　2＝co，　we　have　the　following．

　　　　Coroglargy　1．　From　each　set　of　five　qztadri／aterals　AiA2A3A4，　A2A3A4As，

A3A4AsAi，　A4AsAiA2　and　AsAiA2A3　out　of　a　convex　Pentagon　AiA2A3A“s
inscribed勿αcircle　are　obtazinedノ磁7　triangles，　then　the　centres　S、234（0），

S234s（O），　S34si（O），　Sasi2（O）　and　Ssi23（O）　of　five　circles　Passing　through　the　centro－

ides　of　tleese　four　tr；・’angles　：・’．n　each　set　are　concirczalar．

　　　　Coroegary　2．　The　above　theorem　holds　as　well　for　orin’．ogocenters　of　all　the

triangles　in　tha　Corollary　1．
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