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   In this treatise the present writer will make a study of the properties 
of multifarious n-sided polygons in the complex plane. 

 1. First we have following theorem on three n-sided polygons. 
     Theorem 1. There are given three n-sided polygons  a1  a2  a,,,  b1 

 b2  and  c,  c2  c,,. And let  al  a2  a„ be  fixed;  b1b2   b„ be the polygon 
inversely similar to  a1  a2  a„; let  c1  c,  c„ be put to a parallel translation 
into b1  b2  b„ in any  position, then we find invariably the sum of the areas 
of the n triangles constant, which are constructed by  a1,  a2 and the centre of 
gravity of  b,,  b2,  eland  c2; a2,  a3 and the centre of gravity of  b2, b3, c2 and  C3; 

  ;a„,  al and centre of gravity of  b„,  bl,  c„ and  c1. 
   Proof. Let S be the required area of the n triangles and  gi; be the centre 

 of gravity of  b1,  bj,  ci and  c; (j=i+1, i=1, 2,  ,  n-1 and  j=/ if i=n), 

      (1) S -  41-1  E gi; --gi; 1                 4  i=i  a1  a, 1 

 a;  a; 1 

 [E(gi—a1)7gii—E ai                                       7z;J . 
Since  b1  b2  b„ is inversely similar to  a1  a2   a,,, and  c1  c2   c„ is the 
result of the above parallel translation of b1  b2  b„, we have 

              Fi2—a       (2) 
                 b2—b11 _a3 —a2  =  — 1  _k  b3  —  b2rz                                        bl—b„  ' 

      (3)              a2 —as—a2  a,— „k ,               C2— Ci  C3  b2  C1—c„ 

where k is a constant complex number. Since  gi; is the centre of gravity 
 bi,  ci and cj, we have 

        (4)  4gif=b1-l-cid-bil 

From (2), (3) and (4) we have 

 (  1  )
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　　　　　　　　　　　　　　　｛｝一！（IZz＝mpg！ga2　ai）gi2　＝S．」（a．．3i．2）g．．zL，　．．　．．．．一．，．．．．．．．．，．．．．．．．

　　　　　　　　　　　　　（b2＋c2）2一（bi＋ci）2’CWt3＋c3）2一（b2＋c2r2一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（　8（n一冴。ノ9。、bi＋Ct）2一（bn＋Cn）・一・，

Hence

　　　　　　　　　　　　　Σ働一a’）9・ゴ＝一ftΣ〔（防＋の）・一（δ汁剃一〇・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（の・一ai）ゑノー。．

　　　　　　　　　　　　　ノ

S　is，　therefore，　equal　to　the　area　of　the　polygon　ai　a2…　一・・a，．

　2．　The　following　theorem　concerning　two　n－sided　regular　polygons　is　now

established，

　　　　　　Theorem　2．　　7「there　αアθ　given　the　two　n－sided　2’egular　カ01二ygOl¢s　α1　α2…

…a．，　bib2一…一・b．　which　have　all　their　corresPonding　vertices　in　the　same　direction．

Let　a」’，　bj’　be　the　Points　which　devide　the　corresPonding　sides　ai　aj＋，，　bj　bj＋i

of　the　regulαr　Polygons　to　the　rαtioち：1－tl，ち：1一ちresPectively，　and
further　let　c」　be　the　Point　dividing　aj’　b」’　to　the　ratio　t：　1－t，　then　the　polygon

ci　c2・…一・c．　is　also　a　regular　n－sided　Polygon　in　this　case．

　　　　　Proof．　Let　a　be　the　complex　number　of　the　centre　of　the　n－sided
regular　polygon　ai　a2・・・…a．，　and　the　radius　6f　the　circumcircle　be　r．，　the

amplitude　of　ai　be　e．．

Denot董ng

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r．　（COS　0．十i　Sin　0．）　＝　a’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2n，r．T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cos　tt”十t　sin　H一一1一：　＝　to，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　n

we　have

　　　　　（1）　aj　一一　a十a’oj－i，　（1’＝1，　2，　・・・…　，　7i）．

Similarly，　we　have

　　　　　（2）　　　　　　　　δ」；b十δノωノーエ，　　　　　（グ＝1，2，……，n）．

The　point　ai”　which　divides　aj　aJ’＋t　to　a　given　ratio　tt　：1－tt　is　derived　as

follows；　from　（1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a／　＝＝　aj＋i　ti＋aj　（1－ti）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（a＋a’toj）　ti＋（a＋a’（oj－i）　（1－li）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：　a＋a’of－ti（　e）　ti＋1－ti），

where　nti十1－tj

　　　　　（3）

i＄　a．　constant　complex　number，　and　is　put　ki，　we　have

a’梶@＝＝　a＋a’ki　a）j－i．
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Similar1y，　we　have

）4（ b’ノ＝b＋う’々2ωノー1，

where

le2　・ω　t2＋1一ち．

Further　the　point　cj　which　divides　a’i　b’J’　to　a　given　ratio　t：　1－t　is　given

by　（3）　and　（4）　as　follows；

cゴ＝b」”彦一トαノ（1一の

＝（b＋う’ん2ωゴー1）t＋（a＋a’k、ωノー1）（1－t）

＝＝　［bt＋a（1　一t）］＋［b’h，t＋a’k2　（1－t）］　wj”’．

Then　putting

bt＋α（1一の竺。， b’ki　t＋a’k2　（1　一t）　＝＝　cr，

we　have

cゴ＝c十。’ωノー1．

It　is，　therefore，　obvious　that　ci　c2・・・…c．　is　a　n－sided　regular　polygoR．　As　a

speeial　case　of　this　theorem，　1　get　the　following　cerollary．

　　　　　　Corogiαry　1．　There　are　given彦he伽n－sided　regular　Polygons　a、α，…

…a．，b，　b2一一・…b．　which　have　all　their　vertices　in　the　same　direction．　Now，　let　gi

be　the　centroidsげ短7歪α畷θs　aゴ∂ブうゴ・、，　then　the　n－sided　P・lyg・n　9、92……＆

is　also　found　a　n－sided　regular　Polygon．

The　another　proof　of　the　Theorem　2　is　easily　furnished　by　the　application

of　the　following　theorem　intrduced　in　1940　by　“Jesse，　Douglas．

　　　　　　Theorem．　The　necessary　and　sacficient　condition　in　which　ai　a2一…一・a．

rePresents　a　regular　Polygon　is

　　　　　　　　　ai十toPa2十・…　一一十w（n－i）Pa．＝　O，　（P＝　1，　2，　・・・…　，　n－1）

whereωis伽卸顧勿εroot　of　X”…エ．
Next，　1　will　give　the　distinct　proof　of　the　above　Theoretn　2　by　means　of

this　theorem．
Proof．　Since　both　ai　a2…　一・・a．　and　bi　b2一一一t・一b．　are　n－sided　re’gular　polygons，

一from　Douglas’　theorem　we　can　obtain

ai＋a2　w・＋・・…一＋a．w”一i＝＝O，

bi＋b2　w＋　・・・…＋b．　to”一i　＝　O， （P一　1）．

Now
a’v　＝　tia」＋i＋（1－ti）　a」， 防’＝ち∂ゴ＋1＋（1一．ち）∂ノ．

Consequently　we　have

a1’ {a2’ω＋……＋ah’wn－1＝0，



4 Naeo　SAKuRA No．　12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bi’＋b2’to＋一ny・…＋b．’w”一i＝＝O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c、一ト62ω＋……÷c。♂一1

　　　　　　　　＝：［tbl＋（1－t）aY］＋［tb2’＋（1－t）a2’］w＋・…一・＋［tb．’一（1－t）a．’］w”一i

　　　　　　　　　＝t（bi’＋b2’o＋・一・一一・＋b．’th”－ti）＋（1－t）（ai’＋a2’tu＋一・・…＋a．’to”一i）＝o．

Hence　c1　c2・…　一・c．　is　a　n－sided　regular　polygon．

　　3．　This　time　1　will　launch　my　study　into　several　properties　of　directly

similar　n　n－sided　polygons．

　　　　　　Tkeorem　3．　There　are　given　n　n－sided　Polygons　ai　a2一・・…　a．，　bi　b2・・…　一

う。，……，1、1，……ln，α7¢4の燃θare　directly　similαr　t・彦he　fixed　P・INgon　a・

α，……αn，伽銘一sided　PO砂gon　gi　gゴ…一・＆Z碗納denote漉θcentroids＆0！n
n－sided　polygons　ai　bi・・・…li　（i＝1，2，　・・・…，n）　is　also　directly　szmilar　to　cti　a2・・一…a．．

　　　　　　proof．　Since　n　n－sided　polygons　ai　a2・・・…　a．，　bi　b2…　’”bn，　’””一，　li　12’”

…　1．　are　directly　slmilar　to　the　fixed　poiygon　a’i　a2・・・…a．，

we　have

　　　　　　　　　　　　　a2－ai　＝＝　k．　（cr2－cri），　b2－bi＝＝　kb　（a2－cri），　・一・・・・…，

　　　　　　　　　　　　　a3－a2＝＝　k．（a3－cr2），　b3－b2＝　feb（cr3－a2），　・・・・・・…，

　　　　　　　　　　　　　一一一一一一一一’一一一一一一一一一t一一一一一t　一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一　一一一一一一一一一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　，　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　7

　　　　　　　　　　　　　ai－an＝ka（cri－crn），　bi’bn＝　feb（ai－an），　””””’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12－ll　＝kl（cr2－cr1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13－12＝　ki（a3－a2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li　一　1．　＝　kl　（ai　ve　atn），

where　all　k．，　kb，・・一…，　ki　are　complex　numbers．

We　have
　　　　　　　　　　　g」＋i－gj＝S　（a」＋i＋bj＋i＋・・・…＋lj．，）一i　（a」＋bj＋1…一・＋lj）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　g．　（fe．＋kb＋・・・…＋fei）　（aj＋i－aj）．

The　above　expression　denotes　that　n－sided　polygon　gi　g2・…一一g．　is　directly

similar　to　the　n－sided　polygon　cria2・・’・一’a．・

Then　we　have　the　following　corollary　as　a　special　case　of　this　theorem．

　　　　　Coro99ary　2．　7「here　are　given　n　n－sided　Pol二ygons　α1　α2……art，　b，　b2…

…b．，一・・一・；…，　li　12・・・…1．　which　have　all　their　vertices　in　the　same　direction．　The

．7¢一sidedカ・砂9・n　g、92・・…・＆曲。雇6剛6伽centr・ids＆σ瑚一S漉の・lygons
ai　bi・・…　一li　（i一一1，　2，　・・一・・一，n）　is　also　a　n－sided　regular　polygon．

　　　　　coroggary　3．　There　are．given　n　n－sided　PolNgons　ai　a2一・・…a．，　bi　b2・・・…

∂。，……，ll　9，一．・ln　any伽0・アwhich　are　dire吻similαr　to　each　other．　When

the　directly　sim．　ila．　r　right－angled　triangles　be　given　which　have　the　hypotenuses
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that　are　made　of　the　corresPonding　sides　ai　ai＋i，　bi　bi＋’i，・・・…，　li　IAi　with　the

3rd　vertices　ai’，　bi’，・・・…，　li’　resPectively，　and　furthermore　let　ai”，　bi”，・・’・…，

1ノ’ろethe　S塑〃癬ゆ0癬S（ゾα〆，　b∴……・・㍉li’with　resPect　to　the　corres卸・

伽9勿Potenuses，　and＆’，9、”，9i　be　the　cen彦roids（ゾ伽n－sided　Polygons　a，’
bi’・・・・・・…li’，ai”bi”・・…　一…li”，　ai　bi・・・・…　一・li　（i一一1，　2，…　一・・，n）　resPectively，　then’the

arithmetic　mean　of　the　areas　of　g，’　g2’・・：・・t・・一g．’　and　g，．”　g2”・一・・・・…g．”　is　equal

to　that　of　gi　g2・・・・・・…g．・

This　theorem　is　evident　from　the　Theorem　2　and　lwata’s　theorem．

　　　　　Coroegarg　4．　There　are　given　n　n－sided　PolNgons　ai　a2・一・・・…一a．，　b　ib2…

……
､ガ・・……，1、12………1。any伽0（ゾZ碗娩are　direc〃y　similar・to・each・other．

When　there　are　the　corresPon伽9　sides　ai・a汁、，ろi　b汁、，………，li　li＋！，　and　are

made，　on　the　outes　sides　（or　the　insides）　of　them　all，　the　triangles　ai　ai’　ai＋i，

bi　bi’　bi＋i，・・・・・・…，　li　li’　li＋i　any　two　of　which　are　directly　similar　to　each　other，

then　the　centroid（ザn2　vertices　ai，　bガー…，　li　coincides　with　that（ゾthe

origieal　n2　vertices　ai，　bi，…一・・…，　li・

　　　　　Proof．　Since　n　n－sided　polygons　ai　a2・・・・・・…a．，　bi　b2・・・・・…　’b．，””””’，li

12・・・・・・…1．　are　directly　similar　to　each　other，　we　have

alt－al　m　a2t－a2

a2－al

blf－bl

b2－b，

a3－a2

b2t－b2

a3－a2

a－t－a
　n　一n
　　　　　　’
a1－an

bLう　n　vnbl－bn’

llt－l1 12t－12

13－12

1．t－ln

12－ll li－ln’

Consequently　we　obtain

al’＋a2’＋…．”一・・＋a．’＝al＋a2＋・・・・・…．＋a．

b、’＋b2’＋………＋b。’＝＝b、＋b2＋………＋bn，

1、’＋12’　＋………＋1。’＝1、十1，＋………＋ln，

Therefore　from　these　expressions，　we　have

　　　　　　　　　毒（Σ4・’＋Σ・b・t＋……＋Σ・llt）一■（Σ・汁Σbl＋……＋Σ1・）

　　　　　む・ア・egesry　5・There　are　given　n・vals鰐伽（ゾwhich　are　4碗吻
similar　to　each　other，　and　are　also　given　the　corresPonding　vertices　of　each　oval

as　a，　b，・・・・・・…，　1，　with　the　centroid　of　the　resultant　n－sided　Polygon．in　g．’

When　the　n－sided　Polygon　move　about　while　taking　their　corresPonding　Points

疏θIOCUS　O／9ゼSプbund　toろθ漉60val　direc〃ツS瞬1α7　to　the　original　ovalS．

　　Finally　there　is　obtained　the　following　theorem　on　the　areas　of　n　n－sided

regular　polygons．



6 Naoo　SAKuRA No．12

　　　　　　Theorene　3．　．　There　are　given　n　n－sided　regular　Polygons　ai　a2・一・…a．，

う、う2……∂。，………，1・1・・…一ln　which　have彦履7　vertices勉the　Sα〃2θ〃ection．

When　there　be　given　the　areas　Si，　S2，・・・・・・…，　S．　made　of　ai　a2…．…a．，　bi　b2’”

…　　b．，　・・…　　i…　　，　and　li　12・…　　｝・…　　1．　resPectively，　and　also　be　given　gi　as　the　centroids

・fn　n－sided　P・砂90η∫妙・∵……・1・（伝エ，2，……，　mp）　with　S　aphich　is・the・resesltant

area　of　nrside4　regular　Polygorp　gi　g2・・・…g．，　then　we　get　the　followin．cr

inequality，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　vNst一　！　n　v　g．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i－1

　　　　　Proof．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Si　t．．一一．．　S．．2．．．一ww．．．．．．．．．＝．．　S．

　　　　　　　　　　　　　　1　ai＋、一α貝2ゆ汁r∂日2　　　11i＋一li　l　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

ai＋i十bi＋i十一一一・・一一！－li＋i　ai十bi十・…　一・一一li 2

’

consequently　we　get

vmus一，＋jvs／s－F・・・…＋vs＋．

i　ai＋i－ai　1　十　1　bi＋1－bi　’1　十・・・・・・…　十　i　ii＋i－IA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　困s

　　　　　　　　　　　　　　　一　1（ai＋1十bi＋1÷……十1汁1）一一（ai十bi十……十li）i．

Now，　since　we　have　the　following　relation

　　　　　　　　　　　　　　lα汁1－ai　1十lbi＋，Tb．i　1十・…・…・十1　li÷1－Z討≧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＠＋1＋b汁、＋……＋li÷、）一＠＋bi＋……＋li）1，

We　get出e　inequality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヤ　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；裂》瓦≧妬・
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