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   Weiss considered in how many ways two triangles in a plane can be 

mutually in perspective if their relative position be put properly, and proved 

the greatest number of the possible way to be 6. 

   His problem, if similarly considered in space, may well be expressed as 

 follows: in how many ways two tetrahedra, if their relative position be 

properly put, can be mutually in hyperboloidic position. 

   After a study of this problem, I have arrived at the following theorem. 

   Theorem. Two tetrahedra in general positiom in space, if their relative 

position be put properly, can be in hyperboloidic position in 16 ways. Provided 
in this theorem  that 'two tetrahedra in general position' implies such relation 

between the two solids that on any one of the four planes which make up either 

of the two tetrahedra no vertex of the other comes. 

   In plane, if we try to get two triangles which are mutually in perspective 

in 6 ways, one of them proves to be an imaginary triangle (the one the co-

ordinates of whose vertices include imaginary number). In elementary 

geometrical meaning, therefore, they can not be in perspective in 6 ways. 

But, in space, we can find the greatest number of the possible way of 

hyperboloidic position, i. e. 16, with each tetrahedron being real one. This 

may be worth noticing, and we will demonstrate the above theorem in the 

 following. 

   Suppose one of the given tetrahedra to be AB CD and let it be the  funda-

mental tetrahedron, which is A (1, 0, 0, 0), B (0, 1, 0, 0), C (0, 0, 1, 0), D (0, 0, 0, 1). 

Suppose the other to be A' B' C'  D' and the co-ordinates of its vertices  A'  , 

B',  C', D', with one of them put on the unit point, to be  (al,  a,, a,, 1),  (131,  4.2, 

 b,, 1),  (c,, c,, c,, 1) and (1, 1, 1, 1), respectively. 

   Since, by hypothesis, these tetrahedra are in general positions, any of a,, 

 a,, a,;  bl, b,, b,;  c1, c,, c, is not zero. Symbols 

denoting that the vertices A', B', C', D' of the tetrahedron A' B' C' D' are 

supposed to correspond to the vertices A, B, C, D of the tetrahedron AB CD, 

respectively,  Piticker's line co-ordinates of four straight lines AA', BB',  CC',
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DD’　are

　　　　　　　　　　　　a2，　O，　一a3，　O，　1，　O　；

　　　　　　　　　　　一b．　b，，　O，　O，　O，　1　；

　　　　　　　　　　　　O，　一。2，　cb　1，　O，　O　；

　　　　　　　　　　　　O，　O，　O，　一1，　一1，　一1，

respectively．

　　　Supposing　PIUcker’s　line　co－ordinates　of　a　stfaight　line　which　intersects

these　four　lines　to　be

　　　　　　　　　　　　fP，2〈1），　P2B（1），　P31（1），　P34（1），　P14（1），　P24（1），

we　find　the　following　PIUcker’s　relations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　P23（i）　＋a2P34（i）　一a3P24（i）　＝：O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，，｛1｝一b，P，，（1｝＋b3P，，（1）　＝O

　　　　　　　　　　　　P，2（1）　‘c2P14（1）＋clP24（1）＝O

　　　　　　　　　　　　P，2（i）＋P，3（i）＋P，，（i）　：：＝　O．

　　　When　we　consider　a　matrix　consisting　of　the　coethcients　of

　　　　　　　　　　　　P12（1），　P23（1），　P31（1），　P34（1），　P14（1），　P24（1＞，

1．e．，　／　O　1　O　a2　O　一a3
　　　　　　　　　　　　　　0　O　1　一b，　b，　0

　　　　　　　　　　　　　　1　O　O　O　一C2　Ci

　　　　　　　　　　　　　　1　1　1　0　O　Of，

then，　if　the　rank　of　this　matrix　is　equal　to　3，　the　four　straight　lines　AA’，

BB’，　CC’，　DD’　can　be　in　hyperboloidic　position．

　　　Then　let　each　of　the　foilowing　fifteen　determinants　of　the　4－th　order　be

equal　to　zero，

　11234i＝O

　　l12361＝O

　i1346」＝O

　l14521＝0

　115621　＝＝　0

　　12345i＝0

　123561　＝　O

　I34561　＝＝　O

Provided

今
回
今
月
今
今
今
今

　　　　　　　　　　　　here　that

matrix　and　also　stands　for　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　じ

　　　Fi‘om　the　above　fifteen　equations，　the　relations

　　　　　　　　　　　　a2＝b，，

are　obtained．　From（エ），

a，＝b，，　112351＝O　＝〉　b3＝C2，

a3　＝＝　ci，　11345　i＝O　；　a2（b3－c2）＝O，

a2ci　＝＝　a3bi，　113561＝＝O　＝〉　a3（b3－c2）　＝＝　O，

a2b3＝blc2，　　　　i14561＝0　今　　a2b3c1＝a3blc2，

aBb3　：＝　b3ci，　116241　＝O　＝〉　a3bi　一一　bici，

c2（a2－bi）　；＝：　O，　1　2346　1　＝　O　＝〉　ci（a2－bi）　＝＝　O，

a3c2－b3ci　＝　O，　1　2456　1　＝＝　O　＝〉　a2b3ci－a3bic2　＝＝　O，

a2b3ci－a3bic2　＝　O．

　　　every　numeral　indicates　the　order　of　column　in　the

　　　　　　　　　elements　invoived　in　the　column．

b3＝c2，　a3＝cl　（1）
　　therefore，　it　becomes　clear　that　in　order　that　the　four
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straight　lines　AA’，　BB’，　CC’，　DD’　may　be　in　hyperboloidic　position，　the　co－

ordinates　of　the　vertices　of　the　tetrahedron　A’B’C’D’　should　be　A’　（a，，　a2，　a3，　1）

B’　（a2，　b2，　b3，　1），　C’　（a3，　b3，　c3，　1）　and　D’　（1，　1，　1，　1）．

　　　Let　us　advance　to　the　next　stage．　［EShe　corresponding　vertices　A一＞B’，　B一＞

C’，　C一一＞D’，　D一一＞A’　being　taken　up，　Plifcker’s　line　co－ordinates　of　four　straight

lines　AB’，　BC’，　CD’，　DA’　are

　　　　　　　　　　　　　　b，，　o，　一b，，

　　　　　　　　　　　　一a3，　c3，　O，

　　　　　　　　　　　　　　O，　一1，　1，

　　　　　　　　　　　　　　o，　o，　o，

respectively．

　　　If　Plttcker’s

lines　be　supposed　to　be

　　　　　　　　　　　　P12C2），　P・23C2），　P3，（2），

then，

　　Q・

　　o，

　　1，

一a37

　　1，

　　o，

　07

－a1，

　o；

　　1；

　　1；

一a2，

line　co－erdinates　of　a　straight　line　intersecting　these　four

P34C2），　P14（2），　P2，C2］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　P2，C2）　＋b，p3，C2）　一b，p，，（2）　＝＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p3i（2）一a3p34（2）＋c3p，，｛2）　＝o

　　　　　　　　　　P12（2）　一　p14（2）＋　P24（2］　＝＝o

　　　　　　　　　a3Pi2（2）＋aiP23（2）＋a2P3i（2）　＝o．

And　likewise，　a　matrix　consisting　of　the　coeficients　of

i．　e．，

P12（2），

　　o

　　o

　　　l

　　a3

p，3｛2），　pb，（2］，　P，，（2），　p，，（2），

1　　　0

0　　　1

0　　　0

at　a2

　b，，　o

－a3　c3
　0　一1
　0　　　0

will　be　found．　ln　order　for　the　four　straight　lines　AB

in　hyperboloidic　position，　the　rank　of　this

let　the　fifteen　determinants　of　the　4－th　order　be　equal　to　zero，

i12341＝O

112361＝O

11346　j＝O

i14521＝＝　O

P5621＝＝　O

i23451＝O
12356　i＝　O

I3456［＝O

今
今
今
険
峰
今
今
今

aib2－a2a3　＝　O，

aib3－a3　＝：　O，

a3（a2b3－b2）　＝　O，

aib2c3－a32　＝＝　o，

c3〈aib3－a3）　一一　O，

aib2－a2a3　＝＝　O，

aib3－a2c3　＝O，

a2（a3b3－b2c3）　＝＝　O．

P24｛2），

一b，

　　0

　　1

　　0

　　　　　　　　　　　t，　BCr，　CA’，　DA’　to　be

matrix　must　be　equal　to　3．　・Then，

i12351wO

I1345　i＝O

113561＝O

P456　i＝O

I1624　i＝　O

i23461＝O

124561＝O

今
今
今
今
今
迄
今

a2c3－a3　＝　O，

b2（a2c3－a3）　＝　O，

b3（a2c3－a3）　＝＝　O，

a3（a3b3－b2c3）　＝＝　O，

a3〈alb3－a3）　一一　O，

aib2－a2a3　＝　O，

ai（a3b3－b2c3）　＝　O，

And　these　equations　will　resolve　themselves　into　the　following　relations：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　誌＝臨。、．｝　　　　（・）

　　　From　（2）　the　co－ordinates　of　the　vertices　of　the　tetrahedron　A’B’C’D’　are

known　to　be

　　　　　　　　　　　　A’　（ai，　a2，　a3，　1），　Bt　（a2，　uEEt？｛！ga3，　1’；｛｝3，　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al

　　　　　　　　　　　　c’　（a3，　9－3，　EIL’，　1），　D’　（i，1，1，　i）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al　a2

　　　And　next，　taking　up　the　case　of　the　corresponding　vertices　A一〉　C’，　B一＞D’，

C一＞A’，　LD一＞B’　and　supposing　PIUcker’s　line　co－ordinates　of　a　straight　line

intersecting　the　four　lines　AC’，　BD’，　CA’，　DB’　to　be

　　　　　　　　　　　　PIL）C3＞，　P23（3），　P31（3），　P34（3），　Pll（3），　P2g（3），

we　can　come　to　the　following　matrix

　　　　　　　　　　　　　　　O　ala2　O　aLia3　O　一ala3

　　　　　　　　　　　　　　　0　0　　1　－1　1　　0

　　　　　　　　　　　　　　　1　O　O　O　一a2　ai

　　　　　　　　　　　　　　　a3　ala2　a2a3　O　O　O

　　　In　the　same　wTay　if　we　suppose　the　fifteen

to　be　equal　to　zero，　the　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a1＝＝慶2

will　be　arrived　at．　Then　from　〈3）　the

tetrahedron　A’B’C’D’　are　known　to　be

　　　　　　　　　　　　Af　（ai，　ai，’a3，　1），　B’　（ai，　a3，　9－a，　1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al

　　　　　　　　　　　　C’　（a3，　9，，　E｝L’，　i），　Dr　a，i，　i，　i）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a工　al

　　　Again，　considering　the　corresponding

C’，　we　similarly　have　the　matrix　一

　　　　　　　　　　　　　　　　〇　1　O　1　O　一1

　　　　　　　　　　　　　　　0　O　1　一ai　a3　0

　　　　　　　　　　　　　　　1　o　o　o　一a3

　　　　　　　　　　　　　　　a3　ala3　a3　O　O

and　since　any　of　the　fifteen

matrix　proves　to　be　zero，　it　is　obvious　that

determinants　of　the　4－th　order

co－ordinates

　　　　　　　　　　　　　　　〈3）

of　the　vertices　of　the

vertices　A一一＞D’，　B一一＞A’，　C一＞B’，　D一〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　al

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　determinants　of　the　4－th　order　got　out　of　this

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　its　rank　is　equal　to　3．　Therefore

the　four　straight　lines　AD’，　BA’，　CB’，　DC’，　are　in　hyperboloidic　position．

　　　And　then，　advancing　to　the　corresponding　vertices　A一＞B’，　B一＞C’，　C一＞A’，

D一＞D’，　we　similarly　have　the　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a3　＝＝　ai2　（4）
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Then　from　（4）　the　co－ordinates　of　the　vertices　of　the　tetrahedron　A’B’CfD’

are　clearly　known　to　be

　　　　　　　　　　　　A’　（ai，　ai，　ai2，　1），　B’　（ai，　ai2，　ai，　1），

　　　　　　　　　　　　C’　（ai　ai，　ai，　1），　Dr　（1，　1，　！，　1）．

　　　Finally，　the　consideration　of　the　corresponding　vertices　A一＞D’，　B一＞A’，　C一＞

C’，　D一＞B’　leads　to　the　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai2＝1．

　　　And．since　a1キ1　is　evident，

then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai　＝＝　一1　（5）
becomes　fixed；　therefore　the　vertices　of　the　tetrahedron　A’B［C’D’　are　found

definitely　to　be

　　　　　　　　　　　　A（一1，　一1，　1，　1），　B（一1，　1，　一1，　1），

　　　　　　　　　　　　C　（1，　一1，　一1，　1），　D（1，　1，　1，　1）．

　　　And　it　is　easily　made　sure　that　on　any　plane　of　this　tetrahedron　none　of

the　vertices　A，　B，　C，　D　comes．　Hence，　these　two　tetrahedra　are　in　general

position．　Now　if　we　adopt　rightly　the　above　co－ordinates，　it　is　known　that

among　24　combinations　ef　four　straight　／ines　which　are　drawn　between　the

vertices　of　the　tetrahedron　AB　CD　and　those　of　A’B’C’D’，　the　following　16

combinations　are　in　hyperboloidic　position．

（A一＞A’

B－Bt
C－ct
D－Dr

A－At
B－C’

C－Di
D－Br

AoA’
B－D’

C－Br
D－ct
A一一一一一＞At

B－Dt
c－c’

D－B’

A－Bf
B－cr
C－Dt
D－Ar

A－Br
B－C’

C－At
I］〉一Dt

A－Bt
B一→A／

C－D’
D－C’

A－B’
玉3一一→亙）’

C－ct
D－Ar

A－C’
B一＞Dr
C一一一＞At

D－Br

A－cr
B－Bt
C－At
亙）→D’

A－ct
BriAr
COBt
D－Dt

麟

A－D’
BoAt
C－Bt
D－ct

AoDf
B－cr
C－B’

D－Ar
A一一一一一＞Dr

B－Af
C－ct
E）一Bt

A－D，
B－B，

C－At
D一＞C’
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（1）

（2）

〕
）
β
儀

（5）
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And　the　fellowing　8　ones　are　known　to　be　in　no　hyperboloidic　position．

A－A’

B－Bt
C一→亙］＞1

亙）一→C’

rA－Ar
B－C’
C一一＞Br

D一＞Dr

A－B’
B一一．．一．＞At

Coct
DoDr
A一一一一一＞Br

BoDr
C一一一一B・At

｝Oc，

Aocr
B一，At

C－Dt
亙）一→B’

A－ct
B－Dt
CoBt
亙）→A’

A一＞Dt

B一＞C’

C一＞At

｝一Br

’A→亙）’

BoBt
c－c’

D－At
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