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   Let us take a rectifiable closed space curve C having the length 1, and 

the definite oriention. If we take an original point  0 on it, as any point P 

                                    on it can be expressed by the

curve length s from  0 to  P, every 

point P on C can be denoted by 
the symbol  P(s), where  0�sS/. 

   We shall consider the system 

  of the points  Pi  (si), 2, 

6, ordered along the curve C, 
dividing it into six parts of equal 

length. Let si be the curve length 

of  OM. We shall take a fixed 

rectangular coordinate system 
 —xix2x3, and if we denote the

 (xi,  4,  x0, all these coordinates are one—valued continuous functions of s. 
Therefore, the system 2,  , 6) is a function of 

   Let-.---.{Pi(si)} be a system, and  C135, C246 be respectively the circumcenters 
of the circles P1 P3  P5,  P2  P4  F6;  xr,  446,  (i  =1, 2, 3) being their respective 
coordinates. Then, these coordinates are defined by the following  formulae  :

DisaDipDip 

  E(xD2  -E  (-xD2 2  (xi  —A) 2  (xi  —,c3) 

 E(xi)2-E(xi)2  2  (A  -4)  2  (A  -4)
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　　　　　　　　　　　D壱1・　か51・　D19・

　　　　　4＝cl一壷　x！一x塁x§一xl

　　　　　　　　　x？一x？　x：一xg　xg－xg

and　x？・‘6　are　similarly　defined　using　corresponding　D？2‘g，　D？2‘6，　Dg，‘6，　Dg‘，6　and

ts2・

　　　Now　put

　　　　　プ（s1）一・｛Σ（・卜・｝35）2｝一・｛Σ（二三蛋r）2｝・

then　f（si）　is　a　one－valued　continuous　functon　of　si　（this　function　can　be　considered

as　a　function　of　the　system　g）．・　．　lf　we　replace　si　by　s2　（i　e．，　take　another

system　g’＝＝｛PE（s；）｝，　with　sl．＝s2），　we　hay，．e　easily

　　　　　f（S2）Tz｛Z（x？一x；・‘6）2｝一z｛E］（x：．一x；3s）2｝，

and

　　　　　f（Si）＝”　一f（S2）・

　　　Therefore，　we　have　at　least　one　such　g’　as　satlsfies　both　f（6）＝＝O　and　si〈

g画くs2．　This　g　renders　the　areas　of　the　two　circles　Pi　P3　Ps　and　P2　P4　P6　equal．



No．　8 On　Some　Properties　of　a’　Closed　Space　Curve 3

Hence，　we　have　the　following　theorem．

　　　Theorem　l．・4彫α¢9魏θsystems∈5＝＝｛Pi，卜1，2ヂ・・…，6｝，　orderedα娩9漉θ

curve　C，伽ピ4勿αrectifiable　closed　s加。θ6鱒θC露。　sisc　Parts（ゾequal　length，

there　exists　at　least　one　system　that　makes　the　two　circles　PiP3Ps　and　P2P4P6

hazie　aha　equal　aptea．

　　　Moreover，　there　exists　at　least　one　system　S　mafeizag　the　areas　of　two　triangles

PiP3Ps　and　P2P‘P6　are　eqaal．

　　　The　proof　of　the　latter　half　of　the　theorem　is　as　follows　：

　　　Let　us　denote　the　areas　of　the　two　triangles　PiP3Ps　and　P2P4P6　by　Si3s

and　S246　respectively，　with　the　areas・　of　their　respective　projections　一into　the

three　coordinates’　planes　xi　x2，　x2　x3　and　x3　xi　denoted　by　S｛3s，　Si5s，　SlgS　and

SE46，　SE46，　SE46．　’Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！
　　　　　　Si3s＝　一li一｛（Sl，，）2　＋　（Sl，，　，，）2　＋　（Sl，，，，）2　｝2
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With　S246，　we　have　the

　　　If　we　put

similar　formulae．

9（Sl）＝　’s、35　一S246

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

　　　　一吉｛（S13s）・＋（S総，）・＋（S鐸・）・｝玩
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
｝｛（SS、・）・＋（S鶴・）・＋（SS・4・）・｝’2’

using　this　g（si）　instead　of　the　above　f（si），　we　may　have　the　desired　result．

　　　A　similar　theorem　to　this　Theorem　1　holds　also　in　the　case　of　a　rectifiable

closed　plane　chrve．

　　　From　the　results　above，　we　can　deduce　the　following　：

　　　For．any　systems　of　points　　（ら．＝｛二Pi（si），　i＝1，2，……，6｝　．　dividiHg　the

rectifiable　closed　space　curve　into　・six　parts　of　equal　length，　circumcenters’　of

the　two　triangles　PiP3Ps　and　P2P4P6　can　not　be　coincident．　lt　is　just　一’一the　same

with・　the　incenters，　br’the　centroids，　・or　the　orthocenters，　or　the　excenters　of

the　tri・angles　concerned．

　　　Subsequently，　by　similar’　cpnsiderations，　we　shall　prove　the　two　’properties

of　the　systems　of　points　定＝＝｛二P1，　P2，　P，，　P，：｝，　ordered　along　the　curve，　dividing

C　into　four　parts　of　equal　length．

　　　Let　us・　denote　the　coordinates　of　points　Pi　by　xi’，　（1”L　l，2，3，4；　cr＝1，2，3）．

Considering　the　direction　ratios　of　the　straight　lines　PiP3，　P2P4，　put

so（s，）　＝＝t　（x？　一　xl）　（xf　一x：）　＋　（xs　一　xs）（xs　一　t：）　＋　（xg　一xg）　（xg　一　xg）．
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　　　Replacing　si　by　s2；　then

2，　4，　6，　and　we　have

in　the　above　formula，　affixes　1，3，5　change　to

　　　　　g（si）＝一q（s2）．

Therefore，　we　have　at　least　one　suchηas　satisfies　bothψ（η）＝＝0　and　slくη＜s2．

For　this　v，　the　two　straight　lines　are　perpendicular．　Hence　we　have　the

following　theorem．

　　　悪夢eorem　2．　（A）Amon≦7　the　systems　（ゾPoints　定＝＝｛二Pi，　ブ＝＝1，2，3，4＝｝，　4ividing

C翻ofour　Parts（ゾeqzaal伽卿，彦伽θexistsαt　leαst　one　system勉α厩9伽

two　strai9ゐt　lines　PiP3　and　為1）9　PerPendicular．

　　　（B）Among　the　syStems　o〆’Points　定＝1｛二Pd，　ブ＝＝1，2，3，4＝｝，　dividing　C　inlo／bur

Parts　of　equal　lenyth，　there　exists　at　least　one　system　mafeing　two　segn7ents　PiP3

and　P2P4　equal．

　　　A　similar　theorem　holds　also　with　a　rectifiable　closed　plane　curve．

　　　Lastly，　by　similar　considerations，　we　shall　prove　the　two　properties　of　the

systems　of　points　U＝｛Ph，　k＝1，2，・・・…，8｝，　Qrdered　along　the　curve　C，　dividing

it　into　eight　parts　of　equal　length．

　　　Denoting　the　coordinates　of　points　Pk，　（le一一・1，2，…一・・，8）　by　xBh，・　（P＝1，2，3），

we　shall　define　a　function　W’ isi）　as　the　difference　of　the　volumes　of　the　two

tetrahedra　PiP3PsP7　and　P2P4P6PB，　i．　e．，
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　　　　　T（s，）＝一丁（s，）．

Therefore，　we　can

s1くζ＜s2．　　　For

same　volume．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　find　at　least　ene　・such　C　as　satisfies　both　T（O　tuO　and

　　　　　　　　　　　　　　　this　C，　the　two　tetrahedra　PiP3PsP7　and　P2P4P6Ps　have　the．

　　　　　　　　　　　　　Thus　we　have　proved　the　following．

　　　　　　　　　　　　　　ノ4mong　lhe　5ニソstems　（ゾPoints　　筑三ゴ｛二Pk，　fe＝＝1，2，一・…　，8＝｝，　dividing

C　into　eight　Parts　of　eqnal　lenyth，　there　exists　at　least　one　system，　i．n　wh：・’．ch　the

two　tetrahedra　PiP3PsP7　and　P2P4P6Ps　have　the　same　volume．

　　　An　analogous　theorem　with　a　rectifiable　closed・plane　curve　is

　　　雪ke〔｝rema　4．　ノlmong　the　systems　o〆’Points　U＝　｛ple，　k＝＝1，2，・・9…　，8＝｝，　dividing

C翻Oeight　Partsρノeqenal　length，　there　exists　one　system，　in　which　the　twO

qucutptdeterals　PiP3　PsP7　and　P2P4P6Ps　have　the　same　area．

　　　Proof．　We　shall　consider　a　function　h（si）　of　the　areas　of　the　two　quadri－

laterals　PiP3PsP7　and　P2P4P6Ps　defined　by
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　　　　　　　　　　　　　　xl場1　xl　x｝1　x呈堵1　堵堵1

　　　　　h（・、）一壱綱・＋吉叡1・一差塩彦・→xl・1・・

　　　　　　　　　　　　　　増xS　l　　xl　xE　1　　壇瑠1　　xl　x豊1

Here，　replaclng　si　by　s2，　we　have　easily　h（si）＝一h（s2）．　（An　area　is　taken　as

positive　when　its　perimeter　is　described　in　the　counterclockwise　sense，　and

otherwise　as　negative．）　The　rest　is　similar　to　the　proofs　of　the　above　theorems，

and　will　be　omitted．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　Remark．　lt　was　proved　by　ZiNDLER　in　1918　that，　by　similar　considereations，

among　the　systems　of　points　dividing　a　rectifiable　closde　space　curve　into

four　parts　of　equal　length，　there　exists，　at　least，　one　system　of　coplanar

polnts．

　　　It　is　known　that　at　least　one　system　can　be　of　concircular　points．　But

it　still　remains　an　unsolved　question　whether　there　are　any　systems　of　points

dividing　a　rectifiable　closed　space　curve　into　five　equal　parts　and　lying　on　the

same　sphere．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

　　　It　was　proved　by　Professor　SmNicHi　TAKAHAsHi　of　Nagoya　Technical

Col！ege　in　1956　that　among　the　systems　of　points　dividing　a　rectifiable　closed

space　curve　into　six　parts　of　equal　length，　there　is，　at　least，　one　system，

for　which　the　three　straight　lines　PiP4，　P2Ps　and　P3P6　are　concurrent．
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der　geschlossenen　Raumkurven．
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