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Further examples of cocleft module coalgebras

Akira Nishikawa

   §1. Cocleft module coalgebras 
   For a bialgebra, the concept of cocleft module coalgebras, that is, the dual 

one of cleft comodule algebras in  [1), was introduced in [2], and for a subbialgebra 

A of a bialgebra C over a commutative ring, we gave two conditions for the 

A-module coalgera C to  be cocleft  (C21 Proposition  (6)). Furthermore, we gave 

two examples of cocleft module coalgebras ([2, §4]). 

   Before presenting the proposition and the corollary which contain the contents 

of [2, Proposition 6], we give the definition of cocleft module coalgebras for a 

bialgebra: 

   Let A be a bialgebra over a commutative ring R, C a right A-module coalgebra. 

An R-linear mapping  0:  C—A is called to be a cointegral when  0 is an 

A-module morphism,i.e.,  mA(001)=Owe, where mA: AC)A--,-A is the multip-

lication mapping of A, and  coc:  COA---.0 is the A-module structure mapping of 

C. We call a right A-module coalgebra C to be cocleft when there exists a 

 *-invertible cointegral 

   Proposition. Let A be an algebra, C a coalgebra over a commutative ring R. An 

R-module morphism  0:  C-4A is *-invertible in the situation (i) or (ii): 

   (i) C is a Hopf algebra, and  0 is an algebra morphism. 

   (ii) A is a Hopf algebra, and  0 is a coalgebra morphism. 
   Proof. In the situation (i), by [3, Lemma  4.  0.3(i)] (even if R is not necessarily 

a field),  0Sc is the  *-inverse of  0, where  Sc is the antipode of C. 

   In the situation (ii), by [3, Lemma  4.0.  3(ii)],  SAO is the *-inverse of  0, where 

SA is the antipode of A. 

   So in both cases,  0 is  *-invertible. 

   Now we have a result which covers the contents of [2, Proposition  6]: 

   Corollary. Let A be a bialgebra, C an A-module coalgebra. If there exists a 

cointegral  0:  C—A with the property (i) or (ii) in the proposition, then C is a 

cocleft A-module coalgebra. 

   2. Examples of cocleft module coalgebras 

   Example 1. Suppose R is a commutative ring of prime characteristic p. We put 

 C=R[X,],  A=R[XP], and define  Lie:  sc:  C-42 and  Sc:  C--,C  as 

4c(X)=XC)1+1C)X, Ec(X)=0 and  Sc(X)= —X. Then C is a polynomial  Hopf algebra
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and　A　is　a　ffoPf　sasbalgebra　of　C，　so　C　is　natzaral！y　an　A－module　coalgebra．

　　　We　define　an　R－module　morphism　di：　C－A　by　¢（X”）＝X”　if　P　i　n　and　di（X”）＝：O，

otherwise．　Then，　as　easily　verified，　the　following　diagram　is　commutative：

　　　　　　　　　　　　　　　　　ipopl

　　　　　　　　　　　　　C（g）A4A（g）A

　　　　　　　　　　　　　胆1鞠

Where　pc　is　the　natural　A－module　structure　mapping　of　C．　So，　¢　is　a　cointegral．

　　　Next，　as　R　is　of　characteristic　P，

　　　（¢Q¢）rf，（XMP）一＝（ipX¢）　（gc（XP））M　一（XPQI＋1（EbXP）M　＝　（A．（XP））M＝T－ti．（gb（XP））M

　　　　＝溜五（ψ（XPm）），　m≧0・

　　　If　P　ln，　then

（ipXip）tic（Xn）　＝（¢（El）¢）（（X（g）i＋i（EgX）”）＝：（ip（2］）ip）　（1．．，　（7・　）　Xi（29X”’i），　both　i　and　n－i

cannot　be　devided　by　p　in　the　case　Ptn，　so　either　ip（Xt）　or　ip（X”一’）　is　O，　and　so，

（gbQgb）rfc（Xn）　＝O＝：ziAgb（Xn）．

　　　On　the　other　hand，　ψεo（Xつ＝0謹ε！a（X「つ，　n≧1，　and　ψεc（1）漏1謹ε，4（1）．

　　　Now　we　have：　〈di｛g）¢）tsc＝rfAip，　ipEc＝＝8A．　Hence　¢　is　a　coalgebra　inorphism，　aitd

we　come　to　the　situation　（ii）　of　the　proposition，　and　so，　C　is　a　cocleft　A－module

coalgebra　by　the　corollary．

　　　Ex灘聾豊e　2．勧Gbe　a　finite　grOZゆ，丑αsubgromp　O∫6．　We　set　a　coset　decom－

P・伽G－M、・iff，・・一・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノエ
　　　7「舵dual　HoPf　algebra　A一＝（・RG）＊consists　O∫the　elen・entsΣΣ　　λi，　h（9砲）＊　（λi，　h

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＝ユん∈」げ

eR，　h∈ff＞，　where　the　set｛（9ih）＊11≦i≦n，　h∈ff｝ゼs　the　dasal　basis．

i・Slgebra　structure　mappings　mA：A⑭A－A　anδ晦R一一！aαre　givenの物（9＊⑭喜＊）

一δ8，99＊and　e・A（1）一Σ9＊，　and　coalgebra　struct・・re　mapPings　zgA・・4一・4⑭・4　andε温：

　　　　　　　　　　　　　　　　　9∈G

i・a一一一．R　are　give吻ぬ（9・）二Σ9＊⑭（挙げ捌・A（9＊）一δ、，9，励卿薦伽肋鰍彦・〆・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　営∈G

delta．　The　antiPode　SA　o∫・4　is　givenのSA（g＊）＝（9一ユ）＊．

　　　AffoPf　algebra　c＝（・Rff）＊is　a　right践一module　throasgh　the　natesra9　resriction

maP卸9君一一→c磁加ed　by（9ih）＊一→δ、，　ih＊．

　　　Moreover，伽module　structure撒ゆ伽g　C⑭A一一C　isαcoalgebra　morPhism，

i．e．，伽ノ’ollowing　diαgram　is　com〃2utative：
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c（g）A　．　c

　　　　　　　　　　　　　　　ゴ・⑭・！　　rf・↓

　　　　　　　　　　　　　　　C⑭ノ璽⑭C⑭ノ1－C（3C，

inde6d，プ「07　an夕basis　ele〃¢θnt　h＊⑭（9ih）＊in　c⑭A，

」。（h・（9疹）・）一δ、，iδh，firf。（h・）一δ1，隔Σh、＊⑭（h，’・h）・，　and　if。⑭。（le＊⑭（9・π）＊）一ΣΣ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hl∈iff　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h工∈≡1…『h2∈1…1

　ガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　フぢ

ΣIZ、＊⑭（9ゴ乃2）＊⑭（h、一’h）＊⑭（h、一’giigih）＊一一ΣΣΣδ・，ゴδん、，h，δ・，ノδ融・＊⑭（hflh）＊

ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h1∈石「h2∈∬ブ罷工

一δ、，iδh，πΣ砺＊⑭（h、一エh）＊．　Thereノ∂re　C　is・Z　rign’t・4．一module　coalgeろra・

　　　　　　　　hl∈u

　　　Letψ：ひ一→践be　a　morph呈sm　of　R一磁odules　withψ（h＊）＝h＊（h∈ff），　where　h＊

in　C　sat量s最es　＜h＊，h＞　＝δh，箆，　and　h＊　in／1　satis負es　＜h＊，9ih＞＝δ1，　iδh，％。　Then，　for

h，h∈ff　and　1≦i≦n，．

　　　MA（ψ⑭i）（h＊⑭（9ih）＊）コh＊（9ih）＊篇δ1，iδ1ま，％h＊

　　　＝ψ（h＊（9ih）＊）＝ψ（ρσ（h＊⑭（9ih）＊）），

soψis　a　cointegral・

　　　Furthermore，　for　any　basis　element　h＊⑭ん＊in　C⑭C，

　　　ψ〃¢σ（h＊⑭h＊）＝＝ψ（δh，7；h＊）＝δ乃，hlh＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　＝MA（h＊⑭h＊）＝MA（ψ⑭ψ）（h＊⑭勉＊），

and　aCAψ（h＊）＝zaA（h＊）＝δ1，h＝z6c（h＊），

so　dimc＝m、4（ψ（零）ψ）and　aAψ＝uc，　i。　e．，　ψis　an　algebra　morphism・

　　　Hence，　we　come　to　the　situat圭on（i）of　the　proposition，　and　so，　by　the　coro11・

ary，　C量s　a　cocleft．4－module　coalgebra．

　　　璽X鼠瓢聾且e3．　SmpPose　R　is　a　comm％tative　7in90アcharacte7isticカ，　αnd　G＝＜g＞

is　α　C＝ソclic　970u2）　0∫orde7　」ウ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　カー1

　　　Let　A一ノ～G　be　a　gromp　Hoρf　algeろra，　and　c一Σ㊥Rθガa　co・・lgebra　with　tSc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ゴ＝＝O

　　　　　メ｝一工

團一Σθ漉⑭eleゴ，・nd・s・（6fブ）＝δか

　　　　　んむ　

　　　We　defin6　the　action　o∫AOn　C　by　6ガgπ；6ガ÷nブ乎％（whe7e　each　s頑κnzambe7　is

read　as　modasl％S　P）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P－1　　　　　　　　　　　　　0－1

　　　Then，　A。圃（9・⑭9”）　・Σeik9”⑭物9”　・　2］　ek．。融⑭efe＋nゴ．。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　kmO　　　　　　　　　　　　　k　・O

　　　＝4c（ei÷nゴ÷n）＝∠9c（eiign），

　　　andεc（ei÷nゴ÷n）＝εσ（eiign），

so　C　isαright践一mod％le　coalgeろra．
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　　　Let　¢：　C一一＋A　be　an　R－module　morphism　with　¢（eif）＝6ii・gi．

Then，　ip（eidg”）＝ip（ei．．　f・．．）＝6itig；“”

　　　　＝6i］・gtg”　＝¢（eij一）gn，

so　ip　is　a　cointegral．

Furthermore，　we　see，

　　　zfAgb（6ガゴ）＝・tiiゴrfA（9り；δ∫ブgz⑭gz

　　　　　汐一1
　　　一Σψ（eih））⑭ψ（ekブ）一（ψ⑭ψ）ti・團，

　　　　　k＝O　．an（iεAψ（6ゴ，）＝δfゴεA（gz）＝δガ＝εσ（6ゴブ），0≦i，ノ≦P－1・

　　　Hence　AA¢＝（¢（g）di）tsc　and　EAdi＝：6c，　i．　e．，　¢　is　a　coalgebra　morphism，　and　we

come　to　the　case　（ii）　of　the　proposition，　so　by　the　corollary，　C　is　a　cocleft　A－mo－

dule　coalgebra．
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