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§ 1  Introduction 

    Let G and C be multiplicative groups, and in addition, C  be abelian and a left 

G-group, which means that there exists a function G x C-->C written (g,  c)—>cg 

such that  (cd)g  =cg  dg  ,  (cg  )h  =ehg  ,  C1=C  (c,  dcC, g,  hcG). 

 

,  3 
    For any group extension of C by G,  i. e.,  ("6' : 1 > C  —> G > 1, there 

exists a section  7 : G > W (g   g) of W,  i,  e., a map such that  IS'  (7g)=g. 

    With this section, an operation of G on C is associated by c  >orl  (7ga(c)71-g-1) 

being independent to the choice of r. We are interested in the extensions which 

endow C with the prescribed G-group structure. 

    Now for  6' above, we have a 2-cocycle  f  :  GxG  determined by  7gz-h-=a 

 ( f(g,  h))7gh (g, h€G). 

    As is well-known, the 2-cocycle which is obtained with any other section of 

W is cohomologous to f. Moreover, for any equivalent two extensions, we can see 

that, by means of the compatible section, there corresponds the same 2-cocycle. In 

addition, any two equivalent extensions endow C with the same G-group structure. 

   Now we have explained that there is a mapping  (1) of  X(G, C) onto  H2(G,  C), 

the former is the set of all equivalence classes of group extensions of C by  G that 

endow C with the prescribed G-group structure, the latter is the second  cohomology 

group of G with the coefficient group C. 

    Conversely, let  f  : G x  G--W  be a  2-cocycle which represents a given cohomo-

logy class in  H2(G, C). Then, we  obtain a group  W=  [(c,  g)lc€C,  g€G) with the 

multiplication (c,  g)(d,11)=(cdg  f(g, h),  gh)  (e, dcC, g, h€G), and a group extension 

             a 

 >G-->l, where  a(c)=  (c, 1) and  ,9 (c,  g)=  g, such that the induced 

G-group structure of C is identical with the prescribed one. Besides, it is a matter of 

common knowledge that the group extensions which correspond to cohomologous 

cocycles are equivalent to each other. Now we have explained that there is a map-

ping  Yr of H2(G, C) into  f(G, C). 
    The fact that there exists a 1-1 correspondence between  f(G,C) and  H2(G,  C) 

is proved in  L1I—[51, and in  L3]---E5-1, the proofs of this fact are given by 

verifying that and  gr are mutually inverses.  f(G,C) has a group structure with 

the  Baer sum, and it seems that there are no papers which explicitly point out that
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¢　is　a　group　isomorphism，　a　fo7iiori，　a　natural　equivalence　of　bifunctors　with　the

variables　C　and　G．　ln　thls　note，　we　shal，1　give　an　explicit　proof　of　this　fact，　i．　e．，

　　　TkeoreNife．　Let　C　be　an　abelian　grotiP，　G　an　arbit’rarN　．ffrotsP，　and　sttPPose　that

CJzα∫αleft　G－groveP　st・」’uctZtre．　T伽伽エーエcorresPondence；（G，　C）⇔H2（G，　C），

zvhich　is　descγibed　il¢　［エコ～［5］，　is　α　natural　a1湿～valence　o∫bifz〃zctors　covaγiant　i」’z

the　variab！e　C　and　contravariant　in　the　variable　G．

§　2　　亙semgrplaism

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1　　　　β1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α2

　　　For　two　group　extens重ons『1：1一→C→Wl一一》G　　》1　and　92：1一→C一→

　　　　β2

LY2→G　　1，　the　Baer　s塀z　81十92　is　obtained　as　the　lowest　row　of　the　following

commutative　diagram　of　row　exact：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αユ×α2　　　　β1xβ2

　　　　　　　　　　　　　　　　　Eノ：1一→・C×C一一一＞Wl×W2→G×G→1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1。A・。↑・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　E”：1一→CxC一→T’馳　一→G　一一》1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↓㌦。・β／

　　　　　　　　　　　　　　　　　E：1一一》C一一〉　稀z　→　 G　一一》1，

where　V＝｛（ZCJ，　zv2，9）ξ％x防㌔xGiβノ（zo1）＝β2＠2）＝・9｝，　d（9）＝（9，9），σ（の，02）＝（α1

（CJ），α2（62），1），τ（tv1，　ZV2，9）＝9（篇β、（ZVエ）躍β2（ω2）），

cr（・・，・・）＝c…」ダ＝（c×v）μ▽，　N幕｛7（・1，・c・）．胃ノ，・（c・，6・））1・・，…c｝＝｛（・ズ・・2一・，（α、（の），

α2（02），エ）1の，02EC｝，α（c）＝（6，一Z）N，β（（o，・r）N）一　τ（x），ξ（zの，　zv2，9）＝＝（ZVI，　zv2），　and　η（x）

＝σ，κ）亙

　　　Letπi：G一ゆ鴎be　sections　of耳／i，　and　be　writtenπゴ（g）＝iTig　（i＝1，2）．　Ther1，

the　2－cocycles　fi：G×G　》C，　which　are　determined　by　the　following　equalities，

represent　the　cohomology　cassesφ（（Ei））：

　　　　　　　　　　　　　　　πigπ娩＝αi（fi（g，　h））rrigrt（9，　hEG，ゴ＝エ，2）．

　　　Now　we　can　naturally　construct　sectionsπノ，π”，　andπof恥x％，　V；and玖

respectively7　where　the　diagram

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　隅×確2＜　GxG

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T6　z”　tA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V　e　G
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　　　　　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　YV　e　G

is　coMmutatlve．　Actually，　T，　’．a　＝r，ig　×　rr2g，　z”g＝（Tig，T2g，　．a），　and　zg＝（1，（zig，　z2g，．ff））i7V
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（gEG）．　．　　　Then，　the　mapping　f：GxG一＞C，　which　is　determined　by　the　equality　zgxh

＝a（f（g，　h））　xgh　（g，　heEG），　represents　the　cohomology　class　pt（（ffi）十（g2））．　So　we　have

（1，（Tig，　rL2g，　．a））（1，　（zigr，　rr2g，　i’z））N’：’＝a（f（．ff，　h））（1，　（reigh，　r，2gh，　gh））N，　hence　．f（．a，　lz）　：fi（g，　h）

乃（．ff，　IZ）＝　（fi・　f2）（9，々）（9，hfG），　　　　　　　　．　　　　　　　　，

　　　Therefore　¢（（ffi＞一i一（S’2））　＝　di（（gi））¢（Cg2）），　prQving　that　¢　is　a　group　isomorph－

ism．

S　3　Naturag　eqsivaReitee

　　　　　　　　　　　　　　　　a　　　　B
　　　Let　EY　：　1一＞C一一）・Vl）’一G一一一一一一一＞1　be　any　group　extension　such　that　the　induced

G－group　structure　of　C　is　the　same　as　the　prescribed　one．

　　　For　any　homomorphismκ：C一→C／of　abe工ian　gτoups，2t一（エG，κ）（8）is　the　lower

row　of　the　follewing　cemmutative　diagram　：

　　　　　　a　　　　3

1－C－Mf－G－1

1

→
「
口
G

ξ
β
↓

・
↓
びん

馬
　
ノ∀
C

　→
　
1

where　Ur（Cノ×W）／N，　1＞＝｛：（κ（c）一J，α（c））lCEC｝，ξ（zv）＝（1，　zv）N，α1（ct）＝（cノ，1）Z＞『，　and

βノ（（〆，zv）N）＝β＠）．　For　any　sectionπof　IV，　the　sectionπ’of　U　which　is　naturally

obtained　as　in　g2　turned　out　to　be　80r，．　The　2－cocycies　f：GxG一一一＞C　and　f’：Gx

G一＞C’　’ р?狽?窒高奄獅?п@by　the　equalities　xgrrxt　＝＝　bl（f（g，　h・））　zsrke　and　rr・’gx’h＝　a’（f’（．ff，　h））

zgh（g，　12EG）　represent　the　cohomology　classes　¢（（8’））　and　¢（L“（IG，　rc）（8）），　respecti－

vely．　Now　with　tho＄e　equalities　just　above　and　z’＝60ff，　we　obtain　f’＝＝rcof，　i．　e．，　the

commutative　diagram

　　　　　　ipG，　C

2i qG，C）　一一〉　ff2・（G，C）

，1，　2iT（IG，f）　SH2（IG，　ic）

　　　　　　Ot　G，　C’

2Ti0，α）　〉蹉（G，の，

proving　the　natural　ea．uivalence　of　di　in　the　variable　C．

　　　Fer　any　group　homomorphism　v

follow’ing　commutative　diagram　：

：G，一G，　一“・　（u，lc）（8）　is　the　lower　row　of　the
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　　　　　　at　　　p

1－C－W－G－1
　　　　　　　　　A　A，
　　　　　　　　　　）7　lv
　　　　　　atl　i　p，t

1－C－V－Gt－1，
where　V＝＝｛（zv，9’）ξレ7×Gノ］β（w）＝v（9’）｝，η（tV，8ノ）＝zv，α”（c）＝（c，　o），　andβ’（w，　gt）＝9’．

　　　For　any　section　rr　of　PV，　we　can　naturai1y　construct　the　section　z”　of　V　as　in

g2，　satisfying　reov＝lfoiT’L　The　2－cocycle　f”　：　G’xG’一C　determined　by　the

equality　Tg”rc　h”　＝（cr”（g，　h））z”gh　represents　the　cohomology　class　di（i（v，　1　c）（g））．　With

this　equatity，　T，　gTh＝　a（f（g，　h））ngh，　and　xov　＝nox”，　we　obtain　fo（v　x　p）　＝＝f’（，　i．　e．，　the

commutative　diagram　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢G，　C

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X（C，G）　一一一〉　He・（G，C）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iE（Vip1．c．）．　SH2（p，1，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（Gノ，C）一→H2（G1，C），

proving　the　natural　equivalence　of　¢　in　the　variable　G．
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