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   La notion de  categorie grammaticale  elementaire a  ete introduite par R. L. 

 DobruSin dans son travail  [1]. S. Marcus a  donne une certaine extension de 

celle de  Dobrugin et  I'a  appelê  catêgorie morphologique. La notion  extrêment 

fundamentale qui concerne  la  catêgorie morphologique est celle d'ensembles initi-

aux. Dans son travail  [  4  ], S. Marcus aussi explore, en detail, le rapport entre les 

categories morphologiques et les ensembles initiaux. Dans ce qui suit, nous allons 

presenter quelques  proprietes qui concernent ces notions,  a l'aide de la  thêorie 

des ensembles. La terminologie et les notations sont celles de  [3) et  [5).  Con-

siderons un ensemble non vide F dont les  elements sont  nommes mots.  Dêsignons 

par T le demi-groupe libre  engendrê pre  r. Toute partie  0 de T est un langage 
sur F. Tout  element de T sera une phrase sur F. Les phrases de  0 sont dites 

marquees ou  rep:et-6es par rapport a 0. On appelle contexte sur F tout couple 

 ordonne  f2),  ou  fi et f2 sont des phrases sur F. Soient x  c F et y  E F. On 

dit que x domine y et on  ecrit x y, si pour tout contexte  f2) la relation 

 .fixf2  c  0 implique  la relation  fiyf2  E 0. La relation est dite  la relation de 

domination, et a  êté  étudiee, en detail, par S. Marcus dans  [  6].  II est  aisê de 

voir que la relation est  reflexive et transitive sur F. Si  ion a, a  la fois, x 

y et y x, alors on dit que x et y sont equivalents, et on  ecrit x y.  II est 
facile  a voir que  la relation  <-> est celle d' equivalence. Posons S (x) =  {y/x y). 

 L'ensemble S (x) est, par definition, la famille du mot x. La notion de  famille 

est due a  0.  S. Koulagina  [2), et elle joue un  rale  profondêment important dans 

la linguistique descriptive. Soit, maintenant, une partie A  C F. Posons *A = 

(x  /  x  c F A x A pour tout y  E A). On dira que A est initial, s'il n'existe 

aucun  element  x8` A tel que x A  (c'est-à-dire, si x A, alors x  E A). De 

 meme, posons A* =  fx  /  x  6  F A  A—^-x pour tout y  E A). On a, alors, la 

proposition suivante,  a l'aide de la  thêorie des ensembles  [8]. 
   Proposition  I. Pour deux parties A et B de F, on a 

    (1) Si A  c B, alors *A  *B et A*  Q B*. 

 (  2  ) A (*A)* et A  c *(A*) 

 (  3  ) (*(A*))* = A* et  *((*A)*) =  *A 

   Demonstration. (1) et  (2) sont des consequences  immêdiates de  la definition 

de la relation Pour obtenir  ( 3  ), en vertu de  (1) et  ( 2  ), on a  êvidemment
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＊’A　1．12　’（（＊A）’）　et　A’　？．　（＊（A’））’．　D’autre　part，　dans　（2）　en　remplagant　A　par　A＊，

on　obtient　A“　Elll　（＊（A＊））＊　et　”A　S．　＊（（’A）＊），　et　la　formule　（3）　est　ainsi　etablie．

　　　Dans　la　suite，　d6signons　A“　par　Ai・

　　　Proposition　2．　Pour　un　ensemble　non　initial　A，　il　existe　un　ensemble　initial

contenant　A．

　　　D6monstration．　Pour　definition，　on　a　A　一　Ai　et　’（Ai）　一　Ai・　Posons　’“（Ai）

＝　｛x／x　．　’（Ai）｝．　En　tenant　compte　du　fait　que　la　relation　一　est　transitive，　on

a” iAz）一A．i．．　De　ia　definition　meme　de　’（Ai），　on　deduit　que　’＊（Ai）　＝　g　’（Ai），
c’ ?唐煤|a－dire　＊（Ai）　est　initiai．　D’autre　part，　en　vertu　de　（2）　de　la　proposition　1，　on

obtient　A　．C．］一　’（A1）　et　la　proposition　2　est　ainsi　demontr6e．

　　　Proposition　3．　Etant　donnes　des　ensembles　Aa　pour　tout　a　E　」，　on　a

（UAa）i　＝＝　fi　Af．　oa　designe　par　Af　1’ensemble　（Aa）i．

aEJ　acJ　　　D6monstrlation一　D’abord，　en　tenant　compte　de　UvAa　rD＝　Aa，　en　vertu　de　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ

de　proposition　1，　on　a　（UAa）i　S．II　Aia’ C　et　donc，　（UA”）i　E．EH＝　fi　Af．　Montrons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ　aEJ　aEJque　1’inclusion　inverse　a　lieu・　Soit，　maintenant，　x　E　AAff　Du　fait　que　x　appar－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ

tient，　a　la　fois，　a　Af　pour　tout　cr（」，　il　s’ensuit　que’Aa　一　；x：　pour　tout　a　c　J．

Puisque　pour　chaque　cr　E　J，　la　relation　Aa　一一．　x　a　lieu，　on　a　U　Aa　一一一“　x，　et　donc，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ

x　（　（UAa）i．　La　proposition　3　est　ainsi　demontr6e．
　　　　aEJ
　　　Pr6position　4．　Etapt　donnes　des　ensembles　Aa　pour　tout　a　E　J，　on　a　＊（UAa）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ
＝　fi＊A”，　od　desigRe　par　＊A”　1’enseinble　’（Acr）・

　　a’EJ

　　　Demonstration．　En　vertu　de　（1）　de　la　proposition　1，　il　est　evident　que

＊（UAa）　Eli　A．t’Aa．　Donc，　il　reste　a　prouver　que　1’inclusion　n’A　Eil　“（UAa）

　aEJ　aEJ　m　aEJ　aEJa　li’?普D　Soit，　maintenant，・x　E　n　FAcr．　Alors，　vu　que　x，　appartient，　h　la　fois，　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ

：kAa　pour　tout　a　E　」，　on　obtient　x一　Aa　pour　tout　a　E　J，　et　donc，　x．　UA”．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ
Par　consequeht，　on　a　x　E　’（UAa），　c’est－b－dire　n’Aa　f．il　’（UA’a）．　La．proposi’tion　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　crEJ　crEJ　aEJ
est　ainsi　etablie．

　　　Maintenant，　posons　G（A）＝　A　U　Ai・　Par　definition，　1’ensemble　G（A）　est　la

categorie　twexpkogeggqeee　（engendr6e　par　A）．　Alors，　on　a　des　propositions

suivantes．

　　　Proposition　5．　Pour　un　ensemble　non　initial　A，　il　y　a　une　cat6gorie　morpho－

Iogique　engendree　par　certain　ensemble　initial　contenant　A．

　　　Demonstration．　On　commence　par　montrer　que　＊A　est　un　ensembie　initial．

1）osonsi　＊＊A　＝　｛x／x　’一“　＊A　pour　tout　．v　E　’A｝・　On　a，　alors，　la　relation　＊＊A　一　A．

D’autre　part，　en　vertu　de　la　definition　de　＊A，　’A一　A．　Par　suite，　d’apres　la

transitivit6　de　la　relation　一，　on　d6duit　que　”’A　一一一　A，　et　on　a　donc　＊’A　一C　”A．

Maintenant，　posons　（’A）i　＝　｛x／’A　一　．x｝・　On　a　evidemment　la　relation　＊A　．

（’A）i．　Mais，　en　utilisant　（2）　de　la　propesition　1，　on　obtient　A　Sil　＊A　U　（＊A）i，

d’od　A　E．il　G（’A）・　Lq　proposition　5　est　ainsi　demontree．

　　　Proposition　6・　Si　A　et　B　sont　deux　parties　de　r，　et　A　一　B，　alors　on　a　G（B）
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巽G（A）．

　　　Demonstration．　Par．hypothese，　A－B　et　B．　Bi．　Donc，　en　vertu　de　la

transitivit6　de　la　relation　一，　on　obtient　A一　Bi．　Par　suite，　de　la　definition

meme　de　Ai，　il　s’ensuit　que　Bi　gii　Ai．　D’autre　part，　ii　est　6vident　que　B　nv－C，za　Ai．

Or，　posons　G（A）　＝＝　A　U　Ai　et　G（B）　＝B　U　Bi・　Du　fait　que　Bi　Ei　Ai　et　B　Eil

Ai，　il　resulte　que　G（B）　Eil　G（A）一

　　　Proposition　7．　Si　B　est　un　ensemble　initial　et　Aa．．　B　pout　tout　cr　E　J，　alors

on　a　’B　2．　’（UAa）　et　B　．D．．．　U　Aa．

　　　　　　　　　　　　aEJ　aEJ
　　　Demonstration．　On　a　evidemment　’Aa　一　B，　et　donc，　de　la　d6finition　de　’B，

oR　deduit　que　’B　2　＊Aa　pour　tout　cr　E　J，　c’est－b－dire　＊B　gil　U’A“．　Mais，　en
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ

tenant　compte　de　U“Aa　2．　n’Aa，　en　vertu　de　la　proposition　3，　’il　s’ensuit　que
　　　　　　　　　　　　　　　　　aEJ　aEJ
＊B　R．　’（UAa）．　Ensuite，　vu　que　par　hypothese　Aa　一eL　B　pour　tout　a　E　J，　on　a
　　　　　　　aEJ

＊B　．D＝　U．Aa．　Donc，　de　ce　que　B　est　initial，　il　r6sulte　que　B　1．2　U．A”．　La　propo－

　　　　　　　crEJ　．　．　．．　．　，　aEJsition　7　est　ainsi　d6montree．

　　　Or，　un　ensemble　de　mots　est　dit　ptormal，　s’ii　est　une　somme　des　familles．　Par

exemple，　les　ensernbles’＊A　et　Ai　enonc6s　ci－dessus，　sont　normaux．　Soit，　mainte－

nant，　A　un　ensemble　initial・　Posons　A　＝　U　S（x），　oa　d6signe　par　S（x）　une
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xEA

famil｝e　de　x．　Un　tel　ensemble　A　est　dit　la　eoeeverteere　de　A．　Ces　notions　ont

et6　donnees　par　S．　Marcus　dans　（7）．　ll　est　evident　que　la　couverture　de　A　est

normal．　On　a　des　propositions　suivantes．

　　　Proposition　8．　（1）　A　EIi　A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）　Si　A　＝C．　B，　alors　A　g．　B

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）AコA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　AUB＝AUB

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．）　AnBg．AnB

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　A－B　2．　A－B

　　　Demonstration．　L’inclusion　（1）　est　une　cons6quence　immediate　de　la　d6fini－

tion　meme　de　A．　Pour　etablir　（2），　considerons　un　mot　quelconque　x　E　A．　Par

hypothbse，　il　y　a　une　famllle　S（y）　telle　que　x　E　S（y）　et　y　E　A．　De　ce　que　A　Sii　B

et　de　la　d6finition　meme　de　A，　il　s’ensuit　que　x　E　S（y）　g．　B，　et　donc，　A　＝C一：　B．

Com皿e　d6monstration　de（3），　vu　que，　en　vertu　de（1），　A⊆A，　il　suffit　de　prou－

ver　que　A　g．　A．　Soit　一x　E・A．　Vu　que　A　est　la　couverture　de　A，　il　existe　une

famille　S（二y）telle　que　xES（y）et　yEA，　et　donc，6n　a　x〈→y－E．ncore，　d’apr色s

la　d6finition　de　A，　ilyaune　familleS（のtelle　queycS（z）et　z∈A，　et　donc，

ry，．　e　z．　De　ce　que　1，a　relation　e　est　tr4nsitive　et．　de　la　definition　de　la　famille，

on　d6duit　que　x　〈一〉　z　et　x　E　S（z），　c’est－a－dire　x　E　A．　Par　consequent，　on　a　A　一C＝

A．　Pour　obtenir　（4）　il　suffit　de　montrer　que　A　U　B　EI　A　U　B・　Maintenant，

soit　x　E　A　U　B．　Alors，　il　exiSte　une　famille　S（y）　teile　que　x　E　S（y）　et　ou　bien

yE　A　ou　bien　y　E　B．　Si　y　E’Al　alors　on　obtient　x’E　A．　Si　y　E　B，　alors　y　E　B，　et　on
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a　donc　A　U　B　E　A　U　B．　Pour　etablir　（5），　on　tient　compte　de　（3）．　L’inclusion

（6）　est　une　cons6quence　imm6diate　de　la　definition　de　la　couverture．　Proposition

8　est　coihpletetnent　demontree．

　　　Proposition　9．　Quel　que　soit　1’ensemble　A，　on　a　’（A）　＝＝　（’A）　＝：　’A．

　　　Demonstration．　On　commence　par　demontrer　que　（＊A）　＝　A．　En　vertu　de

（1）　de　la　proposition　8，　on　a　（’A）　．D，ww　’A，　et　donc，　il　suffit　de　prouver　que　（’A）

［i　＊A．　Soit　x　E（“A）．　ll　existe　une　famille　S（y）　tel’le　que　x　E　S（y）　et　y　E＊A．

Par　suite，　les　relations　x　e　」y　et　．v　一　A　entraSnent　x一　A，　et　donc　x　E　＊A．　Puis，

montrons　que　’（A）　＝　＊A．　On　a　evidemment　que　＊（A）　i．　’A．　Par　suite，　il　reste

a　montrer　que　1’inclusion　inverse　a　lieu．　Soit，　maintenant，　x　E　＊（A）．　Du　fait　que

x．A　et　A　一C．．．　A，　il　s’ensuit　que　x－A，　et　donc，　x　E　’A．　Par　consequent，　on　a　’（A）

＝　（＊A）　＝　A，　et　la　propositlon　9　est　ainsi　6tabiiee．

　　　Or，　par　definition，　un　ensemble　initial　A　est　invokutif，　si　Ai　E．il　A・

　　　Cette　notion　a　6t6　donnee　par　S．　Marcus　dans　（7）．　Aiors，　on　a　la　propositlon

suivante．

　　　Proposit・ion　10．　Si　A　et　B　sont　involutifs　et　A　一一＋　B，　aiors　on　a　A　一　B　et　B

S．A．

　　　D6monstration．　D’abord，　soit　x　E　A・　D’apres　la　d6finition　de　A，　il　y　a　une

famille　S（y）　telle　que　x　E　S（y）　et　y　E　A，　et　on　a　donc　x　e　y．　Par　hypot・hese，　vu

que　A一　B，　on　obtient　y一　B．　En　vertu　de　la　transitlvit6　de　la　relation　e，　il

s’ensuit　que　x　一　B．　D’autre　part，　．soit　z　E　B一　De　meme，　il　existe　une　familie

S（w）　telle　que　w　E　B　et　zv　一〉　z．　Par　suite，　en　tenant　・compte　du　fait　que　x一　B，

we　z，　et　zv　E　B，　on　obtient　x　一一一　z，　et　donc　A一　B．　Ensui－te，　vu　que　la　relation

A－B　entraSne　A一　B，　en　vertu　de　ia　proposition　6，　on　a　G（B）　E．ll　G（A），　ou

G（A）＝A　U　（A）i　et　G（B）　＝　B　U　（B）i・　D’autre　part，　’il　est　ais6　de　voir　que

（A）i　．C，．gi．　Ai　et　（B）i　E．il　Bi・　Par　suite，　de　ce　que　A　et　B　sont　involutifs　et　en　ve，rtu

de　（1）　de　la　proposition　8，　il　s’ensuit　que　B　E．　At　La　proposition　10　est　ainsi

d6montree．
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