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論 文

拡張 Η∞制御による狭帯域周波数外乱の振動絶縁制御*

千 田 有 一 †・石原 義之 ‡・大 富 浩 一 §

Vibration Isolation Control for Narrow-Band Frequency

Disturbances via Extended Η∞ Control*

Yuichi CHIDA†, Ybshiyuki IsHIHARA‡and Koichi OHTOMI§

In this paper, we consider a vibration isolation control problem in case that narrow-band fre-

quency disturbances are applied to a system. The frequency shaping method by 7 control is 

suitable for the problem. But we can't locate closed-loop poles in preferable region even if we use 

the robust stability-degree assignment method, because poles of weighting functions of the general-

ized system become undetectable modes. In order to overcome this problem, we use extended H•‡ 

control combined with the robust stability-degree assignment method. By the method, we can design 

a controller that provides desirable frequency shaping and preferable closed-loop poles location at 

the same time. The performance of the designed controller is conformed by experiments.

1.　 は じめ に

本論文では,振 動絶縁機構に対するアクティブ制御問

題について考える.制 御系の設計において,シ ステムに

加わる外乱周波数が既知の場合,周 波数整形によってそ

の周波数での絶縁性能を高めることは容易である.こ れ

は,ア クティブ制御 を利用する大 きな利点であ り,古 典

的な手法 としてノッチフィルタを利用 した方法が提案さ

れている[8].一 方,国 際宇宙ステーションに搭載される

回転機械 においても,回 転体の偏重心 に起因する振動外

乱 を絶縁するための振動絶縁機構を用意 してお り,ア ク

ティブ制御によって振動絶縁効果を高めている[3,4].文

献[3,4]で はノッチフィルタとローパスフィルタを併用 し

た古典的な手法が用いられている.

しか しなが ら,古 典的手法では制御器パラメータのわ

ずかな変化で絶縁性能が大きく変化するなど,制 御器の

調整が難 しい場合がある[1,2].そ のため,シ ステマティッ

クで直感的に設計できる方法が望 ましい.文 献[1,2]で は

H∞ 制御を用 いた周波数成形による設計方法が示され,

実験 によりその有効性が検証 されている.し かし,減 衰

性の低い共振極や零点(反 共振点)を 含んだ制御対象で

は,H∞ 制御器が虚軸近傍の閉ループ極 を生 じさせ る場

合 もある.こ れを回避するためには,ロ バス ト安定度指

定法[9,10]な どによって,閉 ループ極の配置に制約 を加

える方法が知 られている.し か しながら,文 献[1,2]の 問

題では,重 み関数極 に虚軸近傍の極を含む必要があるた

め,安 定度指定法を用いると,そ れ らのモー ドが不安定

な不可観測(あ るいは不可制御)モ ー ドとなるために,

標準H∞ 制御理論 を適用することがで きなかった.

そこで,本 論文ではこの問題点を回避するため,美 多,

劉 らによって提案 された拡張H∞ 制御[6,7,5]を 用いる

ことを考える.拡 張H∞ 制御問題では,不 安定重み関数

を許容するため,ロ バス ト安定度指定法によって重み関

数極が不安定化 された場合で も解 くことができる.た だ

し,拡 張H∞ 制御については,実 問題を想定 した応用例

は示 されておらず,応 用上の注意点が広 く認識 されてい

るとはいえない.た とえば,標 準H∞ 制御問題 と同 じ拡

大系を用いると,拡 張H∞ 制御の可解条件を満たさない

場合があるなど応用上の制約がある.こ れに対 し,本 論

文では可解条件 を満たす拡大系 を示す と共に,ロ バス ト
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安定度指定法を併用することによって閉ループ極を望 ま

しい領域に配置 した解が得 られることを示す.用 いた制

御対象は,文 献[3,4]の 回転機械 と特徴が類似 した2慣 性

ばねマス実験装置である.制 御性能は実験 によって検証

を行った.

2.　 制 御 対 象 と振 動 絶 縁 制 御 問 題

制御対象 は,Fig.1に 示す実験 システムである.運 動

方程式は次式 となる.

(1)

(2)

こ こ でJ1,J2は 慣 性 モ ー メ ン ト,K1,K2は バ ネ 定 数,

C1,C2は 粘 性 定 数,11,12は バ ネ の 連 結 部 と回転 中 心 の 距

離,θ1,θ2は 回転 角 で あ る.J1内 部 に固 定 され た モ ー タ

に よ り,J1とJ2に 相 互 作 用 的 に制御 入 力f(回 転 力)を

加 え る.ま た,外 乱 トル クdは 下 部 モ ー タ に よ りJ1に 加

え ら れ る.こ の シ ス テ ム は,二 つ の共 振 モ ー ドを持 っ た

振 動 系 とな っ て い る.振 動 外 乱dがJ1に 加 わ る と,J1

と 同 時 にJ2も 振 動 す る.J2の 振 動 は バ ネK2を 介 して

外 部 に伝 達 す る1.そ こ で,制 御 力fを 用 い て,dに よ る

振 動 がJ2に 伝 わ ら ない よ う に振 動 絶 縁 す る.つ ま り,外

乱dに 対 して,回 転 角 θ2の 変 位 を抑 え る.

制 御 系 設 計 の た め,制 御 対 象 モ デ ル を シス テ ム 同 定 実

験 に よ っ て 求 め た[1,2].そ の結 果,7次 元 の モ デ ル が 得

られ,1次 共 振 モ ー ドが0.65[Hz],2次 モ ー ドは9.13[Hz]

と なっ た.制 御 対 象 モ デ ル の ボ ー ド線 図 をFig .2に 示 す.

一 方
,振 動外 乱 は3[Hz]の 単 一 周 波 数 正 弦 波d=Asin6πt

を想 定 した.実 シ ス テ ム に お い て は,外 乱 振 動 周 波 数 の

変 動 が 予 想 され る が,こ れ に つ い て は制 御 系 設 計 時 に別

途 考 慮 した.以 下 で は,次 の制 御 系 設 計 目標 を達 成 す る

制御 器 を設 計 す る.

[制御 系 設 計 目標]

1.　共 振 減 衰 性:0.65[Hz]と9.13[Hz]の 共 振 モ ー ドに適

当 な減 衰 を付 加 す る.

2.　振 動 絶 縁 性:3[Hz]近 傍 の狭 帯 域 周 波 数 外 乱 の 影 響 を

θ2に 伝 達 しな い.

3.　制 御 応 答 性:虚 軸 近傍 の 閉 ル ー プ極 を回 避 し,適 当 な

領 域 に 配 置 す る.

リ ア ル タ イ ム 制 御 系 はPCと カ ウ ン タ ボ ー ド,D/A

ボ ー ドを用 い て 構築 し,サ ンプ リ ン グ周 期10[ms]の デ ィ

ジ タル 制 御 系 と した.回 転 角 は各 軸 に搭 載 した ロー タ リ

エ ン コー ダ で検 出 し,数 値 的 な差 分 演 算 に よ り相 対 速 度

θ1-θ2を 求 め る.制 御 器 は 連 続 時 間領 域 で 設 計 し,双 一

次変換により離散化 して実装 した.

3.　 標 準H∞ 制 御 に よ る設 計 と問 題 点

3.1　 標準H∞ 制御

次の一般化プラン トを考 える.

(3)

(4)

(5)

x,w,u,z,yは 状 態 変 数,外 乱 入 力,制 御 入 力,制 御 量 ,

観 測 量 を表 し,そ れ ぞ れ の 次 数 をn,r,p,m,qと す る.

また,簡 単 化 の た めD11=0,D22=0と しD12は 行 フ

ル ラ ン ク,D21は 列 フ ル ラ ンク と仮 定 す る .こ の と き疑

似 逆 行 列D† と正 規 直 交 基 底D⊥ は以 下 で 定 義 され る .

(6)

(7)

また,H∞ 制御器の存在性 に関わる前提条件 として以下

の仮定A),B)を 設定する.

A1)  (A,B2)は 可 安 定

A2) ran
k ［ A-jωI B2

 C1 D12

］ =n+P, ∀ω

B1) (A,C2)は 可 検 出

B2) rank
 ［ A-jωI B1

 C2 D21］

=n+9
, ∀ω

1J
1が 回転 体 を搭 載 した部 分,dが 回転体 のア ンバ ラ ン

ス振 動力,J2が 回転体 支持 部,K2が 支 持部 固定部材

と考 えれ ば,文 献[3,4]と 定性 的 に同 じ構造 とな ってい

る.

Fig. 1 Experimental system

Fig. 2 Bode plot of controlled system
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以上の設定のもとで,標 準H∞ 制御問題は出力 フィー ド

バック制御u=C(s)yに よって閉ループ系を内部安定に

し,か つ,閉 ループ系の ωからzま での伝達関数が

(8)

を満たすC(s)を 求めることである.

[定理1]標 準H∞ 制御問題の可解条件は仮定A),B)

のもとで以下の1)～3)が 成 り立つことである.

1)次 式が安定化解X〓0を 持つ.

(9)

した が っ て,以 下 のAxは 安 定 で あ る.た だ し,El2:=

DT12D12.

(10)

2)次 式が安定化解Y〓0を 持つ.

(11)

した が っ て,以 下 のAyは 安 定 で あ る.た だ し,E21:=

D21DT21.

(12)

3)

(13)

以上の可解条件が満たされると,H∞ 制御器の中心解 は

次式で与えられる.

(14)

(15)

3.2　 標 準H∞ 制 御 に よ る 設 計 の 問 題 点

文 献[1,2]で は,Fig.3に 示 さ れ る拡 大 系 を も と に標

準H∞ 制 御 器 を 求 め て い る.Fig.3に お い てP(s)は 制

御 対 象,C(s)は 制御 器,Wn(s),Wr(s),Ws(s)は そ れ ぞ

れ 重 み 関 数 で あ り,ε は定 数 重 み で あ る.ま た,dは 振 動

外 乱,u=fは 制 御 入 力 で あ り,出 力 はそ れ ぞ れY1=θ2,

Y2=θ1-θ2と な っ て い る.こ こ で,dか らY1=θ2ま で

の 閉 ル ー プ系 伝 達 関 数 が 振 動 絶 縁 性 能 を表 してい る の で,

重 み 関 数wn(s)を 用 い て 直 接 的 に振 動 絶 縁 性 能 が 指 定

で き る.そ こ で,3[Hz]で ゲ イ ン ピー ク を 持 つ 重 み 関 数

Wn(s)を 指 定 し,絶 縁 性 能 を高 め た.そ の 場 合,結 果 と

してWn(s)は 虚 軸 に近 い 極(s=-0.0943±j18.849)を

持 ってしまう.以 上の設定で制御器 を求め,制 御実験に

よって所望の効果を確認 した[1,2].し か し,閉 ループ極

には非常に虚軸に近いものが存在 していた.こ れは,制

御対象の共振モー ドに対応する極 と,制 御器の零点 との

相殺によって生 じたものである.そ のような閉ループ極

が存在する と,制 御応答の劣化が懸念される.そ こで,

ロバス ト安定度指定法[9,10]を 併用 し,閉 ループ極配置

に制約 を付けることを考える.安 定度指定法 を用ると,

振動モー ドの減衰性が安定度の指定によって容易に付加

されるので,拡 大系が簡略化でき,低 次の制御器が得 ら

れるというメリットがある.

[ロバス ト安定度指定法の手順]

1. 安定度 αを指定する.

2. 拡大系のA行 列をA:=A+αIに 置き換える.

3. Aの 代わ りにAを 用いて標準H∞ 制御問題 を解 く.

4. 得られた制御器のA行 列.AcをAc-αIに 置 き換 え

る1.

ロバス ト安定度指定法では,安 定領域をs=-α に制限

してH∞ 制御 問題を解 くため,す べ ての閉ループ極 を

s=-α より左側に配置することがで きる.ま た,同 時に

(8)式 を満たす.そ こで,ロ バス ト安定度指定法の適用

を試みた.し か し,α>0.0943と なる安定度を設定する

と,拡 大系の(A,C2)が 不可検出となり問題が解けな く

なって しまった.こ れは,重 み関数wn(s)と して虚軸 に

非常に近い極s=-0.0943±j18.849を 持つためである.

4.　 拡 張H∞ 制 御 に よ る制 御 系 設 計

4.1　 拡張H∞ 制御

拡張H∞ 制御[5-7]で は不安定な重み関数の存在 を許

すので,前 節の問題を回避することができる.以 下では

文献[6]の 方法 を用いて制御器 を設計する.た だし,本

論文の問題では出力端にのみ重み関数を付加 しているの

で,仮 定B1),B2)の 条件を緩和 した拡張H∞ 制御を適用

す る.文 献[6]に よれば,仮 定B)が 成 り立たない場合,

仮定B)を 緩和 した次の条件を導入する.

B1')す べての(AC2)の 不安定 な不可観測モー ド極 は

重み関数極 に限 られる.

B2')行 フルランクなUが 存在 し

(16)

1以 下で は
,ア フ ィン変 換後 の行 列 は ～をつ けて表 す.

Fig. 3　 Augmented system for standard H∞ design
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(17)

を満 た す.Azは(A,C2)の 不 安 定 な不 可 観 測 モ ー ド

で あ る.ま た,Rは 値 域 を表 し,〓 は(C2,A)の 可

観 測 空 間 〓=Σn-1i=0(AT)iR(CT2)で あ る.た だ し,

λi(Az)か ら導 か れ る可 能性 の あ る もの 以外,G21(s)

はjω 不 変 零 点 を持 た な い.

(16)式 の 条 件 はAzが(A-B1D†21C2,B1D⊥21)の 不 可 制

御 モ ー ドとな る こ とに 等 価 で あ る.

[定義1](疑 似 安 定化 解)以 下 の 条件 を満 た す と き,行

列Yを 疑 似 安 定 化 解 とい う.

(1) Yは(11)式 の 実対 称 解 で あ る.

(2) YはUY=0を 満 た す.

(3) (12)式 のAYの 固有 値 で,λi(Az)以 外 の も の は 安

定 で あ る.

[定理2]仮 定A1),A2),B1),B2)が 成 り立 つ と き,

H∞ 制 御 器 は(14)式,(15)式 に お い て,Yを 疑 似 安 定 化

解 に代 え た も の で 与 え ら れ る.

4.2　 拡 張H∞ 制 御 に よ る 制 御 系 の 設 計

拡 張H∞ 制 御 とロバ ス ト安 定 度 指 定 法 を併 用 して 振 動

絶 縁 制 御 系 を設 計 す る.ま ず,標 準H∞ 制 御 問題 で 用 い

たFig.3の 拡 大 系 を そ の ま ま用 い る こ と を考 えた が,仮

定B2')を 満 た さ な い た め 可 解 とは な ら な か っ た.そ こ

で,拡 大 系 を修 正 し,Fig.4と した.Fig.3とFig .4

に は,仮 想 外 乱w1の 取 り方,重 みWs(s)の 違 い が あ る.

拡 張H∞ 制 御 問 題 で は,仮 定B2')を 満 た す よ う に 問 題

設 定 す る必 要 が あ るが,w1=dと す る こ とで こ の 条 件 を

満 た す こ とが で きる.ま た,安 定 度 指 定 法 に よ れ ば,応

答 性 能 を安 定 度 に よっ て 指 定 で き るの で,Ws(s)に よ る

伝 達 関 数 の成 形 は 冗 長 で あ る ため 削 除 した.P(s),C(s),

Wn(s),Wr(s)と εの定 義 はFig.3と 同様 で あ り,Wn(s)

に よ っ て振 動 絶 縁 性 能 が 指 定 で き る点 も同様 で あ る.用

い た重 み 関 数 は 以 下 の 通 りで あ る .た だ し,ξi,ｓi,ωiは

Table 1に 示 す.

(18)

(19)

(20)

Fig.5に 重 み 関 数 のゲ イ ン線 図 を示 す.3[Hz]で の振 動 絶

縁 性 能 を高 め る た め,Wn(s)に は3[Hz]に 急 峻 な ゲ イ ン

の ピー ク を持 た せ て あ る.ま た,安 定 度 は α=2 .4と し,

す べ て の 閉 ル ー プ極 をs=-2.4未 満 の 左 半 平 面 内 に 配 置

す る と した.こ の と き,Wn(s)はs=-0.0754±j18.849

を極 と して含 む の で,こ の 極 は ア フ ィ ン変 換 後 の 系 で不

安 定 か つ 不 可 検 出 な 固有 値 とな る.

設計 手 順 に沿 って説 明す る.ま ず,P(s),Wn(s),Wr(s)

の状 態 空 間表 現 を次 式 とす る.

(21)

(22)

(23)

(24)

この と き,Fig.4の 拡 大 系 は次 式 で 表 さ れ る .

(25)

ロバ ス ト安 定度 指 定 法 を適用 す る ため ,(25)式 のA行 列 内

の行 列 をv=s+α に よって ア フ ィ ン変 換 す る.そ れ に よっ

て得 られ たA:=A+αI,Ap:=Ap+αI,An:=An+αI,

Ar:=Ar+αIに 対 して 拡 張H∞ 制御 を適 用 す る .そ の

た め には,前 提 条件B1'),B2')を 満 た さ な け れ ば な ら な

い.ま ず,B1')に つ い て調 べ る.

(26)

Fig. 4 Augmented system for pole placement  H∞  design

Fig. 5 Gain of weighting functions

Table 1 Parameters of W‚Ž(s)
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上 式 よ り,Apの す べ て の 固 有 値 は可 観 測 モ ー ドとな っ

てお り,不 可 観 測 モ ー ドは重 み 関数 の極 のみ で あ る.よ っ

て,条 件B1')は 満 た され る.つ ぎ に,B2')に つ い て 調

べ る.D21=∈,D†21=1/∈,D⊥21=0で あ る こ と か ら,

(27)

(28)

とな り,A-B1D†21C2の す べ て の モ ー ドAp-bp2Cp2/ε,

An,Arは(A-B1-D†21C2,B1D⊥21)の 不 可 制 御 モ ー ドと

な る.よ っ て,行 フ ル ラ ン ク なUを 求 め れ ば よい.そ こ

で,(27)式 を正 則 行 列Tを 用 い て相 似 変 換 す る と,

(29)

とす る こ とが で き,

(30)

(31)

と な る.た だ し,不 安 定 固 有 値 はAnの み に含 ま れ,Ar

に は含 ま れ な い が,す べ て の 重 み 極 をAzに 含 ま せ て も

理 論 上 問 題 な い の で,す べ て の 重 み 極 をAzに 含 ませ て

解 い た.以 上 か ら,U:=UT-1と お け ばB2')の(16)式

は満 た さ れ る.(17)式 を 満 た す こ と は 数 値 計 算 に よっ

て 確 認 す る こ と もで き る が,(29)式 のTを 用 い る と,

C2T=(*,0,0)=:C′2(*は 適 当 な行 列 要 素)と 表 せ る の で,

次 式 を得 る.

(32)

したがって,こ の問題設定で可解条件B1'),B2')を 満

たす.

つ ぎに,疑 似安定化解Yの 導出方法 について述べる.

まず,変 換行列Sを 以下の ように選ぶ.

(33)

ま た,A1,お よ びCi,C2を つ ぎの よ う に定 義 す る.

(34)

(35)

(36)

(37)

この と き(11)式 の 次 元 を縮 小 したRiccati方 程 式

(38)

の安定化解をY1と すると,疑 似安定化解Yは 次式で求

められる.

(39)

制御器は(39)式 のYを 用いて,(14)式,(15)式 より求

められる.

5.　 実 験 結 果

以上の手順で得 られた制御器の設計結果を示す.前 節

の手順で設計 した結果18次 元の制御器が得 られた.周 波

数応答が劣化 しない範囲で低次元化 を行った結果,9次

元の制御器を得た.安 定度指定法を用いた結果,1次 振

動モー ドに対する減衰特性 などは容易に設定可能であっ

た.Fig.6にdか らθ2までの閉ループ系周波数応答を示

す.実 線が同定実験結果,破 線が計算機 シミュレーショ

ンの結果である1.点 線は制御対象の周波数応二答であ り,

一点鎖線はW
n-1を 表す.外 乱周波数である3[Hz]に お

ける振動絶縁性能が大幅に改善されている.ま た,実 験

結果 と計算機シミュレーションの結果は非常によく一致

していることがわかる.と くに,3[Hz]で の振動絶縁性

能は,制 御前の性能(点 線)よ り大幅に改善 されている.

このことは,減 衰なしのパ ッシブ系 よりも高い性能を実

現 していることを意味 してお り,H∞ 制御によって位相

情報 まで含めて最適 に設計 された結果であるといえる.
一方

,Fig.7に は,閉 ループ極の配置を示 した.閉 ルー

プ極がs=-α=-2.4の 左半面に配置 されてお り,虚 軸

近傍の閉ループ極 を回避することができている.つ ぎに,

θ2の時間応答をFig.8に 示す.実 線 と破線はそれぞれ,

H∞ 制御器による実験,お よびシミュレーションの結果

である.ま た,点 線 は定数 フィー ドバ ック制御器による

実験結果である.設 計 した制御器は,所 期の振動絶縁性

能を達成 していることが確認できる.ま た,実 験結果は,

定常状態で二次モー ドがノイズにより励振 されている点

を除き,お おむねシミュレーション結果 と一致 している.

一方,制 御 入力はFig.9と なる.定 数フィー ドバ ック

の場合(点 線)に 比較 して,操 作量 も小 さく抑えられて

お り,制 御エネルギー的にも合理的な結果 となっている.

1すべ て の計算 機 シ ミュ レー シ ョンで は
,フ ル オー ダの

制御 器 を用 いて い る.低 次 元制 御 器で の制御 性 能 の劣

化 はわず かで あった ため,そ の結果 は記 載 してい ない.
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以上の結果か ら,得 られた制御器は所期の制御仕様 を満

た し,期 待 した振動絶縁性能を持つ ことが検証できた と

いえる.

つ ぎに,外 乱の周波数変動に対 してロバス ト性を向上

させることを考える.Fig.5で は,重 み関数Wn(s)が

3[Hz]で ピークゲインを持つように設定 したが,Wn(s)

が広 い周波数で大 きなゲインとなるように設定すれば,

振動絶縁周波数に幅を持たせることができる.Fig.10の

ように,Wn(s)の ゲインが3[Hz]近 傍の周波数帯域で高

くなるように設定 し,同 様 の手法で制御器の設計 を行っ

た.そ の結果,得 られた振動絶縁性能は期待 した通 りの

結果 とな り,Fig.11に 示す性能 となる.実 線がFig.10

の重み関数 を用いた場合であ り,点 線がFig .5の 場合で

ある.絶 縁可能な外乱周波数の幅が広がっていることが

わかる.外 乱周波数を2.5[Hz]～3.5[Hz]ま で変動 させた

場合の実験結果(θ2の 応答)をFig.12に 示す.外 乱周

波数が変動 しても,振 動絶縁性能の劣化 をある程度避け

ることができている.よ って,外 乱周波数変動に対 して

Fig. 6 Gain plot from d to  θ2

Fig. 7 Location of closed-loop poles

Fig. 8 Time response (Output)

Fig. 9 Time response (Control input)

Fig. 10 Gain of weighting functions (Wide type)

Fig. 11 Gain plot from d to ƒÆ2 (Wide type)

Fig. 12 Time response (Wide type)
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ロバス トな制御器の設計 も,容 易に可能であることが確

認で きた.

6.　 お わ りに

本論文では,狭 帯域の周波数外乱が加わるシステムに

おける振動絶縁制御問題 について考え,拡 張H∞ 制御 と

ロバス ト安定度指定法を組み合わせた手法によって性能

向上可能であることを示 した.制 御性能は実験 によって

検証 した.拡 張H∞ 制御 については,応 用例は報告され

てお らず,そ の意味か らは拡張H∞ 制御の実用性を示 し

た といえる.本 論文ではロバス ト安定度指定法 を併用 し

たが,LMIを 用いた方法 によれば,よ りきめ細か く極配

置を行 うことが可能である[11].
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