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格子ボルツマン法による水平二流体の界面成長シミュレーション
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Interfacial growth of horizontally stratified two immiscible fluids with a small density

difference is simulated using the lattice Boltzmann method (LBM) for two-phase flows.

In the Kelvin–Helmholtz instability, time variations of the interface are numerically inves-

tigated in several cases. After a velocity difference is initially applied to the fluids at rest,

the interface either grows or decays according to the non-dimensional parameter related

to the gravitational force and the surface tension. As the magnitude of the velocity dif-

ference is increased, the interface becomes unstable and finally leads to a peculiar shape,

which is generally called “a cat’s eye” in fluid dynamics.
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1. はじめに

流体力学や伝熱工学の分野において，流れの不安定問題

は古くから重要な問題である．その中でも特に，二相流体の

界面不安定問題は，理論的，実験的および数値計算の各アプ

ローチによってこれまでに数多くの研究が行われてきた．例

えば，ケルビン・ヘルムホルツ不安定問題では，Thorpe(1)

が，等密度の液・液二相流体における界面の不安定問題の実

験を行い，得られた成長率を線形安定性理論と比較した．ま

た，数値計算の分野では，海老原ら (2) が，成長速度の波数

による影響について計算結果と理論との比較を行っている．

これらの研究より，界面が線形的に成長する領域では詳細な

検討が行われているが，非線形領域における研究はまだ数多

く見られない．

ところで，これまでの混相流解析の代表的な数値計算法と

しては，VOF (Volume of Fluid)法 (3) や Level Set法 (4) な

どがあげられる．このような手法では，界面の形状を識別す

るための関数を導入する必要があり，また，界面の移動と同

時に格子も移動しなければならないため，例えば気液二相流

における気泡の合体や分裂を表現するのが難しい面も考えら

れる．これに対し，1995 年頃から開発され始めた二相系格

子ボルツマン法 (Lattice Boltzmann Method, 以下 LBM と

呼ぶ)では，界面形状の時間変化を陽に追跡する必要がなく，

また，質量保存性に優れているため，気液，液液二相流の新

しい数値計算法として最近注目されている．

そこで，本研究では，流れの不安定性問題の一例としてケ

ルビン・ヘルムホルツ不安定を取り上げ，二相系 LBMによ

る水平二流体の界面成長過程の数値計算を行った．なお，二

相系 LBMにはこれまでにいくつかのモデルが提案されてい

るが，特に本問題では，二流体の密度比がそれほど大きくな

いケースを考えるため（具体的には，密度比が 2～3 程度を

対象とする），Swift–Osborn–Yeomans モデル (5) を基に稲

室らが改良を加えたモデル (6) を用いた．次節で計算のアル

ゴリズムについて説明を行うが，詳しい解説については文献

(6)を参照されたい．

2. 数値計算法

使用する物理量はすべて，代表長さ L，粒子の代表速さ c，

代表時間 t0＝ L/U（U：流れの代表速さ），および基準密度

ρ0 を用いて無次元化したものである (6)．本計算に使用した

二相系 LBMでは，二つの速度分布関数を導入する (7)．つま

り，分布関数 fi を用いて界面を識別する order parameter φ

を計算し，得られた φから流体の密度 ρを計算する．一方，

分布関数 gi を用いて流速および圧力を計算する．以下の説

明では 2 次元 9 速度モデルに対して行うが，3 次元 15速度

モデルの場合にも同様である．

さて，時刻 t で格子点 � 上の速度 �i，すなわち �1 = 0,

�i = [cos (π(i－ 2)/2)，sin (π(i－ 2)/2)] (i = 2, 3, 4, 5)，お



よび �i =
√

2[cos (π(i－ 11/2)/2)，sin (π(i－ 11/2)/2)] (i =

6, 7, 8, 9) をもつ粒子の分布関数 fi および gi の時間発展を次

式で計算する．

fi(�+ �i∆x, t + ∆t) = fi(�, t)

− 1

τf
[fi(�, t) − feq

i (�, t)], (1)

gi(�+ �i∆x, t + ∆t) = gi(�, t)

− 1

τg
[gi(�, t) − geq

i (�, t)]

− 3Eiciy(ρ − ρ2)g∆x, (2)

ここで，重力は y方向のみに働くものとする．上式において，

feq
i および geq

i は局所平衡分布関数，τf および τg は無次元

緩和時間，∆xは格子間隔，∆tは時間刻み（仮想粒子が隣の

格子点まで移動する時間），g は重力加速度，ρは流体の密

度である．また，Ei は定数であり，それらの値は後述する．

各格子点上における界面を識別する order parameter φ，流

体の密度 ρ，流速 �，および圧力 pは，それぞれ fi および gi

を用いて次式で定義される．

φ =

9∑
i=1

fi, (3)

ρ =
φ − φmin

φmax − φmin
(ρ2 − ρ1) + ρ1, (4)

� =
1

ρ

9∑
i=1

gi�i, (5)

p =
1

3

(
9∑

i=1

gi − ρ

)
, (6)

ここに，φmax および φmin はそれぞれ order parameter φの

最大値および最小値であり，ρ1 および ρ2 はそれぞれ低密度

相および高密度相の流体密度である．式中の局所平衡分布関

数は，次式で定義される．

feq
i = Hiφ + Fi

(
p0 − κfφ

∂2φ

∂x2
α

)
+ 3Eiφuαciα + EiκfGφ

αβciαciβ , (7)

geq
i = Hiρ + Ei

[
3p + ρ

(
3uαciα − 3

2
uαuα +

9

2
uαuβciαciβ

)]

+ 2Fiωguα
∂ρ

∂xα
+ EiG

ρ
αβciαciβ , (8)

ここで，

E1 = 4/9, E2 = E3 = E4 = E5 = 1/9,

E6 = E7 = E8 = E9 = 1/36,

H1 = 1, Hi = 0 (i = 2, 3, · · · , 9),

F1 = −5/3, Fi = 3Ei (i = 2, 3, · · · , 9),

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(9)

また，

Gφ
αβ =

9

2

∂φ

∂xα

∂φ

∂xβ
− 9

4

∂φ

∂xγ

∂φ

∂xγ
δαβ, (10)

Gρ
αβ =

9

2

[
κg

∂ρ

∂xα

∂ρ

∂xβ
+ ωg

(
uβ

∂ρ

∂xα
+ uα

∂ρ

∂xβ

)]

− 9

4

(
κg

∂ρ

∂xγ

∂ρ

∂xγ
+ 2ωguγ

∂ρ

∂xγ

)
δαβ , (11)
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Fig. 1 Computational domain.

ここで，ωg = 1
3
(τg − 1

2
)∆x はガリレイ不変性を保証するた

めのパラメータ (8)であり，デカルト座標系 α, β, γ = x, yは

総和規約に従う．δαβ はクロネッカーのデルタ，κf および κg

はそれぞれ，界面の厚さおよび界面張力を決めるパラメータ

である．また，p0 は次式で与えられる．

p0 = φT
1

1 − bφ
− aφ2, (12)

ここに，a, b, T は φmaxおよび φminを決める定数である．な

お，式中に現れる変数 λ (= φ, ρ)の一階微分および勾配の発

散は，それぞれ次式で近似した．

∂λ

∂xα
≈ 1

6∆x

9∑
i=1

ciαλ(�+ �i∆x), (13)

∂2λ

∂x2
α

≈ 1

3(∆x)2

9∑
i=2

[λ(�+ �i∆x) − 8λ(�)] . (14)

また，流体の動粘性係数 ν および界面張力 σは，それぞれ次

式で与えられる (8)．

ν =
1

3

(
τg − 1

2

)
∆x, (15)

σ = κg

∫ ∞

−∞

(
∂ρ

∂ξ

)2

dξ, (16)

ここに，ξ は界面に垂直な座標である．

3. 計算対象および計算条件

Fig. 1に示すように，一辺が H = 128∆xの二次元正方形

領域内に水平層状の静止二相流体を考える．密度 ρ1，粘性係

数 µ1 の流体 Iを y方向の上半分に，密度 ρ2，粘性係数 µ2 の

流体 II (ρ1 < ρ2)を下半分に置き，t ≥ 0において，各流体に

それぞれ x方向の流速 ±u0 を与えたときの流れ場の計算を

行った．領域の左右には周期境界条件を用い，上下のすべり

なし壁には bounce-back境界条件を用いた．なお，流体 Iと

IIの密度比は ρ2/ρ1 = 2 (ρ2 = 2, ρ1 = 1)，粘性係数の比は

µ2/µ1 = 2とした．式 (12)におけるパラメータの値は，a = 1，

b = 6.7，T = 3.5× 10−2 とした．よって，order parameter φ

の最大値および最小値はそれぞれ，φmax = 9.714×10−2 およ

び φmin = 1.134× 10−2 になる．その他のパラメータの値は，

τf = 1，τg = 0.8377, κf = 0.5(∆x)2，κg = 1.0 × 10−6(∆x)2

g∆x = 3.914 × 10−6 とした．以下では，次式で定義する無

次元パラメータ J (1) を導入する．

J =
2

(∆U)2
ρ1 + ρ2

ρ1ρ2
[gσ (ρ2 − ρ1)]

1
2 , (17)

ここで，∆U = 2u0 は二流体に与えられた速度差である．
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Fig. 2 Time evolution of interfacial growth of two immisci-

ble fluids for J = 1.35. The white and black areas represent

the densities of the fluids I (lighter) and II (heavier), respec-

tively. t∗ = t∆U/H is the dimensionless time.

4. 結果および考察

本研究では，異なる速度差∆U を与えることにより，種々

の無次元パラメータ J (8.57 × 10−3 ≤ J ≤ 3.05) に対する

界面の時間変化を計算した．結果の一例として，(i) J = 1.35

[∆U = 1.59 × 10−3] および (ii) J = 8.57 × 10−3 [∆U =

2 × 10−2] の 2ケースにおける密度分布の時間変化をそれぞ

れ Fig. 2および Fig. 3に示す．両図において，t∗ = t∆U/H

は無次元時間を表している．まず，J = 1.35 (Fig. 2) では，

速度差を与え始めた後，界面が徐々に変化しながら先端が伸

びていくが，t∗ = 0.625 [(c)] 以降は界面形状にほとんど変化

は見られず，最終的にはその状態のまま落ち着く結果となっ

た．一方，J = 8.57 × 10−3 (Fig. 3) では，界面が最初はわ

ずかに変形するだけであるが [(b)]，時刻が進むにつれて境

界の峰や谷が内側に巻き込みながら渦が発生し［(c)，(d)］，

やがては猫目 (cat’s eye)と呼ばれる形［(e), (f)］にまで変形

した．また， Fig. 3の各時刻における速度ベクトルおよび等

密度線図を Fig. 4に示す．この図から，界面が変形し始める

時点から大きな循環流が発生し，徐々に成長していく様子が

よくわかる．なお，t∗ > 1.38では，(f)とほぼ同様な状態が

続き，流れ場は準定常状態となる結果が得られた．

次に，上記のケース (i)および (ii) に対して，領域の中心

(x/H, y/H) = (0.5, 0.5) における y 方向の流速 uy の時間変

化を Fig. 5に示す．J = 1.35の時には，過渡状態後 t∗ = 1付

近でほぼ一定値に収束しているが，J = 8.57×10−3 の場合で

は，ほぼ周期的に変動する非定常な結果が得られた．その他

のケースに対しても同様の解析を行い，局所流速の時間変動

を調べたところ，与えた速度差∆U の大きさがある値を超え

ると，過渡状態が終わった後に流速が時間的に変動し，流れ場

が不安定となると考えられる．実際に，相対速度変化率を調べ

ることにより，(iii) J = 1.17 [∆U = 1.71× 10−3] のケースで

は，局所の流速が一定値に収束したが，(iv) J = 6.71× 10−1
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Fig. 3 Time evolution of interfacial growth of two immisci-

ble fluids for J = 8.57 × 10−3. The white and black areas

represent the densities of the fluids I (lighter) and II (heav-

ier), respectively. t∗ = t∆U/H is the dimensionless time.

[∆U = 2.26× 10−3 ] のケースでは，時間変動する結果が得ら

れた．したがって，不安定を引き起こす臨界速度差 ∆Uc は，

1.71 × 10−3 < ∆Uc < 2.26 × 10−3 の範囲にあると考えられ

る．ところで，Kelvin(9) の理論的研究によると，最初に不

安定が起こる臨界速度差 ∆U∗
c は，次式で与えられる．

∆U∗
c =

{
2
ρ1 + ρ2

ρ1ρ2
[gσ (ρ2 − ρ1)]

1
2

} 1
2

. (18)

よって，各パラメータの値を代入して求めると，この場合の

理論値は 1.85 × 10−3 となり，本研究で得られた結果ならび

に上記の考察は妥当であると言える．

最後に，同様の問題を 3次元 15速度モデルを用いて計算

を行った．計算領域は，一辺が H = 80∆xの立方体とし，上

下の壁 (これを鉛直 z 方向とする) にはすべりなし境界条件，

領域の側面には周期境界条件を用いた．使用したパラメー

タの値は，二次元問題の場合と同じである．計算結果の一例

として，J = 1.08 × 10−1 [∆U = 5.63 × 10−3] のときの界面

形状を Fig. 6（左側）に示す．ここでも同様に，臨界値より

大きな速度差を与えると，時間とともに界面が不安定にな

り，最終的には界面形状が猫目になるまで成長する結果が得

られた．また，奥行き方向（y 方向）の中央 y/H = 0.5の断

面（x–z 平面）における速度ベクトルならびに等密度線図を

Fig. 6（右側）に示す．この結果を同じ物理条件下での二次元

計算による結果と比較したところ，速度ベクトル，密度分布

のいずれに関しても両者の間にほとんど差異はみられなかっ

た．したがって，本計算で用いたパラメータの範囲内では，

三次元性については特に考慮しなくてもよいと考えられる．

5. おわりに

二相系 LBMを用いて，ケルビン・ヘルムホルツ不安定問

題の数値シミュレーションを行い，二流体に速度差を与えた

後の界面の成長過程を調べた．また，流れの不安定性を引き
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Fig. 4 Velocity vectors and density contours of two immis-

cible fluids for J = 8.57 × 10−3. t∗ = t∆U/H is the dimen-

sionless time.

 

(i)

(ii)

Fig. 5 Time variations of velocity in the y-direction at

(x/H, y/H) = (0.5, 0.5); (i) J = 1.35, (ii) J = 8.57 × 10−3

(t∗ = t∆U/H).

起こす臨界速度差について，本計算結果は理論値と良く対応

することがわかった．なお，本研究では，流れの不安定性に

与える波数の影響は考慮に入れなかった．これについては今

後の課題である．
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