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A lattice Boltzmann method (LBM) for two-phase fluid flows with viscoelasticity is

proposed. The viscoelastic force is introduced by the Maxwell model which has a spring

and a damper connected with each other in series. The deformation of a droplet in

shear flows of a viscoelastic fluid is simulated using the proposed method with the two-

dimensional nine-velocity model. In the investigations, the effects of viscoelasticity on the

deformation and orientation of the droplet are evaluated. Also, the present results are

compared with available numerical and experimental studies and in qualitative agreement

with each other.
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1. はじめに

粘弾性というのは，フックの法則に従う弾性変形とニュー

トンの粘性法則に従う粘性の両方の性質が同時に発現する

という性質である．粘弾性をもつ物質というのは幅広く存在

し，たいていの物質は粘性または弾性どちらか一方の影響が

強く現れ，粘性流体と弾性体とを区別することができる．以

下では，ゲルやゼラチンのような粘性と弾性の両方の性質が

同程度に現れるものを粘弾性体と考える (1).

この粘弾性を伴う混相流問題は，工学や医学の分野で見ら

れる重要な問題である. 例えば工学分野では，粘弾性固体の

パイプライン輸送や高分子材料の製造過程などで見られ，特

に前者では流路の詰まりや輸送効率の観点から，また後者で

は加工精度の観点から流動様式の詳細を知ることが重要にな

る (2)．一方，医学分野では，赤血球や血小板などを含む血

流が代表的な例として挙げられ，動脈瘤や血栓などの疾患に

対する予防ならびに適切な治療を行うためには，血液の流動

現象の解明が必要とされている (3)．しかしながら，通常こ

のような流れ場というのは流路が狭く複雑であったり，流体

の物性が場所によって異なるケースが多いため，実験的研究

は困難である．それゆえ，数値計算のアプローチによる微視

的な観点からの粘弾性混相流解析が必要不可欠となる．

ところで，粘性流体の新しい数値計算法として 1990年頃

から開発されてきた格子ボルツマン法 (4)(Lattice Boltzmann

Method，以下 LBMと呼ぶ)は，アルゴリズムが簡単で，並

列計算にも向いているという利点があるため，特に複雑な

流路内の流れ解析に適用され成功を収めている．また，最近

では単相流のみならず気液，液液などの二相系 LBM(5) や非

ニュートン流体のための LBM(6)なども開発されてきている．

したがって，前述のような工学および医学分野への応用を考

えると，粘弾性を考慮した二相系 LBMを開発することは重

要な課題の一つとしてあげられる．

本研究では，Ispolatov & Grant(7) によって提案された弾

性項の導入法のアイデアを高密度比の二相系 LBM(5) に組込

むことにより，粘弾性を伴う二相系 LBMを提案した．また，

本手法を用いて，せん断流れ場中の液滴の変形問題の計算を

行い, 提案された手法の妥当性について考察した．

2. 数値計算法

使用する物理量はすべて，代表長さ L，粒子の代表速さ

c，代表時間 t0＝ L/U（U：流れの代表速さ），基準 order

parameter φ0，および基準密度 ρ0 を用いて無次元化したも

のである (5)．気液，液液などの二相流を扱える LBMはこれ

までにいくつかのモデルが提案されているが，本研究では稲

室らが提案した高密度比の二相系 LBMを用いた．詳細につ

いては，文献 (5)を参照していただきたい．

2.1. 粘弾性項の導入



バネとダンパの直列接合で構成された Maxwell モデルに

おける応力テンソル Πel
αβ は，次式のように表される

(7)．

τel

∂Πel
αβ

∂t
= −Πel

αβ + η

(
∂uα

∂xβ
+
∂uβ

∂xα

)
, (1)

ここで，uαは流体の速度，τelは弾性変形における緩和時間，

η は粘性係数である. また，α, β = x, y はデカルト座標を

表し，総和規約に従うものとする．t = −∞で力は有限であ
ることに留意して，この 1階線形微分方程式を定数変化法に

よって解くと，格子点 �における時刻 tでの応力テンソルは，

次式で与えられる (8)．

Πel
α (�, t) =

η

τel

∫ t

−∞
exp

(
− t− t′

τel

)
γ̇(�, t′) dt′, (2)

ここで，

γ̇ =
∂uα

∂xβ
+
∂uβ

∂xα
, (3)

はひずみ速度テンソルである．式 (2)の勾配をとることによ

り，粘弾性力 F el
α (�, t)は次式で与えられる．

F el
α (�, t) =

η

τel

∫ t

−∞
exp

(
− t− t′

τel

)
∇2uα(�, t′) dt′, (4)

ここで，∇2 = ∂2/∂x2
αはラプラシアンを表す．いま，時間刻

みをΔt（ただしΔtは微小）として，式 (4)を時間に関して

離散化すると，近似式の一つとして次式が得られる．

F el
α (�, t+ Δt) =

(
1 − Δt

τel

)
F el

α (�, t) +
ηΔt

τel
∇2uα(�, t). (5)

上式の右辺第一項は粘弾性力の影響を表し，第二項はひずみ

により生じる粘弾性力を表している．本計算では，粘弾性を

示す相に対して，式 (5)で表される力を二相系 LBMの外力

項として導入した．

2.2. 粘弾性を伴う二相系 LBM

以下では，粘弾性を考慮する A相と考慮しない B相から

なる二相系を考える．格子気体モデルには，2次元 9速度モ

デルを用いた．この速度モデルの粒子速度 �i は，�1 = 0,

�i = [cos (π(i－ 2)/2)，sin (π(i－ 2)/2)] (i = 2, 3, 4, 5)，お

よび �i =
√

2[cos (π(i－ 11/2)/2)，sin (π(i－ 11/2)/2)] (i =

6, 7, 8, 9) で与えられる．計算には，2 つの速度分布関数 fi

および gi を用いる．すなわち，fi を用いて界面を識別する

order parameter を計算し，gi を用いて圧力勾配のない二相

流体の流速の予測値を計算する．2次元 9速度モデルを用い

た粘弾性を伴う二相系 LBM において，fi および gi の時間

発展式はそれぞれ次式のようになる．

fi (�+ �iΔx, t+ Δt) = fi(�, t)

− 1

τf
[fi(�, t) − f eq

i (�, t)] , (6)

gi(�+ �iΔx, t+ Δt) = gi(�, t) − 1

τg
[gi(�, t) − geq

i (�, t)]

+ 3Eiciα
1

ρ

[
∂

∂xβ
μ

(
∂uβ

∂xα
+
∂uα

∂xβ

)]
Δx

+ 3EiciαΔx
1

ρ

(
ρ− ρB

ρA − ρB

)

×
[(

1 − Δt

τel

)
F el

α (�, t− Δt) +
ηΔt

τel
∇2uα(�, t− Δt)

]
,(7)

ここで，f eq
i および geq

i は局所平衡分布関数，τf および τg は

無次元緩和時間，Δxは格子間隔，その他の物理量 ρ, μ, uα

ならびに定数 Ei は，以下で定義する．なお，時間刻み Δt

は仮想粒子がちょうど隣の格子点まで移動する時間と等し

くなるように選ばれ，Δt = ShΔx の関係がある．ここで，

Sh (= U/c)はストローハル数である．また，添え字 Aおよ

び Bはそれぞれ，各相における物理量を表すものとする．

二相を識別する order parameter φおよび二相流体の速度

の予測値 u∗
α は，分布関数を用いて次のように定義される．

φ =

9∑
i=1

fi, (8)

u∗
α =

9∑
i=1

ciαgi. (9)

式 (6)および式 (7)の局所平衡分布関数 f eq
i , geq

i は，それぞ

れ次式で与えられる.

f eq
i = Hiφ+ Fi

(
p0 − κfφ∇2φ

)
+Eiφ

(
3uαciα − 3

2
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9

2
uαuβciαciβ

)
+EiκfGαβ(φ)ciαciβ , (10)
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]

+ Ei
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ρ
Gαβ(ρ)ciαciβ − 1

2
Fi
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ρ

(
∂ρ

∂xα

)2

, (11)

ここで，E1 = 4/9, E2 = E3 = E4 = E5 = 1/9, E6 = E7 =

E8 = E9 = 1/36，H1 = 1, H2 = H3 = H4 = · · · = H9 = 0，

F1 = −5/3, Fi = 3Ei (i = 2, 3, 4, . . . , 9)，および

Gαβ(φ) =
9

2

∂φ

∂xα

∂φ

∂xβ
− 9

4

∂φ

∂xγ

∂φ

∂xγ
δαβ , (12)

ここで，δαβ はクロネッカーのデルタ，κf および κg は，そ

れぞれ界面の厚さおよび界面張力の強さを決める定数パラ

メータである．式 (10)における p0 は，次式で与えられる．

p0 = φT
1

1 − bφ
− aφ2, (13)

ここで，a, b, T は，order parameter φの最大および最小値

を決定するパラメータである．式 (7)および (10)～(12)にお

ける微分は，テーラー級数展開を用いて導かれる以下の中心

差分近似を使用した．

∂ψ

∂xα
≈ 1

6Δx

9∑
i=2

ciαψ(�+ �iΔx), (14)

∇2ψ ≈ 1

3Δx

[
9∑

i=2

ψ(�+ �iΔx) − 8ψ(�)

]
. (15)

界面の密度 ρは，φの閾値 φ∗
A および φ∗

B を用いて次のよう

に計算した．

ρ =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ρB φ < φ∗
B,

Δρ

2

[
sin

(
φ− φ∗

Δφ∗ π

)
+ 1

]
+ ρB φ∗

B ≤ φ ≤ φ∗
A,

ρA φ > φ∗
A,

(16)



ここで，ρA および ρB は，それぞれ A相および B相の密度

であり，Δρ = ρA − ρB, Δφ∗ = φ∗
A − φ∗

B, φ∗ = (φ∗
A + φ∗

B)/2

である．さらに，界面の粘性係数 μは次式で与えられる．

μ =
ρ− ρB

ρA − ρB
(μA − μB) + μB, (17)

また，界面張力 σ は次式で与えられる．

σ = κg

∫ ∞

−∞

(
∂ρ

∂ξ

)2

dξ, (18)

ここで，ξ は界面に垂直な座標である．

連続の式を満たす流速の修正は，文献 (5)と同様に，圧力

pに関するポアソン方程式を LBMを用いて解いた．つまり，

Sh
�− �

∗

Δt
= − ∇p

ρ
, (19)

∇ ·
(∇p
ρ

)
= Sh

∇ · �∗

Δt
, (20)

を解くために，速度分布関数 hi についての次の発展方程式

を計算した．

hn+1
i (�+ �iΔx) =

hn
i (�) − 1

τh
[hn

i (�) −Eip
n(�)] − 1

3
Ei
∂u∗

α

∂xα
Δx, (21)

ここで，τh = 1/ρ+ 1/2であり，nは繰り返し計算の回数で

ある．なお，pは次式で定義される．

p =
9∑

i=1

hi. (22)

本計算では，式 (21)の時間発展式を全領域で
∣∣pn+1 − pn

∣∣ /ρ <
10−6 が満たされるまで繰り返して pを求めた．

3. 数値計算例

3.1. せん断流れ場中における液滴の変形問題

本手法を用いてせん断流れ場中における液滴の変形の計算

を行った．粘弾性流体（A相）が満たされた間隔 Ly の平行平

板間の中央に，半径R0の円形状の液滴（B相）を配置し，液

滴が十分に平衡状態に達した後，急に上下壁を互いに水平方

向反対向きに速さ uw = 5×10−3で動かし（動かし始めた時刻

を t = 0とする），その後の液滴の変形を追跡した．上下の壁

にはすべりなし境界条件を，側面には周期境界条件を用いた．

計算領域は，Lx×Ly = 128Δx×64Δxとした．この問題の無

次元数は，レイノルズ数 Re = ρAΓR
2
0/μ̃A，キャピラリー数

Ca = μ̃AΓR0/σ，およびパラメータP = N/Ca2である．ここ

で，Γ = 2uw/Lyはせん断強さ，μ̃AはA相の有効粘性係数で

あり，μ̃A = μA+ηで与えた (9)．また，N = τelηΓ
2R0/σは弾

性力と界面張力の比を表す無次元量である．なお，P は，同様

の問題で Greco(10) が最初に導入した粘弾性の効果を表すパ

ラメータである．計算条件は，a = 1, b = 6.7, T = 3.5×10−2

（このとき φmax = 9.714 × 10−2, φmin = 1.134 × 10−2 とな

る），φ∗
A = 9.20 × 10−2, φ∗

B = 1.50 × 10−2, τf = 1, τg =

1, R0 = 12Δx, ρA = 5, ρB = 1, μB = 1 × 10−10Δx, κf =

0.5(Δx)2, κg = 1 × 10−4(Δx)2 とした．μ̃A を以下で示す値
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Fig.1 Deformation of a droplet in shear flows: (a) geometry

and coordinates; (b) definition of RMAX, RMIN and θ.
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Fig. 2 Time variations of droplet characteristics: (a) de-

formation parameter D; (b) orientation angle θ. ○, μ̃A =

0.1Δx; ▽, μ̃A = 0.15Δx; ×, μ̃A = 0.2Δx; □, μ̃A = 0.3Δx;

△, μ̃A = 0.5Δx (t∗ = tuw/Ly).

に変化させたときの液滴の変形度 D および傾き角 θ を調べ

た．ここで，D = (RMAX − RMIN)/(RMAX + RMIN) である

（Fig. 1参照）．

3.2. 結果と考察

最初に，A 相の粘性係数を μ̃A = 0.1Δx, 0.15Δx, 0.2Δx,

0.3Δx, 0.5Δx （実際には μA = 0.1Δx で一定として，η の

みを変化させた）として計算を行った．無次元数はそれぞ

れ 0.225 ≤ Re ≤ 1.125，0.938 ≤ Ca ≤ 4.69，0 ≤ P ≤
4.17× 10−5 の範囲となる．このときの Dおよび θの時間変

化を Fig. 2に示す．横軸は，無次元時間 t∗(= tuw/Ly) を表

す．変形度 [Fig. 2(a)]については，いずれのケースにおいて



(a)

(b)

Fig. 3 Velocity field and deformation of a droplet of vis-

cosity coefficient of viscoelasticity: (a) μ̃A = 0.15Δx, Re =

0.750 and Ca = 1.41; (b) μ̃A = 0.5Δx, Re = 0.225 and

Ca = 4.69.

も壁を動かした直後に増加し，粘性係数が最も大きいケー

スでオーバーシュートするが，それ以外のケースではほぼ単

調に一定値に近づいている．また，その定常状態における値

は，どのケースもほとんど同じ値 (∼ 0.55)となっている．一

方，傾き角 [Fig. 2(b)]については，各ケースによってばらつ

きが見られ，定常状態での平衡値は 20◦～30◦ の範囲となっ

ている．この傾向は，別の二相系モデルを用いた LBMによ

るOnishiらの結果 (9) と定性的に一致していると言える．次

に，粘性係数が μ̃A = 0.15Δxおよび 0.5Δxの時の定常状態

における速度ベクトルならびに等密度線図を Fig. 3に示す．

粘性係数 μ̃A を変化させても流れ場に大きな差異は見られな

いが，μ̃A の値が大きい液滴 [Fig. 3(b)]の方が流れ方向によ

り傾き，変形度がやや大きくなっている様子が確認できる．

次に，μA/η = 2 で一定にしたまま Ca を変化させ計算を

行った．無次元数はそれぞれ 0.750 ≤ Re ≤ 10.5，0.100 ≤
Ca ≤ 1.41，3.70 × 10−5 ≤ P ≤ 5.20 × 10−4 の範囲となる．

D と Caの関係を Fig. 4に示す．図より，低キャピラリ数域

(Ca < 0.8)においては両者に線形関係があり，それよりキャ

ピラリ数が高くなると直線からずれることがわかる．この傾

向は，Guido ら (11) の実験的研究による結果と対応するこ

とがわかる．しかしながら，直線の勾配などについて定量的

には一致していない．この原因の一つとして，本シミュレー

ションが二次元計算であることが挙げられるが，詳細な検討

については今後の課題である．

4. おわりに

既存の気液二相系 LBMにMaxwellモデルに基づく粘弾性

力を導入することにより，粘弾性を伴う二相系 LBMの提案

を行った．また，本手法を用いて，粘弾性を考慮したせん断

流れ場中における液滴の変形問題の計算を行い，定常状態に

おける液滴の変形度および傾き角を調べた．今後は，本手法

Ca
0.80 0.4 1.20

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7

1.6

D

Fig.4 Relation between deformation parameter D and cap-

illary number Ca.

を三次元モデルに拡張し，各無次元数の影響について定量的

に調べる必要があると考えられる．
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