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格子運動論スキームを用いた
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This paper presents a topology optimization method using the lattice kinetic scheme

for fluid dynamics problems. In the presented method, the optimization problem and

its adjoint equation are formulated based on the Boltzmann equation, and the design

sensitivities are precisely obtained without the use of matrix operations. Based on these

formulations, we construct a level set-based topology optimization method incorporating

a fictitious interface energy for the design of a fluid channel that minimizes the pressure

drop. Furthermore, a three-dimensional numerical example is provided to confirm the

validity of the presented method.
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1. 緒言
トポロジー最適化 (1) は，構造の形状変更のみならず，穴

が創出するような形態変更をも許容する，最も設計自由度の
高い構造最適化手法である．この方法の基本的な考え方は，
構造最適化問題を指定した領域内における材料分布問題への
置き換えにあり，これまでに構造力学問題を始めとして，熱
伝達 (2)，電磁波特性 (3) など様々な物理問題を対象とした最
適化問題に適用されている．
近年では流体問題を対象とした最適化問題への適用も報

告されており，Borrvallと Petersson(4) によって，流体問題
を対象としたトポロジー最適化の方法論が最初に構築され
た．その後，彼らの方法論に基づく研究が幾つか報告されて
おり，流路の設計 (5)(6)，翼の設計 (7)，更には熱と流体の連
成を考慮した熱交換器の設計 (8) 等へ適用され成功を収めて
いる．
流体問題を対象としたトポロジー最適化では，一般に有限

要素法 (Finite Element Method: 以下，FEM) を用いて流れ
場の数値計算が行われているが，格子ボルツマン法 (Lattice
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Boltzmann Method: 以下，LBM) (9) を用いた新たなトポロ
ジー最適化手法が近年注目を集めている．LBMは気体分子
運動論におけるボルツマン方程式に基づく数値計算手法で
あり，仮想的な粒子の速度分布関数によって流速や圧力など
の巨視的な状態量を算出する．この方法はナビエ・ストーク
ス方程式を離散化して流れ場を計算する FEMや差分法とは
異なる数値計算手法であり，圧力場の算出にポアソン方程式
を解く必要性がない．また，アルゴリズムが単純な完全陽解
法として記述されるため，LBMは並列計算への導入が容易
である特徴を持つ．更に，LBMは質量及び運動量の保存性
に優れており，これまでに，多孔質内流れ (10) などの複雑な
境界を有する流れ場や，二相流 (11) などの界面が複雑に変
化する流れ場に適用されている．Pingenら (12) は，LBMを
用いたトポロジー最適化手法を最初に提案しており，FEM

を用いた先行研究 (4) と同様の結果を得ている．しかしなが
ら，彼らの方法論は離散系の支配方程式によって最適化問題
を定式化しているため，設計感度を厳密に導出することがで
きない問題を持つ．また，設計感度の導出に，大規模な非対
称疎行列を扱う必要性があり，大規模な流れ場を対象とした



方法論への拡張は，行列計算に要する計算コストの観点から
困難といえる．これに対し著者ら (13) は，連続系のボルツマ
ン方程式によって最適化問題を定式化することで，厳密に設
計感度を扱う LBMを用いたトポロジー最適化手法を提案し
ている．この方法では，随伴方程式がボルツマン方程式と同
様の式構造をしているため，随伴方程式のアルゴリズムも単
純な完全陽解法として記述される．したがって，行列計算を
行うことなく随伴方程式の解法，及び設計感度の導出が可能
である．
他方，LBMは，モデル化した粒子速度の各方向に対して速

度分布関数が存在することから，通常の流体解析手法に比べ
てメモリーを多く要することが短所といえる．Inamuro(14)

はこの問題に対し，巨視的な状態量のみを用いて格子ボル
ツマン方程式を時間発展させる格子運動論スキーム (Lattice

Kinetic Scheme: 以下，LKS) を提案している．この方法は
速度分布関数の計算を必要としないため，通常の LBMと比
べて大幅なメモリ容量の削減を可能とし，更には LBMより
も数値安定性が良く，高レイノルズ数の計算に適している．
そこで本研究では，高レイノルズ数流れや二相流などの，

複雑かつ大規模な流れ場を対象とした構造最適化問題に展
開可能な，LKS を用いたトポロジー最適化の基礎的な方法
論を構築する．また，複雑な問題設定をした場合には，通常
のトポロジー最適化を適用した場合グレースケールなどの
数値不安定性を生じてしまう問題点を持つので，本研究では
Yamadaら (15) が提案するレベルセット法に基づく境界表現
法を導入し，方法論の構築を行う．2 章では LKS の基本的
な考え方を述べる．3章ではレベルセット法に基づくトポロ
ジー最適化手法の概要を述べ，LKS を用いた内部流れにお
ける圧力損失最小化問題を定式化する．4章では，前章の定
式化に基づいた数値実装法について述べる．最後に数値解析
例を示し，本研究の妥当性を検討する．

2. 格子運動論スキーム
本研究では，等温場における単相の非圧縮性粘性流体につ

いて考える．なお，以後使用する物理量はすべて，代表長さ
L，粒子の代表速さ c，時間スケール t0 = L/U (U : 流れの代
表速さ)，代表密度 ρ0，及び参照温度 T0 を用いて無次元化し
たものとする．

Inamuro(14) により LBMの拡張版として提案された LKS

は，高レイノルズ数領域での数値安定性の確保や，計算機メ
モリの削減など，通常の LBMにおける幾つかの課題を克服
した新しい数値計算手法として近年注目を集めている．LBM

及び LKSの基本的な考え方は，次式のボルツマン方程式を
空間 x ∈ Ω ⊆ Rd(d: 空間次元)及び時間 t ∈ I[t0, t1) ⊆ R>0

に関して離散化することに帰着する．

Sh
∂f

∂t
+ ξ · ∇f = Q(f) in I × Ω × Ξ (1)

ここで，Sh = L/(t0c) はストローハル数を表す．式 (1) は
速度 ξ ∈ Ξ (= Rd)で運動する仮想粒子の速度分布関数 f =

f(x, t, ξ) に関する支配方程式であり，右辺の Q は仮想粒子

の衝突の効果を表す衝突演算子である．一般に，右辺の衝突
項を厳密に計算することは難しいため，その近似モデルが幾
つか提案されている．ここでは，その近似モデルとしてよく
用いられる次の BGK衝突演算子を扱う．

Q(f) = − 1

ω
(f − feq) (2)

ここで，feq は局所平衡分布関数，ω は緩和時間であり，粒
子が衝突してから次の衝突までに要する平均時間を表す．

LBMでは，空間 Ωを等間隔格子∆x ∈ R>0 で分割した離
散空間 Ωh，及び ∆t = Sh∆xを用いた時間幅 Ih := {t ∈ I :

t = t0 + k∆t, k ∈ N} のもとで，式 (1) を次式のように離散
化し，速度分布関数 fi(x, t) = f(x, t, ci) の時間発展を追跡
する．

f̃i(x, t) = fi(x, t) − 1

ω
{fi(x, t) − feq

i (x, t)} (3)

f̃i(x, t) = fi(x + ci∆x, t + ∆t) in Ih × Ωh × Ξh (4)

ここで，Ξhは q ∈ N個の方向を持つ粒子速度ci (i = 1, 2, ..., q)

で張られる速度空間を表し，前式は格子ボルツマン方程式
と呼ばれる．q は幾つかの提案されている格子気体モデルに
よって決定されるが，本研究では，図 1に示す 3次元 15速
度 (3D15V) モデルを用いる．この速度モデルの粒子速度は
次式で与えられる．

[c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8, c9, c10, c11, c12, c13, c14, c15]

=


0 1 0 −1 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1−1 1

0 0 1 0 −1 0 0 1 1 −1 −1 1 1−1 −1

0 0 0 0 0 1 −1 1 1 1 1 −1 −1−1 −1


(5)

LBM の方法論を拡張した LKS では，式 (3)，(4) におい
て，ω = 1，及び x → x − ci∆xと置き換えた次式について
考える．

fi(x, t + ∆t) = feq
i (x − ci∆x, t) (6)

ここで，巨視的な状態量である密度 ρ および流速 u は次式
で与えられる．

ρ(x, t + ∆t) =

q∑
i=1

feq
i (x − ci∆x, t) (7)

u(x, t + ∆t) =
1

ρ(x, t + ∆t)

q∑
i=1

cif
eq
i (x − ci∆x, t) (8)
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Fig. 1 3D15V model



また，圧力 pは通常の LBMと同様に次式で与えられる．

p =
ρ

3
(9)

なお，局所平衡分布関数 feq
i は次のように定義される．

feq
i =wiρ

{
1 + 3ciβuβ +

9

2
ciβciγuβuγ − 3

2
uβuβ

+ A∆x

(
∂uγ

∂xβ
+

∂uβ

∂xγ

)
ciβciγ

}
(10)

ここで，wiは，w1 = 2/9，w2 = · · · = w7 = 1/9，w8 = · · · =

w15 = 1/72である．下付き添字 β, γ = x, y, zは，デカルト座
標を表し総和規約に従うものとする．また，A = O(1)はパ
ラメータであり，これにより動粘性係数は次式で与えられる．

ν =

(
1

6
− 2

9
A

)
∆x (11)

式 (10)からわかるように，feq
i は ci と巨視的な状態量 ρ及

び uのみによって決まる．したがって，式 (7)，(8)を用いれ
ば，速度分布関数 fi を計算することなく ρ及び uを求める
ことができる．

3. 最適化問題の定式化
3.1. レベルセット法を用いた境界表現
固定された設計領域 D (以下，固定設計領域) において，

流体が占める空間 Ω ⊆ D (以下，流体領域) と，その流体に
よって占められていない空間 D \ Ω (以下，物体領域)，及び
それらの境界 ∂Ωの表現方法について考える．レベルセット
法では，図 2に示すように，スカラー関数であるレベルセッ
ト関数 φの零等位面によって，流体と物体間の境界 ∂Ωを表
現する．すなわち，次式に示すように，流体領域において正，
物体領域において負，それらの境界では零となるレベルセッ
ト関数を用いて境界を表現する．

0 < φ(x) 6 1 if x ∈ Ω \ ∂Ω

φ(x) = 0 if x ∈ ∂Ω

−1 6 φ(x) < 0 if x ∈ D \ Ω

(12)

ここでレベルセット関数に上限値と下限値を規定している
が，これは後述の目的汎関数に付加する仮想的な界面エネル
ギーをレベルセット関数によって表現するために必要となる
(15)．なお，零等位面以外のレベルセット関数には任意性が
あるため，このような制約を設けても問題は生じないことを
注記しておく．
続いて，前記のレベルセット関数 φを用いて，式 (1)のボ

ルツマン方程式を固定設計領域 D に拡張する方法について
考える．ここで重要となるのが物体領域の表現方法である
が，本研究では次式の拡張された局所平衡分布関数 f̂eq を用
いる．

f̂eq(ρ, u, χφ) =
ρ

(2πRT )d/2

{
exp

(
−|ξβ − χφuβ |2

2RT

)
+ A∆x

(
∂uγ

∂xβ
+

∂uβ

∂xγ

)
ξβξγ

}
(13)
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Fig. 2 Fixed design domain D and level set function φ

ここで，Rは気体定数，T は温度を表し，式 (13)は連続系の
ボルツマン方程式における局所平衡分布関数である．また，
χφは，レベルセット関数に依存した特性関数であり，次のよ
うに定義する．

χφ =

 1 if φ(x) > 0

0 if φ(x) < 0
(14)

この特性関数を用いることで，φ < 0 を満たす領域では式
(13)の χφuβ の項が零となり，

∫
Ξ

ξf̂eq(ρ, u, 0)dv = 0が成立
する．これは，気体分子運動論における流速の定義より，物
体領域において流速が零であることを意味する．したがって，
f̂eq を用いることにより，式 (1)のボルツマン方程式が定義
される空間を I × D × Ξに拡張して考えることができる．
3.2. 最適化問題
ここでは，LKS を用いたトポロジー最適化の基礎的な方

法論を構築するために，内部流れにおける圧力損失最小化
問題について考える．なお，設計感度を厳密に導出するため
に，著者ら (13)の先行研究に基づき連続系のボルツマン方程
式によって最適化問題を定式化する．したがって，次に示す
ような目的汎関数 J の制約条件付き最小化問題を考える．

inf
φ

J =

∫
Γin

p(t1)dΓ −
∫

Γout

p(t1)dΓ (15)

s.t. G =

∫
I

∫
D

∫
Ξ

g

{
Sh

∂f

∂t
+ ξ · ∇f

+
1

ω
(f − f̂eq)

}
dvdΩdt = 0 (16)

V =

∫
D

χφdΩ − Vmax 6 0 (17)

ここで，J は t = t1 の定常状態における流入口 Γin と流出口
Γout の圧力差を表す目的汎関数である．式 (16)はボルツマ
ン方程式の弱形式であり，g = g(x, t, ξ)はその試験関数とす
る．また，V は体積制約に対する制約汎関数であり，Vmaxは
流体領域の面積もしくは体積の許容される最大値である．す
なわち，本研究では時刻 t0 から十分に時間が経過した定常
状態のみに着目し，その時刻 t1 での体積制約を考慮した圧
力損失最小化問題を考える．



しかしながら，特性関数 χφ は可積分性のみを保証された
ルベーグ空間 L∞(D)で与えられる関数であるため，解の収
束性が保証されず，上記最適化問題は不適切問題となる．そ
こで，最適化問題の正則化の手続きを行うために，次の拡張
目的汎関数 JR の最小化問題として上記最適化問題を置き換
える．

JR = J +

∫
D

1

2
τ |∇φ|2dΩ (18)

ここで右辺第二項はフェーズフィールド法における界面エネ
ルギーを表し，τ ∈ R>0 はその大きさを与えるパラメータで
ある．なお，正則化項はレベルセット関数の勾配の二乗和に
比例し，境界及びその近傍でのみ非零の値を持つ．したがっ
て，τ の値を適切に設定することにより，最適構造の外形形
状に対して陰的な周長制約を与えることが可能であり，この
項を最小化することによって，過度に複雑な構造が除かれた
最適構造を創成することができる．
続いて，上記最適化問題をラグランジェ未定乗数法を用い

て，次の無制約問題に置き換える．

inf
φ

J̄R = JR + G + λV (19)

ここで，J̄R はラグランジアン，λ ∈ R>0 はラグランジェ未
定乗数を表す．これより，上記の最適化問題に対する KKT

(Karush-Kuhn-Tucker) 条件を導けば，次式となる．

δφJ̄R = 0, G = 0, λV = 0, λ > 0, V 6 0 (20)

ここで，演算子 δφ は，φに関する変分を表す．前記の KKT

条件を満たすレベルセット関数が最適解の候補となるが，こ
れらを満たすレベルセット関数を直接求めるのは困難であ
る．そこで本研究では，レベルセット関数を時間発展させる
ことで最適構造を創成する Yamadaらの方法 (15) を用いる．
この方法では，仮想的な時間 ς および比例係数 K ∈ R>0 を
導入し，次式によりレベルセット関数に関する時間発展方程
式を定義する．

∂φ

∂ς
= −KδφJ̄R = −K(δφJ̄ − τ∇2φ) (21)

ここで，J̄ = J +G+λV であり，式 (21)ではレベルセット関
数の駆動力は，ラグランジアンの勾配に比例するものと仮定
している．レベルセット法に基づく構造最適化手法では，通
常はハミルトン・ヤコビ方程式によってレベルセット関数の
更新を行い，距離関数としての性質を持つレベルセット関数
を用いることで数値計算における解の精度を確保している．
他方，本研究では式 (21) に示す反応拡散方程式に従いレベ
ルセット関数を更新するため，距離関数としてのレベルセッ
ト関数を扱う必要性はないことを注記しておく．
3.3. 感度解析
ここでは，時間発展方程式 (21)を解くために必要となる

ラグランジアンの勾配の導出方法について述べる．

δJ̄ = δfJ [f ] + δfG[f, g, φ] + δφG[f, g, φ] + λδφV [φ] (22)

ここで，δgG[f, g, φ] に関しては，平衡方程式 G = 0 より任
意の gに対して零となるため考慮する必要性はない．式 (22)

において，f に対する勾配の項を直接算出するには膨大な計
算コストを通常要するため，本研究では随伴変数法を用いて
設計感度を導出する．すなわち，任意性のある gに対して次
の随伴方程式を定義する．

δfJ [f ] + δfG[f, g, φ] = 0 (23)

Pingenら (12) の先行研究では，ボルツマン方程式を離散
近似した式 (3) によって最適化問題を定式化しているため，
設計感度を厳密に導出することができない．また，設計感度
の導出に大規模な非対称行列を扱う必要性があり，複雑かつ
大規模な流れ場を対象として最適化を行うことは，行列計算
に要する計算コストの観点から困難といえる．これに対し著
者ら (13)は，設計感度を厳密に扱うためにボルツマン方程式
によって最適化問題を定式化する方法を提案しており，この
方法では設計感度の導出に行列計算を必要としない．そこで
本研究では，この感度解析手法を LKSを用いた方法論へ拡
張する．
著者らの提案する方法論に基づき，随伴方程式 (23)を次

のように展開する．

δfJ [f ] + δfG[f, g, φ]

=

∫
Γin

p[δf ]dΓ −
∫

Γout

p[δf ]dΓ

+

∫
I

∫
D

∫
Ξ

g

{
Sh

∂δf

∂t
+ ξ · ∇δf

+
1

ω
(δf − ∂f eq

∂f
δf)

}
dvdΩdt

=

∫
Γin

∫
Ξ

1

3
δfdvdΓ −

∫
Γout

∫
Ξ

1

3
dvδfdΓ

+

∫
I

∫
D

∫
Ξ

{
−Sh

∂g

∂t
− ξ · ∇g

+
1

ω
(g − ĝeq)

}
δfdvdΩdt

+

∫
D

∫
Ξ

[gδf ]t1t0dvdΩ +

∫
I

∫
Γ

∫
Ξ

gξ · ndvdΓ (24)

ここで，Γ は固定設計領域 D の境界を表し，n はその境界
から D の外部へ向く法線ベクトルである．
任意性のある gに対して，次のような随伴方程式を定義す

ることで，式 (24)の右辺第三項を消去する．

−Sh
∂g

∂t
− ξ · ∇g = − 1

ω
(g − ĝeq) in I × Ω × Ξ (25)

ここで，ĝeq は次式で与えられる．

ĝeq =

∫
Ξ

g(ξβ)

ρRT

{
f̂a +

(ξβ − χφuβ)(ξγ − χφuβ)

RT
f̂eq

}
dv̄

(26)

式 (26)の dv̄は，ξβ によって張られる速度空間に対して積分
操作を行うことを意味する．また，f̂a は次式で与えられる．

f̂a(ρ, u, χφ) =
ρ

(2πRT )d/2

{
exp

(
−|ξβ − χφuβ |2

2RT

)
− A∆x

(
∂uγ

∂xβ
+

∂uβ

∂xγ

)
ξβξγ

}
(27)
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Fig. 3 Design settings and optimal configuration

なお，式 (24) の右辺における第三項以外の項は，随伴方
程式の初期条件および境界条件に寄与する．これらの導出お
よび ĝeq の具体的な導出方法に関しては，文献 (13) を参照さ
れたい．したがって，本最適化問題の設計感度であるラグラ
ンジアンの勾配 δφJ̄ は次式となる．

δφJ̄ = δφG[f, g, φ] + λδφV [φ]

=

∫
I

∫
D

∫
Ξ

∂f eq

∂φ
gδφdvdΩdt + λ

∫
D

δφdΩ

=

∫
D

{∫
I

∫
Ξ

(ξ − χφu) · u
RT

f̂eqgdvdt + λ

}
δφdΩ (28)

4. 数値実装法
4.1. 最適化アルゴリズム
次に，本研究における最適化アルゴリズムを示す．

1. 適当な初期構造を与えるために，レベルセット関数の
初期値を設定する．

2. LKSにより流れ場を定常状態になるまで計算する．

3. 目的汎関数が十分収束していれば計算を終了する．そ
うでない場合は随伴方程式 (25)を計算し，設計感度を
用いて式 (32)の時間発展方程式に基づきレベルセット
関数を更新する．なお，この時間発展方程式の数値計
算には，先行研究 (15) に基づき FEMを用いる．

4. 以後目的汎関数が十分に収束するまで 2 → 3の操作を
繰り返し行う．

4.2. 随伴方程式及び設計感度の離散化
ここでは，随伴方程式 (25)，および設計感度 (28) の離散

化方法について述べる．
随伴方程式 (25)は，ボルツマン方程式 (1)と同様の式構造

であるため，格子ボルツマン方程式と同様に次式のように離
散化することができる．

g̃i(x, t) = gi(x, t) − 1

ω
{gi(x, t) − ĝeq

i (x, t)} (29)

g̃i(x, t) = gi(x − ci∆x, t − ∆t) in Ih × Dh × Ξh (30)

ここで，ĝeq
i は式 (26)より次式で与えられる．

ĝeq
i =

q∑
j=1

3(∆x)2gj

ρ

{
f̂a

j + 3(∆x)2(ci − χφu)(cj − χφu)f̂eq
j

}
(31)

ここで，f̂eq
i 及び f̂a

i は式 (10)と同様の離散化式で与えられ
る．式 (29)–(31)により，格子ボルツマン方程式と同じく陽
的に随伴変数 gi の時間発展を追跡することができる．なお，
随伴方程式では粒子の移流方向および時間発展方向が，格子
ボルツマン方程式のそれらとは逆向きになることを注記して
おく．
設計感度も同様に次式のように離散化可能であり，レベル

セット関数の時間発展方程式 (21)は次式で与えられる．

∂φ

∂ς
= −K

{
q∑

i=1

3(∆x)2f̂eq
i gi{ci − χφu} · u + λ − τ∇2φ

}
(32)

なお，式 (29)–(32)からわかるように，本手法では設計感度
の導出に行列計算を必要としない．

5. 数値例
数値例により，本研究で提案する手法の妥当性を検討した．

最適化に必要なパラメータとして，K = 1，τ = 5.0 × 10−3

とした．そして，レベルセット関数の初期値を φ = 1に設定
し，初期構造はすべて流体で満たされている状態として最適
化を図った．FEMによってレベルセット関数を更新する際の
有限要素は，アイソパラメトリック四辺形双一次要素を用い
た．また，式 (32)を FEMに基づき離散化する際は，仮想時
間 ς の更新幅を ∆ς = 0.25とした．
本研究では，図 3(a)に示す三次元の流路設計問題に対し

て最適化を図った．体積の上限値 Vmax は固定設計領域Dの
20%とし，流入口の直径を代表長さとして，レイノルズ数を
Re = 20に設定した．設計領域は 100∆x × 80∆x × 60∆xで
離散化した．
この問題における最適構造を図 3(b) に示す．得られた最

適構造はグレースケールを含まない明瞭で角部のない滑ら
かな流路形状であることがわかった．また，流入口から各流
出口に向けて直線的な流路形状となることがわかった．これ



は，圧力損失最小化問題においては，流路の壁面境界が可能
な限り少ない流路形状が最適解として優位であるためと考え
られる．これらのことから，本研究で提案する方法により，
物理的に妥当な結果が得られることがわかった．

6. 結言
本研究ではレベルセット法による境界表現に基づき，LKS

を用いたトポロジー最適化手法を提案した．本研究により得
られた結果を以下に示す．

(1) レベルセット法により境界表現を行いながら，流れ場
の解析手法として LKS を用いた場合について，内部
流れの圧力損失最小化問題の定式化を行った．

(2) 流れ場の平衡方程式をボルツマン方程式に基づき定
式化することで，随伴方程式もボルツマン方程式に帰
着して導出し，厳密に設計感度を導出する方法を構築
した．

(3) 随伴方程式を格子ボルツマン方程式と同様に離散化す
ることで，随伴方程式を陽的に解く方法を構築した．
これにより，行列計算を必要としない感度解析手法を
構築した．さらに，この感度解析手法と最適化問題の
定式化に基づき，最適化アルゴリズムを開発した．

(4) 数値例により，本研究で提案する手法の妥当性を検討
した．その結果，得られた結果はグレースケールを含
まない明瞭な境界を有した最適構造であることがわ
かった．また，大規模な流れ場を対象とした三次元問
題であっても物理的に妥当な最適構造を創成できるこ
とを示した．
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