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研究成果の概要（和文）：まず、ねじれＫ理論の有限次元モデルに対して定義したChern指標の基本的な性質を示し、M
ickelsson不変量として知られていた不変量に代数トポロジー的解釈を与え、その一般化を構成した。さらに、「実」
円周束等に対する位相的Ｔ双対を証明した。また、「実」および「四元数」ベクトル束を低次元において分類し、「四
元数」ベクトル束の分類に基本的な役割を果たすFKMM不変量を詳しく調べた。さらに、カイラルベクトル束の概念を導
入し、同様の分類を行った。また、ねじれＫ理論の計算により、Z/2で分類される新しい位相的絶縁現象を発見した。

研究成果の概要（英文）：First, I proved a basic property of the Chern character defined for a finite 
dimensional model of twisted K-theory, and gave an algebro-topological interpretation of so-called 
Mickelsson's invariant and its generalization. I also proved topological T-dualities for "Real" circle 
bundles, etc. Then, we classified "Real" and "Quaternionic" vector bundles in low dimension, and studied 
in detail the FKMM invariant that plays a basic role in the classification of "Quaternionic" bundles. 
Moreover, we introduced chiral vector bundles and carried out the same classification as above. We also 
computed twisted K-thoery to discover a new topological insulating phenomena classified by Z/2.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： Ｋ理論　ねじれＫ理論　「実」ベクトル束　「四元数」ベクトル束　ＦＫＭＭ不変量　カイラルベクト
ル束　位相的絶縁体
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１．研究開始当初の背景 
 
D 次元の位相的量子場の理論は、Ｄ次元多様
体の不変量を与えるような数学的な枠組み
である。重要かつ基本的な例は、３次元
Chern-Simons 理論から示唆される３次元位
相的量子場の理論である。Ｄ次元位相的量子
場の理論の定義には、通常Ｄ次元多様体と(Ｄ
－１)次元多様体についての情報のみが使わ
れる。しかしより低い次元の多様体の情報を
用いるように、位相的量子場の理論を一般化
することができる(位相的量子場の理論の拡
張)。例えば、有限群をゲージ群にするような
Chern-Simons 理論(Dijkgraaf-Witten 理論)
から構成した３次元位相的量子場の理論に
ついては、その拡張が知られていた。興味深
いことに、このような拡張のデータを使うと、
３次元位相的量子場の理論を構成する代数
的なデータが、幾何学的に再構成できる。 
 
 
２．研究の目的 
 
ゲージ群が有限群ではない場合、特に SU(2)
や U(1)などの場合に、Chern-Simons 理論を
背景にもつ３次元位相的量子場の理論の拡
張を構成することが目的だった。 
 
 
３．研究の方法 
 
有限群をゲージ群とする場合の構成の類似
として、SU(2)や U(1)等のコンパクト Lie 群
をゲージ群とする場合へアプローチする計
画だった。そのアプローチでは、1 次元多様
体に付随してある圏を構成する。有限群の場
合との類似では、この圏の対象は、考えるゲ
ージ群の共役作用について同変なねじれＫ
理論の要素に対応すると予想できる。ねじれ
Ｋ理論を実現する幾何学的な対象は、私がこ
れまで研究しており、この対象の適当な射を
定義することで得られる圏を出発点とする
予定であった。 
 
 
４．研究成果 
 
上記の研究方法に従って、ねじれＫ理論を実
現するような幾何学的な対象に、適当な射を
定義して圏を構成することが、想定以上に難
しいことが判明した。 
 
そのため、ねじれＫ理論についてのより深い
知識が必要であると考え、ねじれＫ理論およ
びそれに関連する幾何学的対象の研究を集
中的に行った。これによって得られた成果は
以下のとおりである。 
 
(1) ねじれＫ理論を実現する幾何学的対象に

ついては、これまでの研究により、接続

を導入することができ、Chern 指標を構
成することができる。この Chern 指標が、
これまでに知られている、別の方法によ
るねじれＫ理論の Chern 指標を一致する
ことを証明した。 

 
(2) Mickelsson不変量と呼ばれるねじれＫ理

論の要素に対する不変量が存在する。こ
の不変量は、微分形式を用いて定義され
ていたが、Atiyah-Hirzebruch スペクト
ル系列を使う代数トポロジー的な解釈を
持つことを証明した。また、Mickelsson
不変量の一般化を構成した。 

 
(3) 「実」円周束という、位数 2の巡回群 Z/2

の作用を持つ主円周束と、Z/2 同変ねじ
れＫ理論について、位相的Ｔ双対を定式
化して証明した。これは軌道体弦理論に
おけるＴ双対に動機づけられ、Z/2 同変
ねじれＫ理論は、その亜種と双対になる。
また、同様な手法を用いて、「実」円周束
と Z/2 同変円周束に対して、ある種の位
相的Ｔ双対があることを示した。 

 

(4)  「実」ベクトル束と「四元数」ベクトル
束を適当な仮定のもと、低次元において
完全に分類した。これらのベクトル束が
定めるＫ理論は、位相的絶縁体の AI およ
び AII と呼ばれるクラスの分類に関係す
るが、ベクトル束レベルでの分類はＫ理
論による分類を精密化していると考えら
れる。「四元数」ベクトル束の分類におい
ては、古田・亀谷・松江・南によって導
入された不変量(FKMM 不変量)を用いる。
この不変量を、一般的に再定式化し、こ
の不変量から得られる Fu-Kane-Mele 型
の Z/2 不変量が、Wess-Zumino-Witten 項
および Chern-Simons 不変量と一致する
ことを示した。(Giuseppe De Nittis 氏
との共同研究) 

 

(5) 位相的絶縁体の AIII と呼ばれるクラス
の分類への応用を目的として、カイラル
ベクトル束という概念を導入した。この
ベクトル束の分類空間を幾何学的に実現
し、そのコホモロジー環を計算し、カイ
ラルベクトル束の特性類を導入した。ま
た、低次元においてカイラルベクトル束
を分類した。(Giuseppe De Nittis 氏と
の共同研究) 

 

(6) 同変ねじれＫ理論の計算により、新しい
タイプの Z/2 で分類される位相的(結晶)
絶縁体を理論的に発見した。「新しい」と
いう意味であるが、Z/2 で分類される位
相的絶縁体の系は、時間反転対称性か粒
子・正孔対称性を含む必要があると考え
られていたが、そのような対称性が全く
含まれない、という意味である。(塩崎謙



氏と佐藤昌利氏との共同研究) 
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