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研究成果の概要（和文）：研究成果は以下の3つである．（1）空間1次元Chern-Simons-Dirac方程式系の初期値問題の
適切性をSobolev空間の枠組みで研究し，適切となる初期値のSobolev指数を完全に分類した．また，適切となるSobole
v指数の範囲が非凸となることを発見した．（2）非線形4階Schrodinger方程式の初期値問題に取り組み，尺度臨界Sobo
lev空間において時間大域的適切性及び自由解への散乱を示した．（3）Thirringモデルを含むより一般の非線形項をも
つDirac方程式系の初期値問題について，適切及び非適切を考察した．

研究成果の概要（英文）：The research results are as follows. (1) We proved the well-posedness and 
ill-posedness of the Cauchy problem for the one dimensional Chern-Simons-Dirac system. We completely 
determined the range, which is not convex, of Sobolev regularity to be well-posed. (2) We proved the 
global well-posedness and scattering for the fourth order nonlinear Schrodinger equation. (3) We obtain 
the well-posedness and ill-posedness results of the Cauchy problem for the generalized Thirring model.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 非線形波動方程式　初期値問題の適切性　フーリエ制限ノルム法　解の散乱
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１．研究開始当初の背景 
 非線形偏微分方程式では，その非線形性の
ために一般的な解析が困難であり，解の存在
さえも非自明な場合も多い．そのため，初期
値問題の適切性が非線形偏微分方程式にお
ける解析で基本的でかつ重要な問題となる．
また，正則性が低い空間においては，非線形
効果が顕著に表れ，個々の方程式が持つ特性
をより精密に取り扱うことが可能となる．複
雑な非線形効果を有する方程式においては，
物理的に自然なクラスであっても非線形効
果が無視できなくなり，解の存在等を証明す
ることが困難である．そのような低い正則性
における解析，とりわけ非線形波動・分散型
方程式の弱解のクラスにおける適切性の研
究は，Bourgain や Klainerman and Machedon 
により導入されたFourier制限ノルム法によ
り飛躍的に進歩した．また，Christodoulou
や Klainerman により，零形式と呼ばれる特
殊な非線形項が考察された．これらにおいて
は，特異性が強く表れる部分が相殺され，強
い非線形相互作用が消える．さらに，この強
い非線形相互作用が消えるという特性を抜
き出し，零構造と呼ばれる非線形効果につい
ても研究が進んでおり，現在では，個々の非
線形項に特有の現象を解明する研究が行わ
れている．また，Klein-Gordon 方程式の非相
対論的極限としてSchrödinger方程式が表れ
るなど，非線形分散型方程式と波動方程式と
の間には密接な関係があり，波動方程式で培
われた手法が分散型方程式に援用可能であ
る場合などもある．そのため，非線形波動方
程式と非線形分散型方程式の研究は独立な
ものではなく，相互に関係しあいながら発展
を続けている． 
 
２．研究の目的 
 個々の非線形項に着目する際，方程式が有
する幾何学的対称性と解の特異性との間に
密接な関係があることが近年の研究により
確認されている．この事実を踏まえ，本研究
では，非線形波動方程式の幾何学的対称性と
解の構造との関係を調べ，それらの関連を解
明することを目指す．また，非線形波動方程
式と関係する非線形分散型方程式も研究対
象とし，背後にある原理を探ることを目的と
する．特に，方程式が有する構造に着目して，
より低い正則性における初期値問題の適切
性の解析を行い，時間大域的な解の存在や解
の挙動について調べることを目標とした．低
い正則性における適切性の研究においては，
技術的な問題で，適切となる初期値の空間を
広げることが困難であることもある．そして，
技術的な困難だけではなく，非線形項の強い
相互作用が発生して，より広い空間における
適切性が得られないことも起こり得る．そこ
で，適切性が得られた場合には，その最良性
について調べ，適切となる空間をより広げる
ことが本質的に不可能かどうかを解明し，初
期値問題が適切となる空間を分類すること

も試みる． 
  
３．研究の方法 
非線形波動・分散型方程式の初期値問題の

適切性（解の存在，一意性，および初期値に
関する連続依存性が成立すること）に関する
研究においては，Fourier 制限ノルム法が非
常に威力を発揮することが先行研究で示さ
れているため，本研究においても，Fourier
制限ノルムを用いて，Sobolev 空間における
適切性の解明を行う．また，適切性が得られ
た空間をより広げることが本質的に不可能
かどうかを検証し，適切性の結果の最良性に
つ い て 考 察 す る ． 具 体 的 に は ，
Chern-Simons-Dirac 方 程 式 系 や 4 階
Schrödinger 方程式などについて初期値問題
が適切となる初期値のSobolev空間を調べる．
特に，非線形項の構造に着目した解析を行う．
解の漸近挙動については，通常の Fourier 制
限ノルム空間では解析が難しいと思われる．
実際， Fourier 制限ノルム法では，時間に関
するSobolev空間を用いて関数空間が定義さ
れており，時間に関して連続な空間の部分空
間とみなすために，Sobolev の埋め込み定理
を利用していた．その際，線形部分が持つ平
滑化効果を若干損失するという欠点があっ
た．そこで，時間に関しては，Sobolev 空間
の代わりに2乗有界変動な関数空間をとるこ
とにより，線形部分の平滑化効果を損失なく
扱えるようにする．  
 
４．研究成果 
(1)空間 1次元 Chern-Simons-Dirac 方程式系
に関する先行研究では，いわゆる逐次近似法
により適切性が証明されていた．逐次近似法
を用いて適切性を得た場合には，解写像が滑
らかになることが知られている．先行研究で
得られていたSobolev指数の範囲以外では解
写像が局所一様連続ではないことを示し，逐
次近似法を用いる限り先行研究で得られて
いた結果が最良であることを証明した（論文
④）．また，解写像が局所一様連続ではない
場合であっても，強い相互作用が発生する部
分を抜き出して，相互作用が強い部分とそれ
以外とに分けて解析を行うことにより，適切
及び非適切となる初期値のSobolev指数を完
全に決定した（論文①）．特に，適切となる
指数の範囲が非凸集合となることを示した．
適切となる範囲が非凸となる結果は今まで
知られておらず，興味深いものである．この
非凸となる部分では，Chern-Simons 場の非線
形項が良い効果を持っており，時間発展によ
り，Chern-Simons 場は初期値よりも正則性が
上がることを発見した．この事実と，ゲージ
変換とを用いて，方程式を扱い易いものに書
き直して，強い特異性だけを抜き出して扱う
ことに成功した．また，尺度臨界指数 Sobolev
空間においても非適切となることを得た．尺
度臨界 Lebesgue 空間においては適切性が成
立することが知られており，尺度臨界な空間



であっても，Sobolev 空間と Lebesgue 空間と
で差異が生じることを示した． 
(2)非線形 4 階 Schrödinger 方程式の初期値
問題において，時間大域的適切性及び解が自
由解に散乱することを示した（論文③）．時
間局所的適切性の証明ではFourier制限ノル
ムが威力を発揮する．しかし，通常の Fourier
制限ノルム空間では，時間に関する Sobolev
空間を考えているために，線形部分が持つ作
用を若干損失する欠点がある．そこで，大域
的適切性や散乱を得るため，空間をより精密
化した時間に関して2乗有界変動関数の空間
を利用した．線形方程式の平滑化効果の一つ
の表れである Strichartz 評価式及びそれを
双線形に拡張したものを，上述の 2乗有界変
動関数空間の枠組みに拡張した．また，非線
形項は，未知関数の複素共役にのみ依存する
ものを考え，相互作用により振動効果が消え
る共鳴現象が発生しないものを扱った．線形
部分の効果と非共鳴性とを合わせ，解の自由
解への散乱を導いた．本研究で扱った非線形
項は，相互作用により共鳴現象が起こらない
という良い性質を持つものであった．より複
雑な非線形項における解析においても，一部
では非共鳴な部分が表れるために，この研究
で培った手法が活用できると期待される． 
(3)Thirring モデルを含むより一般の非線形
項をもつDirac方程式系における適切性及び
非適切性の解析を行った（論文②）．Thirring
モデルでは，電荷クラスと呼ばれる空間にお
ける時間大域的適切性が先行研究で証明さ
れており，本研究において，その結果が最良
であることを示した．また，非線形項に良い
構造がある場合には，尺度臨界指数 Sobolev
空間まで適切性が得られ，そうでない場合に
は，適切となる Sobolev 指数に尺度臨界指数
よりも大きな下限あることを示した．さらに，
非線形項が滑らかではない場合には，正則性
の高い空間においても非適切となることを
示した．非線形項が滑らかでない場合には，
逐次近似法を適用する際に困難が生じるこ
とは以前から指摘されていた．本結果では，
単に逐次近似法の適用が難しいという技術
的な困難さだけではなく，実際に非適切にな
ることまで示しており，適切性を考える際に
非線形項の滑らかさは技術的な要請ではな
く，本質的なものであることを解明した． 
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