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概要

素粒子論や宇宙論においてスカラー場は必要不可欠な存在である．素粒子論の標準模型におい
て，ヒッグス粒子は物質粒子やゲージボソンの質量の起源となり，また，宇宙論におけるインフラ
トンは宇宙初期の指数関数的な膨張を引き起こす役割を担う．しかしながら，スカラー場はそのポ
テンシャルに関して，理論上避けることが出来ない微調整問題 または階層性問題 と呼ばれる問
題を抱えていることが知られている．この問題の解決策の つとしてゲージ・ヒッグス統一理論が
ある．この模型においてヒッグスポテンシャルは，高次元のゲージ対称性によって有限に保たれる
と考えられている．但し，これに関する厳密な証明は存在しないため，摂動的に確かめることが重
要になる．これまでのところ，M4 × S1 上の U(1)，SU(n)ゲージ理論において ループレベルで
その有限性が確かめられている．本研究では，M4 × S1 上の量子重力と結合する U(1)ゲージ理論
において ループレベルでその有限性を確認した．このようなゲージ・ヒッグス統一理論における
ヒッグスポテンシャルへの重力子の寄与の評価は，本研究によって初めて行われた試みである．
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第 章

導入

素粒子論や宇宙論においてスカラー場は非常に重要な役割を担う．素粒子論における標準模型に
現れるヒッグス粒子は，現在観測されている唯一のスカラー粒子である．ヒッグス粒子はヒッグス
機構を通して，物質を構成する粒子であるクォークやレプトンなどのフェルミオンや，弱い力を伝
えるW± や Z0 などのゲージボソンに質量を与える．また，宇宙論におけるスローロールインフ
レーション模型においては，インフラトンと呼ばれるスカラー場が適切なポテンシャルを持つとき
宇宙の指数関数的な膨張が実現される．つまり，この自然界においてスカラー場はなくてはならな
い存在である．
しかしながら，スカラー場はその質量またはポテンシャルに問題を抱えていることがよく知られ
ている．スカラー場の質量は量子補正を受けると容易に切断スケールにまで跳ね上がってしまい，
これを実際の観測値や理論値に合わせるためには非常に大きな数を繰り込む必要がある．もちろん
この繰り込み自体は理論上許されるものではあるが，自然がこのような微調整をするのかという疑
問が生じる．この問題の解決策として超対称性や複合ヒッグス模型，また高次元理論などが提案さ
れているが，現在のところ高エネルギー加速器実験においてこれらの兆候は見つかっておらず，有
力な候補は絞られていない．
本論文では高次元理論，特にゲージ・ヒッグス統一理論に注目する．この理論に基づいた模型に
おいて，高次元ゲージ場の余剰次元成分のゼロモードを使って定義されたウィルソン線位相は 次
元のスカラー場と見なされ，その質量項は古典レベルではゲージ対称性により禁止される．すなわ
ち，その質量は通常のゲージ場の場合と同様に紫外発散から保護されることが期待される．その一
方で，量子補正によりそのスカラー場に関する有限な有効ポテンシャルが生成されることが予想さ
れている．これは一見ゲージ対称性と矛盾しそうであるが，そのポテンシャルはウィルソンループ
の関数として得られると考えられるため問題はない．したがって，そのスカラー場は微調整無しに
有限な質量を獲得することが出来る．また，この有効ポテンシャルは細谷機構と呼ばれる対称性の
自発的な破れを引き起こすことも知られている．よって，このスカラー場を標準模型のヒッグス場
と見なすと微調整問題が解決され，さらに細谷機構により電弱対称性を破ることも可能である．同
様に，このスカラー場をインフラトンと見なすとそのポテンシャルに関する微調整問題が解決され
る．そのような模型は インフレーション模型と呼ばれ詳しく調べられている．



以上のような高次元ゲージ場由来のスカラー場を利用した模型の特長は，そのスカラー場に関す
る有効ポテンシャルの有限性に強く依存している．しかしながら，この有限性を保証するような厳
密な証明は存在せず，それ故，摂動的に確かめることは有意義である．現在，それは可換また非可
換ゲージ理論の場合において， ループレベルまで確かめられている．これらの計算の際には中間
状態として物質粒子とゲージボソン，そしてそのゴーストが現れる．本研究では初めての試みとし
て，重力子が仮想粒子として存在するような場合の有効ポテンシャルの有限性について議論をす
る．より具体的には， 次元時空M4 × S1 上において量子重力と結合する U(1)ゲージ理論から出
発し， 次元ゲージ場由来のスカラー場に関する有効ポテンシャルの有限性を ループレベルで確
かめる．これは重力子が内部的なゲージ量子数を持っていないために，有効ポテンシャルに寄与す
るのが ループレベル以降だからである．
重力結合定数は非常に小さいため現象論的な影響は期待出来ないにも拘らず，その有限性を確認
することは重要である．なぜならば，もしも重力子の影響でポテンシャルの有限性が保たれないの
であれば，それはゲージ・ヒッグス統一理論と量子重力の相性が良くないことを意味するからであ
る．また，既にそのような量子重力と結合する模型も存在するが，これらの模型の予言についても
意味をなさないことになってしまう危険性がある．したがって，模型が現実的なものであるなら
ば，重力子を含む場合においても変わらず有限性が保たれていることが期待される．
以下では，本論文の構成について説明する．第 章では自然界におけるスカラー場の役割とそ
の問題点について述べる．第 章では高次元理論の基本的な事柄についてまとめ，また，オービ
フォールドを用いたコンパクト化をした際の境界条件について議論する．第 章では本研究の基盤
となるゲージ・ヒッグス統一理論について述べ，第 章ではこの模型におけるヒッグスポテンシャ
ルへの ループ補正を計算する．その際はじめにウォームアップとして単純な U(1)ゲージ理論で
計算をした後に，量子重力と結合した U(1)ゲージ理論を考え重力子の寄与を評価する．最後に結
論を述べる．



第 章

スカラー場の役割と問題点

素粒子論や宇宙論では，それぞれヒッグス場やインフラトンといったスカラー場が登場し，理論
において非常に重要な役割を果たす．ここでは，それらがどのような働きをするかを見た後に，ス
カラー場が理論上避けることが出来ない特有の問題を抱えていることを説明する．

ヒッグス機構
ヒッグス機構とは，理論のゲージ対称性のゲージ量子数を持つようなスカラー場がゼロでない真
空期待値を持つことで自発的に対称性が破れ，それに伴ってもともと質量がゼロであったゲージ
場が質量を獲得する機構である ．このとき，対称性の破れを引き起こすスカラー場のことを
ヒッグス場と呼ぶ．以下では，標準模型におけるヒッグス機構について説明する．
はじめに，標準模型に現れる第 世代分の物質粒子とヒッグス粒子のそれぞれのゲージ量子数

を，表 にまとめておく．標準模型のゲージ群は SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y という直積群であ
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表 物質粒子とヒッグス粒子のゲージ量子数

る．このうち，SU(3)cは強い力を担い，SU(2)L×U(1)Y の部分は以下で説明するようにヒッグス



機構によって電磁気力の U(1)EM に破れ，同時に弱い力を担うゲージボソンは質量を獲得する．こ
のとき，U(1)EM の電荷 Qは，SU(2)L の生成子 T 3 とハイパーチャージ Y により，Q = T 3 + Y

というように与えられる．また，標準模型は左右非対称な理論であり，物質粒子において左巻きの
みが SU(2)L 重項になっている．
標準模型において，ヒッグス場 またはヒッグス 重項と呼ぶ H に関するラグランジアン密

度は，

LH = (DμH)†DμH − V,

と与えられる．ここで，共変微分とポテンシャルは，

Dμ ≡ ∂μ + igW a
μT

a +
i

2
g′Bμ,

V ≡ m2|H|2 + λ(|H|2)2,

となる．W a
μ と Bμ は SU(2)L と U(1)Y のゲージ場であり，g と g′ はそれぞれのゲージ結合定数

である．SU(2)L の生成子 T a はパウリ行列 τa により，T a = τa/2 と与えられる．また，m と
λ(> 0)はH の質量と自己結合定数である．H が関係する項として，さらに湯川相互作用項があり，

LY = −�̄LY
(e)HeR − q̄LY

(d)HdR − q̄LY
(u)H̃uR + h.c.,

となる．ここで，Y (e)，Y (d) そして Y (u) は湯川結合定数であり，H̃ の定義は，

H̃ ≡ iτ2H∗ =

(
H0∗

−H−

)
,

である．世代やニュートリノの質量については，ここでの議論では重要でないため無視している．
今，H の質量項が，

m2 = −μ2 < 0,

と与えられるときに，V の安定性について考えると より，

∂V

∂H
= H†(−μ2 + 2λ|H|2).

よって，H が 2λ|H|2 = μ2 を満たすときに V は極小値をとることが分かる．そのような H のと
り方は無限に存在するが，全ての真空はゲージ変換によって繋がっている．そこで，SU(2)L ゲー
ジ変換によって，
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(
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)
→
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0
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2
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)
,

とする．ここで，ĥは実スカラー場である．真空状態においては 〈ĥ〉2 = μ2/λ ≡ v2 となるので，こ
の v を使って H を以下のように再定義する：
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.



ここに含まれる電荷を持たない実スカラー粒子 hが物理的に観測されるヒッグス粒子であり，その
質量は，

mh =
√
2μ =

√
2λv,

となる．このヒッグス粒子 hは標準模型における唯一の未発見粒子であったが， 年に欧州原
子核研究機構 の大型ハドロン衝突型加速器 によって，その存在が確認された．こ
れにより，ヒッグス機構の提唱者であるフランソワ・アングレールとピーター・ヒッグスがノーベ
ル物理学賞を受賞した．
以上のように物理的な真空が選ばれるとき，ゲージボソンや物質粒子がどのように質量を獲得す
るのかを以下で見ていく． と を用いると，
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2
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.

ここでは，ゲージボソンの質量にのみ興味があるので hは無視した．これより，

(DμH)†DμH → 1

8
g2W 1

μW
1μv2 +

1

8
g2W 2

μW
2μv2 +

1

8
(g′Bμ − gW 3

μ)(g
′Bμ − gW 3μ)v2.

以上より，ある真空状態の下で H とゲージ場の相互作用項から，質量項のような場の 次の項を
得ることが出来た．さらに，これらのゲージ場を物理的な状態に組み直す必要がある．今，
の第 項を対角化するために，次のようにW 3

μ と Bμ の線型結合によって新しく つのゲージ場
を定義する： (

Zμ

Aμ

)
=

(
cos θW − sin θW
sin θW cos θW

)(
W 3

μ

Bμ

)
.

このとき，ワインバーグ角または弱混合角と呼ばれる θW は， つのゲージ結合定数を使って
tan θW = g′/g と与えられる観測量である．このように新たに定義された Zμ と Aμ は当然質量固
有状態であり，実際，これらを用いて の第 項を書き直すと，

1

8
(g′Bμ − gW 3

μ)(g
′Bμ − gW 3μ)v2 =

1

2

(
gv

2 cos θW

)2

ZμZ
μ,

となる．つまり，Zμ は，

mZ =
gv

2 cos θW
=

√
g2 + g′2v

2
,

という質量を持ち，Aμ は質量を持たない．この Aμ が紛れもなく電磁気力を担う光子である．ま
た，対称性の観点から見ると SU(2)L × U(1)Y が破れ U(1)EM が残っていることが見て取れる．
そこで，他のゲージボソンの電荷に注目すると，Zμ は Aμ と直交するためにその電荷は明らかに
ゼロである．残りのゲージボソンの電荷については，Aμ がW 3

μ を用いて定義されていることから，



SU(2)L の場の強さに含まれる交換関係を使って調べることが出来る．今，W 3
μT

3 とW a
ν T

a の交
換関係に注目すると，

g
[
W 3

μT
3,W a

ν T
a
]
= g
[
(cos θWZμ + sin θWAμ)T

3,W a
ν T

a
]

→ eAμ

[
T 3,W a

ν T
a
]
.

途中，Zμ に関する部分は無視している．また，新たに U(1)EM のゲージ結合定数を g と g′ に
よって，

e ≡ g sin θW = g′ cos θW =
gg′√

g2 + g′2
,

と定義した．ここで，電荷の固有状態を得るためにW 1,2
μ と T 1,2

μ についても，

W±
μ ≡ 1√

2
(W 1

μ ∓ iW 2
μ), T± ≡ 1√

2
(T 1 ± iT 2),

という組み換えを行う．さらに，

W+
μ T+ +W−

μ T− = W 1
μT

1 +W 2
μT

2,
[
T 3, T±] = ±T±,

という関係を使うと，結局 は，

eAμ

[
T 3,W a

ν T
a
]
= eAμW

+
ν T+ − eAμW

−
ν T−,

となる．つまり，W±
μ の電荷はそれぞれ ±1 である．これに伴って， の第 項と第 項も

W±
μ を使って書き直すと，

1

8
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8
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となる．したがって，W±
μ は互いに粒子と反粒子の関係にあり，その質量は，

mW =
gv

2
,

であることが分かった．以上の議論を物理的な自由度の観点から見てみる．はじめ理論には， 成
分の複素スカラー場H， 成分の質量を持たないベクトル場W a

μ，そして 成分の質量を持たない
ベクトル場 Bμ が存在した．これらの自由度はそれぞれ 2× 2 = 4，3× 2 = 6，そして 1× 2 = 2

である．ここで，H の自由度のうち つは，自発的に対称性が破れた際に現れる南部 ゴールドス
トーン粒子の自由度となり，これらが つずつゲージ場に吸収される．よって，物理的な真空にお
いては，自由度が の実スカラー場 hと自由度が の質量を持つベクトル場 つ Zμ，W±

μ ，そし
て自由度が の質量を持たないベクトル場 Aμ が現れている．
最後に，物質粒子の質量生成について考える．H がゼロでない真空期待値を持ったとき か

ら以下のような項が得られる：

LY → −ēLY
(e) v√

2
eR − d̄LY

(d) v√
2
dR − ūLY

(u) v√
2
uR.



これらは，電子 e，ダウン型クォーク d，そしてアップ型クォーク uの質量項であり，それらの質
量は，

me =
Y (e)v√

2
, md =

Y (d)v√
2

, mu =
Y (u)v√

2
,

である．ここでは，あくまでも質量の生成機構に興味があったため無視をしたが，実際には各物質
粒子がそれぞれ 世代分存在するため，Y (e),(d),(u) は行列となる．よって，me,d,u も行列となるの
で，質量固有状態を得るためにはこれらの行列をさらに対角化する必要がある．
以上では，もともとの理論のゲージ対称性によって質量を持つことを禁止されていたゲージボソ
ンや物質粒子が，自発的に対称性が破れた後の物理的な真空においては質量を獲得出来ることを見
た．このとき重要なこととして，それぞれの質量項は全てヒッグス粒子との相互作用項から得られ
たため，生成された質量は全てヒッグス粒子の真空期待値に比例していた．つまり，ヒッグス粒子
は理論のエネルギースケールを決めるという重要な役割を担っている．

インフレーション
アインシュタインによって一般相対論が完成されたことで，重力が支配する宇宙の発展について
理論的に議論できるようなった．アインシュタイン自身は宇宙は永遠に不変であると考えていたた
めに，アインシュタイン方程式において宇宙の収縮を防ぐような項として宇宙項を導入した．同じ
頃スライファーは多くの星雲からの光のスペクトルを組織的に観測し，それらの多くが赤方偏移し
ていることを発見した．このスライファーによる発見に刺激されたハッブルは，銀河系外星雲の光
のスペクトルを組織的に調べ， 年に十分遠方の星雲はすべて我々の銀河系から遠ざかる運動
をしており，その速度は星雲までの距離にほぼ比例していることを発見した．この関係はハッブル
ルメートルの法則と呼ばれ，

v = Hr,

で表される．ここで，r は我々の銀河を基準としたある星雲の位置ベクトルであり，v はその後退
速度である．H はハッブル定数と呼ばれる．これは一見我々の銀河が特別な場所であるかのように
思わせるがそうではない．実際，星雲 と星雲 の後退速度はハッブル ルメートルの法則より，

v1 = Hr1, v2 = Hr2,

となり，これより つの星雲の相対速度は，

v′ = v2 − v1

= H (r2 − r1)

= Hr′,

となる．つまり，ハッブル ルメートルの法則は，宇宙における任意の つの星雲間で成り立って
いるということである．これは宇宙が一様等方に膨張しているということを示していると考えられ



る．ここで，宇宙原理という仮説を置く．それは，「我々の銀河が宇宙において特別な場所にはな
い」というものである．これは言い換えると，宇宙は少なくとも大局的には，空間的に一様な物質
密度と一様等方な幾何学的構造を持った時空である，ということである．このような仮定をした宇
宙を一様等方宇宙と言い，以下ではその時間発展について考えてみる．
一般相対論に基づいて，空間的に一様等方な宇宙の模型を作るためには，「空間的」の意味を明
確にする必要がある．一般相対論においては，時間と空間の絶対的な区別は存在しない．しかし，
膨張宇宙では自然な分解が存在する．例えば，物質のエネルギー密度 ρが時間の連続関数であると
すると，ρが一定である超曲面により空間に対する自然な定義を与えられる．もちろん，ρが時空
の一般的な関数の場合には，上のように定義した空間はその接平面が空間的な面になるとは限らな
い．しかし，ここでは宇宙の物質分布が空間的に一様な場合を前提としているので，空間的な超曲
面が得られると考えられる．また，ρの値によって異なる空間的な面が定義されるので，それらを
区別するパラメータとして時間を定義すると，時間の自然な定義も得られる．
実際に模型を構築する際には，具体的に時空の計量を決める必要がある．このときの座標のとり
方として，時間座標については上で述べたように ρが時間のみの関数になるようにとり，空間座標
については物質に対して静止して見えるようにとることにする．このような座標を共動座標と呼
ぶ．共動座標をとることで，等方性を実現することが出来る．仮に，共動座標をとらなかった場合
は，物質がある方向に運動することで，その方向を特別視することになってしまい等方性が失われ
てしまう．これらの条件の下で，一様等方な宇宙に対する計量を求めると，

ds2 = −dt2 + a(t)

(
dr2

1−Kr2
+ r2dΩ2

)
= −dt2 + a(t)

(
dr2

1−Kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

))
,

というものが得られる．これをロバートソン ウォーカー計量と呼ぶ．K は空間の曲率であり，
K = 0 は平坦な宇宙，K > 0 は閉じた宇宙，そして K < 0 は開いた宇宙を表す．また，a はス
ケール因子と呼ばれ，空間のサイズの時間依存性を表す．ここで言う空間のサイズとは，時刻間で
の相対的な大きさのことである．実際，平坦な宇宙と開いた宇宙の空間の体積は無限大である．こ
のような座標のとり方の下での物質の 元速度ベクトル Uμ は，明らかに，

Uμ = (1, 0, 0, 0),

となり，また，エネルギー運動量テンソル Tμν は，

T00 = ρ(t),

T0i = Ti0 = 0,

Tij = P (t)δij ,

となる．これは Uμ を用いて，

Tμν = (ρ+ P )UμUν + Pgμν ,



と表せる．つまり，一様等方な宇宙の物質は，完全流体と同じ形のエネルギー運動量テンソルを持
つことがわかる．ここで，ρはエネルギー密度，P は圧力である．
次に，一様等方な宇宙において時空の構造を特徴づける量 a，また，物質の状態を特徴づける量

ρと P の時間依存性について調べる．これらは，時空の発展に関する方程式であるアインシュタイ
ン方程式，

Rμν − 1

2
Rgμν = 8πGTμν ,

とエネルギー運動量の局所的な保存則，

∇μT
μν = 0,

から決定される．ここで準備として，ロバートソン ウォーカー計量の下でのクリストッフェル記号
を計算すると， でないものは以下のとおりである：

Γ0
11 =

aȧ

1−Kr2
, Γ0

22 = aȧr2, Γ0
33 = aȧr2 sin2 θ,

Γ1
01 =

ȧ

a
, Γ1

11 =
Kr

1−Kr2
, Γ1

22 = −(1−Kr2)r,

Γ1
33 = −(1−Kr2)r sin2 θ, Γ2

02 =
ȧ

a
, Γ2

12 =
1

r
,

Γ2
33 = − sin θ cos θ, Γ3

03 =
ȧ

a
, Γ3

13 =
1

r
, Γ3

23 =
cos θ

sin θ
．

ここで，ドットは時間微分を表す．注意として，クリストッフェル記号は下の添字について対称で
ある．これを用いてロバートソン ウォーカー計量の下で の第 成分を求めると，(

ȧ

a

)2

+
K

a2
=

8πG

3
ρ,

が得られ，同様に の第 ii成分を求めると，

ä

a
+

1

2

{(
ȧ

a

)2

+
K

a2

}
= −4πGP,

が得られる． は，エネルギー密度 ρがわかればスケール因子 aの時間発展が積分できる式に
なっており，これをフリードマン方程式と呼ぶ．また， に を代入すると，

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ),

となり，これはスケール因子 aの運動方程式である． については，第 成分のみが自明でな
い式，

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ P ) = 0,

を与え，第 i成分は恒等的に となる．これは等方性から明らかである．よって，一様等方な宇宙
においては，物質の状態はエネルギー密度 ρと圧力 P で決まり，また，時空の構造は 個の時間



の関数 a(t)，ρ(t)，P (t)と定数K で記述される．したがって， と に加え，ρと P の
関係が得られるような物質の状態方程式が得られれば，宇宙の時間発展は完全に求まる．
最後にスケール因子 aとハッブル定数 H の関係を求める．今，ある銀河を共動座標の基準とし

た際の別の銀河までの距離 l(t)は，

l(t) =

∫ r

0

dr
a(t)√

1−Kr2
,

となる．ここで，時間依存性はすべて aに押し付けてあるので，別の銀河の後退速度 v = l̇は，

v =
ȧ

a
l.

これは正にハッブル ルメートルの法則である．したがって， と よりスケール因子 a

とハッブル定数 H の関係が求まり，

H =
ȧ

a
,

となる．
以上のように宇宙が時間発展するのであれば，時間を遡ると宇宙には始まりがあったと考えるこ
とが出来る．よって，ハッブルらの観測以降宇宙の始まりについての研究がなされるようになり，
その中でガモフらによって提唱されたのがビッグバン理論である．この理論では，現在の元素組成
を説明するために，宇宙の始まりが熱い火の玉であったと仮定し，また，その痕跡として宇宙背景
放射 を予言した．その後，ベル研究所のペンジャスとウィルソンによって が観測さ
れ，理論が確からしいことが示された．これにより，宇宙初期の物理が完全に理解出来たかという
とそうとは言えず，この理論では説明できないいくつかの問題が存在した．それは，地平線問題，
平坦性問題，そして宇宙論的揺らぎの起源の問題などである．地平線問題とは， の一様性に
関する問題である．そもそも の正体とは，宇宙が始まってから 万年頃の「宇宙の晴れ上
がり」の際に自由になった光子である．したがって，この時点で因果関係を持つことができる範囲
は 万光年以内ということになるが，現在の観測では， は全天においてほとんど一様であ
ることが分かっている．この因果律の限界を超えた一様性の理由を，ビッグバンで説明することは
出来ない．平坦性問題とは，宇宙の曲率に関する問題である．現在，宇宙の曲率はほとんどゼロで
あることが知られているが，ビッグバン理論においてこのような状況を実現するためには，宇宙初
期における曲率がきわめて高い精度でゼロに近い必要があることが分かっており，これは不自然に
感じられる．宇宙論的揺らぎの起源の問題とは，宇宙の非一様性に関する問題である．観測衛生に
より，ごく僅かではあるが の温度揺らぎが測られている．また，宇宙の大規模構造の形成の
ためには暗黒物質の密度揺らぎが必要であったということもわかっている．しかし，ビックバン理
論では，そのような揺らぎの起源を説明することは出来ない．
以上のようなビッグバン理論の問題点を解決するものとして佐藤勝彦らにより提案されたのが，
宇宙初期に指数関数的な膨張があったと考えるインフレーション理論である ．佐藤らが提案
した当初の模型は，大統一理論の相転移に伴ってインフレーションを説明するものであった．しか



し，現在ではインフレーションの模型を作る際は，リンデによって提案されたスローロールインフ
レーション模型に基づくのが普通である ．これは，インフラトンと呼ばれるスカラー場の動力
学によりインフレーションを説明する模型である．ここでスカラー場を用いる理由は簡単に理解す
ることが出来る．宇宙が加速的な膨張をするためにはスケール因子 aについて，

ä > 0,

となっている必要があるのは明らかである．よって， と より，

ρ+ 3P < 0,

となる．つまり，負の圧力を持った未知のエネルギーが必要となる ρはエネルギー密度なので絶
対に正 ．それを担うものとしてはスカラー場が最適である．なぜならば，スカラー場であれば宇
宙において何かしらの値を持っていたとしても，一様等方性を壊してしまうようなことはないから
である．さらに，このとき ρと P は，

P 	 −ρ,

という関係を満たしている必要がある．これは宇宙の指数関数的な膨張のための条件である．今，
これを に代入すると，

ρ̇ = 0,

となり ρは定数となるので，K ∼ 0とした と より H も定数となる．よって，

ȧ

a
= H ⇒ a(t) = CeHt,

となり，確かに指数関数的な膨張が実現されている C は積分定数 ．
ここで，より具体的にスカラー場がインフレーションを引き起こすための条件を考える．スカ
ラー場の作用は，

Sφ =

∫
d4x

√−g

(
−1

2
gμν∂μφ∂νφ− V (φ)

)
,

と与えられる．これより，エネルギー運動量テンソル Tμν は，

Tμν = ∂μφ∂νφ+ gμν

(
−1

2
gσρ∂σφ∂ρφ− V

)
,

となる．今，宇宙の一様等方性のために φを位置に依らない古典場 ∂iφ = 0 と見なす．このとき，
から場の運動方程式は，

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′ = 0,

となる．プライムは場による微分を表す．また，ρと P は，

ρ =
1

2
φ̇2 + V,









第 章

高次元理論とコンパクト化

高次元理論はもともと場の統一を目的として提案され，今では非常に多くの模型がよく調べられ
ている．ここでは，高次元理論の歴史を簡単に振り返った後に，M4 × S1 上で定義された理論に
ついてより具体的に見ていく．また，余剰次元空間としてオービフォールドを考えた場合の対称性
の破れについても議論する．

高次元理論の歴史
年にアインシュタインによって特殊相対論が世に出され， 年にミンコフスキーによっ

て特殊相対論に関する幾何学的議論がなされた．これにより，それまで独立に扱われていた時間と
空間をほとんど同様に扱うような時空という概念が確立された．これに伴い電磁気学についても，
それまで電場と磁場を独立に扱って記述されていたマクスウェル方程式を， 次元時空における電
磁場テンソルや電磁ポテンシャルを用いて統一的に記述できるということが分かった．これは言う
なれば，次元の拡張による電気力と磁気力の統一である．

年，ノルドシュトルムは電気力と磁気力の統一と同様に， 次元時空に新たに空間 次元を
加えた 次元時空を仮定し，その上でマクスウェル理論を考えることで，当時存在が知られていた
つの力，電磁気力と 特殊相対論化された ニュートン重力を統一する模型を提案した ．こ
のように， 次元よりも高い次元の時空上で考える理論のことを高次元理論と言い，新たに加える
空間次元のことを余剰次元と呼ぶ．ノルドシュトルムの試みは，高次元理論における最も先駆的な
ものだということが出来る．また，彼は我々が住んでいる 次元時空を 次元時空の表面と捉えて
おり，これは現在で言うところのブレーンの考え方である．このことからも，いかに彼の取り組み
が時代を先取りしたものであったかが分かるだろう．
その後， 年にアインシュタインが一般相対論を発表したことにより，重力が時空の幾何学に

よって説明されることがわかった．そこで，カルツァはノルドシュトルムに似た取り組みとして，
次元時空に拡張した一般相対論をを考えることで，アインシュタイン重力と電磁気力を統一出来
ることを示した ．この模型では， 次元時空における重力場や電磁場の方程式を導くために，
場が余剰次元方向の座標には依らないとする，円柱条件と呼ばれる条件を理論に課していた．この





が出来る．また，余剰次元の数によってはコンパクト化半径を非常に大きくとることが出来，その
ような場合には重力の逆二乗則の破れを精密測定によって確認することで，余剰次元の存在を確か
められる可能性がある．その他にも階層性問題の解決策として，ランドール サンドラム理論
やゲージ・ヒッグス統一理論が提案された ．

高次元理論初歩
ここでは，より具体的に高次元時空における模型構築と，その際の基本的な事柄について説明
する．
今， 次元時空としてM4 × S1 を考える．M4 は 次元ミンコフスキー空間を，S1 は半径 Rの
円周を示している．それぞれの座標は xμ μ = 0, 1, 2, 3 x と y = x5 で表す．また， 次元
の表記として xM M = 0, 1, 2, 3, 5 x̂ を使うこともある．
S1 コンパクト化は，数学的には余剰次元において，

y + 2πR ∼ y,

というような，2πRの周期の同一視をすることで実現される．このような余剰次元を含む時空上で
模型を構築する際には，理論が余剰次元方向の同一視をする点において一価性を持っていることが
要請される：

L̂(x, y + 2πR) = L̂(x, y).

L̂は 次元時空上のラグランジアン密度である．具体的に L̂を書き下す際は，各場の境界条件を
適切にとることで，理論がこれらの要請を満たすようにする必要がある．また，そこから 次元時
空上の有効理論を導く際は，それらの境界条件の下で各場をフーリエ展開し余剰次元について積分
をする．これは次元還元と呼ばれる．

実スカラー場

ここで，最も簡単な例として，バルク質量 次元時空上での質量 がゼロの自由な実スカラー場
の理論を考えると，ラグランジアン密度は，

L̂ =
1

2
∂Mφ∂Mφ,

で与えられる．ここで， 次元の計量は ηMN = diag(1,−1,−1,−1,−1)としている．このラグラ
ンジアン密度が を満たすためには，φが余剰次元方向において，

φ(x, y + 2πR) = φ(x, y),

という周期的境界条件を満たしている必要がある 厳密には反周期的でもよい ．このとき，φ は
フーリエ展開することが出来，

φ(x, y) =
1√
2πR

∞∑
n=−∞

ei
n
Ryφ(n)(x),



となる．また，φ が実場である φ∗ = φ ことに注意すると，φ(−n) = φ(n)∗ であることが分かる
ので，

φ(x, y) =
1√
2πR

φ(0)(x) +
1√
2πR

∞∑
n=1

(
ei

n
Ryφ(n)(x) + e−i n

Ryφ(n)∗(x)
)
,

と書くことも出来る．ここで，φ(n) がまさに 次元時空上の場であり，これをカルツァ クライン
モードと呼ぶ．但し，ファインマン図の外線となるような観測可能な場はゼロモードのみで

ある．なぜならば，n �= 0のモードは余剰次元方向の運動量に由来する mn = n/R という質量を
持っており，今 Rは十分に小さいと想定しているので，結果としてこの mn は非常に大きな値と
なるからである．実際， ∫ 2πR

0

dyei
n
Ry =

{
2πR (n = 0),
0 (n �= 0),

に注意して， を使って を次元還元すると，∫ 2πR

0

dyL̂ =

∫ 2πR

0

dy
1

2

(
∂μφ∂

μφ− ∂5φ∂5φ

)
=

∫ 2πR

0

dy
1

2

[
∂μ

{
1√
2πR

φ(0)(x) +
1√
2πR

∞∑
m=1

(
ei

m
R yφ(m)(x) + e−imR yφ(m)∗(x)

)}

× ∂μ

{
1√
2πR

φ(0)(x) +
1√
2πR

∞∑
n=1

(
ei

n
Ryφ(n)(x) + e−i n

Ryφ(n)∗(x)
)}

− ∂5

{
1√
2πR

φ(0)(x) +
1√
2πR

∞∑
m=1

(
ei

m
R yφ(m)(x) + e−imR yφ(m)∗(x)

)}

× ∂5

{
1√
2πR

φ(0)(x) +
1√
2πR

∞∑
n=1

(
ei

n
Ryφ(n)(x) + e−i n

Ryφ(n)∗(x)
)}

=

∫ 2πR

0

dy
1

2

1

2πR

[{
∂μφ

(0) +
∞∑

m=1

(
ei

m
R y∂μφ

(m) + e−imR y∂μφ
(m)∗

)}

×
{
∂μφ(0) +

∞∑
n=1

(
ei

n
Ry∂μφ(n) + e−i n

Ry∂μφ(n)∗
)}

−
∞∑

m=1

{
ei

m
R y

(
i
m

R

)
φ(m) + e−imR y

(
−i

m

R

)
φ(m)∗

}

×
∞∑

n=1

{
ei

n
Ry

(
i
n

R

)
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Ry

(
−i

n

R

)
φ(n)∗

}]

=
1

2
∂μφ

(0)∂μφ(0) +

∞∑
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{
∂μφ

(n)∗∂μφ(n) −
(
n

R

)2

φ(n)∗φ(n)

}
,

というように， 次元時空でのラグランジアン密度が求まり，確かに n �= 0 のモードは n/Rとい
う質量を持っている．また，ゼロモードのみがもともとの 次元時空上の場と同様に実場であり，
それ以外は nモードと −nモードが関係付いて複素場となっていることが分かる．



U(1)ゲージ場

ここでは， 次元時空上で U(1)ゲージ場の理論を考える．ゲージ場はベクトル場であり時空と
同じ成分数を持つので，ここでは 元ベクトルとなる．このとき，ラグランジアン密度は，

L̂ = −1

4
FMNFMN ,

となり，FMN (≡ ∂MAN − ∂NAM )は 次元ゲージ場 AM の強さである．実スカラー場の場合と
同様に，場の境界条件は，

AM (x, y + 2πR) = AM (x, y),

となり，またフーリエ展開は，

AM (x, y) =
1√
2πR

∞∑
n=−∞

ei
n
RyA

(n)
M (x)

=
1√
2πR

A
(0)
M (x) +

1√
2πR

∞∑
n=1

(
ei

n
RyA

(n)
M (x) + e−i n

RyA
(n)∗
M (x)

)
,

となる．ここで，注目すべきことがある．それは， 次元時空上の有効理論において，A5 はスカ
ラー場として扱われるということである．これは，余剰次元のコンパクト化により 次元のローレ
ンツ対称性が壊れ， 次元のローレンツ対称性しか残っていないからである．この 次元のローレ
ンツ変換の下では，明らかに AM の第 μ成分と第 成分は混ざることはなく，それぞれ 次元の
ベクトル場とスカラー場として変換されることになる．そこで，実際に を使って を次
元還元してみる．今，

−1

4
FMNFMN = −1

4
FμνF

μν +
1

2
Fμ5F

μ
5,

であるから，準備として Fμ5 について見てみると，

Fμ5 = ∂μA5 − ∂5Aμ

= ∂μ

{
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∞∑
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これを用いると，∫ 2πR

0

dyL̂ = −1

4
F (0)
μν F (0)μν +
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2
∂μA

(0)
5 ∂μA
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5



+
∞∑

n=1

[
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μν F (n)μν

+
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,

というように， 次元時空上のラグランジアン密度が得られる．ここで， 行目はゲージ場と実ス
カラー場の運動項であり， 行目は複素ベクトル場の運動項である．注目すべきは 行目である．
ここでは，ヒッグス機構において南部 ゴールドストーン粒子の自由度がゲージ場に吸収されるよ
うに，A

(n)
5 が A

(n)
μ に吸収されているのが見てとれる．これにより，A

(n)
μ の自由度が 4 → 6とな

り，物理的に質量を獲得出来ていることが分かる．したがって， 次元時空上に物理的に現れる場
は，ゲージ場 A

(0)
μ ，実スカラー場 A

(0)
5 ，そして質量を持つ複素ベクトル場 A

(n)
μ である．

SU(n)ゲージ場

ここでは， 次元時空上で SU(n)ゲージ場を考える．このとき，ラグランジアン密度は，

L̂ = −1

2
trFMNFMN ,

で与えられる．ここで，AM ≡ Aa
MT a，FMN ≡ (∂MAN − ∂NAM ) + ig

[
AM , AN

]
である．g は

ゲージ結合定数である．この Lが を満たすように，AM の境界条件を与えると，

AM (x, y + 2πR) = U1AM (x, y)U†
1 ,

となる．ここで，U1 は並進変換：y → y+ 2πRの表現行列である．U1 = I の場合は周期的境界条
件となるが，このようなひねりがあってもよい．
今，U(x, y) ∈ SU(n)とすると，AM のゲージ変換は，

AM (x, y) → A′
M (x, y) = U(x, y)AM (x, y)U †(x, y)− i

g
U(x, y)∂MU†(x, y),

と与えられる．このとき，A′
M の境界条件がどうなるかを考えてみる．そこで，AM (x, y + 2πR)

をゲージ変換してみると，

AM (x, y + 2πR)

→ A′
M (x, y + 2πR)

= U(x, y + 2πR)AM (x, y + 2πR)U†(x, y + 2πR)− i

g
U(x, y + 2πR)∂MU†(x, y + 2πR)

= U(x, y + 2πR)U1AM (x, y)U†
1U

†(x, y + 2πR)− i

g
U(x, y + 2πR)∂MU†(x, y + 2πR)

= U(x, y + 2πR)U1

(
U†(x, y)A′

M (x, y)U(x, y)− i

g
U†(x, y)∂MU(x, y)

)
U†
1U

†(x, y + 2πR)

− i

g
U(x, y + 2πR)∂MU†(x, y + 2πR)



= U ′
1A

′
M (x, y)U ′

1
† − i

g
U ′
1∂MU ′

1
†
,

⇒ A′
M (x, y + 2πR) = U ′

1A
′
M (x, y)U ′

1
† − i

g
U ′
1∂MU ′

1
†
,

となる．途中， と を使った．また，

U ′
1 ≡ U(x, y + 2πR)U1U

†(x, y),

であり，これはゲージ変換された場が従う境界条件に含まれる表現行列である．以上より，境界条
件が から に変化していることが分かる．しかし，これらはゲージ変換によってつな
がっているので，当然同じ物理を与える．

フェルミオン

先程議論したゲージ場はベクトル場であるため，その次元は時空と同じであり，d次元時空上で
は d元ベクトルとなる．では，スピノールはどうだろうか．ここで，ローレンツ群について考える
と，その生成子は，

ΣMN =
i

4

[
γM , γN

]
,

と与えられる．これより，群の次元 ΣMN のうち独立なものの数 は (d2 − d)/2である．また，群
の階数を求めると，それはカルタン部分代数の次元であり，つまり (d2 − d)/2個の生成子のうち
可換なものの数である．そこで，ΣMN と ΣPQ の交換関係を計算してみると，[

ΣMN ,ΣPQ

]
= −1

4

[
γNγM , γQγP

]
= −1

2
(ηQMγNγP − ηPMγNγQ + ηQNγPγM − ηPNγQγM ),

となる．生成子の定義より明らかにM �= N，P �= Qである．このとき，この交換関係は添字が全
て異なるときにゼロとなる．よって，群の階数は，dが偶数のときは d/2，奇数のときは (d− 1)/2

となる．ガウス記号を使って [d/2]と表すことも出来る [x]は xを超えない最大の整数 ．また，こ
こで，ΣMN の 乗を求めると，

(
ΣMN

)2
= −1

4

(
γNγM

)2
=

1

4
ηMMηNN

= ±1

4
,

であるから，ΣMN の固有値は ±1/2，または ±i/2となる．今，[d/2]個の可換な生成子は同時対
角化可能であることから，これらの生成子ごとにとり得る状態が つずつあることになる．よっ
て，これらの生成子が作用するスピノールのとり得る状態の組み合わせの数は 2[d/2] となる．これ



がまさに，ディラックスピノールの次元である．したがって， 次元時空上のディラックフェルミ
オンの成分数は 次元時空の場合と同じ である．
但し，その性質についても全く同じかというとそうではなく，大きな違いが存在する． 次元時
空上においてディラックフェルミオンは，より小さい単位であるワイルフェルミオンに分解するこ
とが出来た．この分解は，

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3,

と定義されるカイラル演算子によって，

PL ≡ 1− γ5

2
, PR ≡ 1 + γ5

2
,

というように与えられる射影演算子を使って行われた．そこで， 次元時空上においても同様の演
算子を考えてみる．そのために，まず 次元のガンマ行列を 次元のガンマ行列を用いて，

Γμ ≡ γμ, Γ5 ≡ iγ5,

と定義する．これらの行列は，{ΓM ,ΓN} = 2ηMN という代数関係を満たす．ここで， と同
様の行列を考えてみると，

iΓ0Γ1Γ2Γ3Γ5 = i(γ5)2 = iI,

となり，I は単位行列である．これは明らかに のような射影演算子を定義することは出来な
い．つまり， 次元時空上ではディラックフェルミオンをワイルフェルミオンに分解することは出
来ないのである．これは致命的な弱点である．前にも述べたように高次元理論に基づく模型構築に
おいては，場をフーリエ展開した際のゼロモードを 次元時空上の有効理論における観測可能な粒
子をして扱うわけであるが， 次元時空上でワイルフェルミオンを定義出来ないのであれば，当然
次元時空上においてもそれは現れない．しかし，標準模型においてワイルフェルミオンは必須で
あるため，このままでは 次元理論から出発するような現実的な模型構築は不可能になってしま
う．但し，これは余剰次元を最も単純な S1 コンパクト化した場合の話であり，他のコンパクト化
を用いた場合はこの限りではないことが知られており，これについては後で詳しく述べる．

U(1)ゲージ理論

ここでは， 次元時空上でディラックフェルミオンを含むような U(1)ゲージ理論について考え
る．但し，ここでは物質場の境界条件含まれる自由度について簡単に述べるに留め，理論の詳細に
ついてはゲージ・ヒッグス統一理論の章で述べることにする．
ラグランジアン密度は，

L̂ = −1

4
FMNFMN + ψ̄iΓMDMψ,



で与えられる．ここで，ψ に作用する共変微分は DM ≡ ∂M + ieAM である．AM の境界条件と
フーリエ展開は先程と同様に， ， で与えられる．ψ の境界条件については，単純な周
期的境界条件の他に，

ψ(x, y + 2πR) = eiαψ(x, y),

というように，定数位相 αを含んだものも許される．これは大局的なゲージ変換のように見なせる
ので，明らかにこの条件の下でも は不変である．このとき，場のフーリエ展開は，

ψ(x, y) =
1√
2πR

∞∑
n=−∞

ei
n+ α

2π
R yψ(n)(x),

と与えられる．ここでは，周期的境界条件の場合の展開に比べ，y の係数が α の分だけずれてい
る．これは，物理的には モードの質量が，

mn =
n+ α

2π

R
,

となることを意味している．しかし，今 ψ に対して，

ψ(x, y) → ψ′(x, y) ≡ e−i α
2πRyψ(x, y),

というゲージ変換による場の再定義をすると，境界条件を，

ψ′(x, y + 2πR) = e−i α
2πR (y+2πR)ψ(x, y + 2πR)

= ψ′(x, y),

というように周期的にすることが出来， モードの質量は n/R となるように思われるので，一
見すると αは物理的ではないように感じられる．ここで，AM についても考えてみると， で
の ψ に対するゲージ変換に伴って，当然 AM も変換されることになり，

AM → A′
M = AM − 1

e
∂M

(
− α

2πR
y

)
= AM + δ5M

1

e

α

2πR
,

となる．これは，A5 がゼロでない真空期待値を持っていると見なせる．このとき，ψ に作用する
共変微分は，

DM (A) → DM (A′) = ∂M + ieAM + iδ5M
α

2πR
,

となり，最後の項は ψ のバルク質量を与える．したがって， モードの質量はやはり で
与えられる．つまり，境界条件における αは，ゲージ変換では消すことが出来ない物理的な自由度
である．





となり，これは確かに πRに関する反転になっていることが分かる．そこで，R1 ≡ TR0 と定義す
ると，S1/Z2 上には T，R0，そして，R1 という つの変換とそれに伴う同一視が存在し，このう
ち つが独立であるということが出来る．これらの変換が満たす関係をまとめると，

R2
0 = 1, R2

1 = 1, R1R0 = T,

となる．したがって，S1/Z2 上で理論を考える際にはこれらのうち つを選び，それらの下で理論
が不変になるように各場の境界条件を与えればよい．

種類の境界条件

ここでは，S1/Z2 上における境界条件の選び方が 種類存在することを説明する ．その
ために，例として U(1)ゲージ理論を考える．ラグランジアン密度は以下のように与えられる，

L̂ = −1

4
FMNFMN + (DMφ)∗(DMφ)−m2

φ|φ|2 + ψ̄(iΓMDM −mψ)ψ.

ここで，φに作用する共変微分はDM ≡ ∂M + igqφAM であり，qφ は φの U(1)チャージである．
ψ についても同様に，共変微分は DM ≡ ∂M + igqψAM であり，U(1)チャージは qψ である．
このラグランジアン密度は， 種類の境界条件のとり方の下で不変である．境界条件の違いは，

各場のフーリエ展開に影響するので，結果として導かれる 次元時空上の有効理論に違いを生むこ
とになる．以下では，実際に 種類の境界条件の下で有効理論を導き，それぞれの特徴を見てみ
ることにする．なお，ここでの議論では，S1/Z2 上の独立な変換として，T と R0 を考えることに
する．
はじめに境界条件が内部自己同型な場合について見てみる．この境界条件は，M4 × S1/Z2 上で
ゲージ理論を考える際に一般的に用いられるものであり，また，この条件の下で有効理論を導いた
際には，標準模型のようなカイラルな理論を構成できるという特徴がある．M4 ×S1 上ではワイル
フェルミオンを定義出来ず，結果として有効理論にそれが現れないという問題があったが，S1/Z2

コンパクト化はその解決策になるということである．
まず， を満たすような各場の境界条件は，以下のように与えられる：

φ(x, y + 2πR) = eiαφφ(x, y),

ψ(x, y + 2πR) = eiαψψ(x, y),

AM (x, y + 2πR) = AM (x, y).

ここで，αϕ と αψ は先程議論したように または π である．次に， を満たすような各場の
境界条件を与えると，

φ(x,−y) = ηφφ(x, y),

ψ(x,−y) = ηψiΓ
5ψ(x, y),

Aμ(x,−y) = Aμ(x, y),

A5(x,−y) = −A5(x, y).



ここで，ηφ と ηψ は固有の Z2 パリティであり，1または −1である．また，この境界条件の興味深
い点として， において ψ を ψL,R に分解してやると，

ψL(x,−y) = +ηψψL(x, y),

ψR(x,−y) = −ηψψR(x, y),

というように，ψL と ψR で Z2 パリティが異なるという特徴がある．さらに，注意すべき点とし
て，ψ の Z2 変換は一種のカイラル変換になっているので，この境界条件を用いる際は，mψ = 0

と置く必要がある．また，AM はベクトルであるため第 μ成分と第 成分で Z2 変換性が異なり，
結果として と のように Z2 パリティが反対になる．
今，これらの境界条件の下で，各場のフーリエ展開を行う．φについては，

φ(x, y) =
1√
2πR

φ(0)(x) +
1√
πR

∞∑
n=1

cos
ny

R
φ(n)(x),

φ(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

sin
ny

R
φ(n)(x),

φ(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

cos

(
n− 1

2

)
y

R
φ(n)(x),

φ(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

sin

(
n− 1

2

)
y

R
φ(n)(x).

ここで，(αφ, ηφ)は，それぞれ，(0, 1)，(0,−1)，(π, 1)，そして (π,−1)である．また，ψ につい
ては，

ψL(x, y) =
1√
2πR

ψ
(0)
L (x) +

1√
πR

∞∑
n=1

cos
ny

R
ψ
(n)
L (x),

ψR(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

sin
ny

R
ψ
(n)
R (x).

ここでは，(αψ, ηψ) = (0, 1)である．最後に，AM については，

Aμ(x, y) =
1√
2πR

A(0)
μ (x) +

1√
πR

∞∑
n=1

cos
ny

R
A(n)

μ (x),

A5(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

sin
ny

R
A

(n)
5 (x).

以上より，有効理論に現れる場は φ(x, y)のフーリエ展開として を用いた場合 ，φ(0)(x)，
ψ
(0)
L (x)，そして A

(0)
μ (x)である．これは，明らかにカイラルな理論である．よって，高次元理論か

ら出発して標準模型を導くような現実的な模型を作る際は，M4 × S1/Z2 上で内部共役な境界条件
を与えればよい．
次に，境界条件が外部自己同型な場合について考える．今，T に関する境界条件については，内
部自己同型な境界条件の場合と同様である．但し，先程は αφ と αψ が か π しか許されなかった



が，ここでは任意の実定数をとることが許される．これは，すぐ後に示すように φと ψ の Z2 変換
が単純な反転とはなっていないからである．一方，R0 に関する各場の境界条件は，

φ(x,−y) = φ∗(x, y),

ψ(x,−y) = iψc(x, y),

Aμ(x,−y) = −Aμ(x, y),

A5(x,−y) = A5(x, y),

と与えられる．ここで，ψc(≡ −iΓ2ψ∗) は ψ の荷電共役である．この境界条件の著しい特徴とし
て，φと ψ が境界条件を通してそれらの複素共役と関係付いている．また，Aμ と A5 の Z2 パリ
ティが先程とは逆になっている．これらの境界条件の下で各場のフーリエ展開を行うと，

φ(x, y) =
1√
4πR

∞∑
n=−∞

ei
n+

αφ
2π

R yφ(n)(x),

ψ(x, y) =
1√
4πR
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n=−∞

ei
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αψ
2π

R yψ(n)(x),

Aμ(x, y) =
1√
πR

∞∑
n=1

sin
ny

R
A(n)

μ (x),

A5(x, y) =
1√
2πR

A
(0)
5 (x) +

1√
πR

∞∑
n=1

cos
ny

R
A

(n)
5 (x).

ここで，注目すべき点として， と にそれぞれ と を代入すると，

φ∗(n)(x) = φ(n)(x),

Γ2ψ∗(n)(x) = ψ(n)(x),

が得られ，これらより φ(n) と ψ(n) は実場であることが分かる．以上より，有効理論に現れる場
は，φ(0)，ψ(0)，そして A

(0)
5 である．ここで，境界条件が内部自己同型な場合とは Aμ と A5 の Z2

パリティが逆になっていたことから，ゼロモードを持つ場も逆になっている．これにより， 次元
時空上には存在したゲージ場が 次元時空上の有効理論には現れていない．これは次元還元の際に
ゲージ対称性が破れたことを意味する．
今，理論に 種類のゲージ群が存在し，それらが異なる種類の境界条件をとる場合，物質場が両

方のゲージ量子数を持つことが出来ないのは以上の議論から明らかである．つまり， 次元時空上
の理論において適当に境界条件を与えると，有効理論における物質場がゲージ相互作用に関して分
離される状況を作ることが出来る．これは例えば暗黒物質を説明するような模型を作る際などに有
効である．
しかし，例外的な場合が存在する．それはエキゾチックなゲージ対称性と呼ばれるものであ
る ．以下がそのような場合のラグランジアン密度の一例である：

L̂ = −1

4
BMNBMN − 1

4
CMNCMN +

∑
a=1,2

{
(DMφa)

∗(DMφa)−m2
a|φa|2

}
.



ここで，φa に作用する共変微分はDM = ∂M + igqaBM + ig′q′aCM である．BM が内部自己同型
な境界条件を満たす U(1)B ゲージ場であり，CM が外部自己同型な境界条件を満たす U(1)C ゲー
ジ場である．BMN と CMN がそれらの場の強さである．この L̂が と の要請を満たす
ためには，φa の U(1)チャージと質量が，

q1 = q2，q′1 = −q′2，m1 = m2,

であり，また，その境界条件が，

φa(x, y + 2πR) = eiαφa(x, y),

φ1(x,−y) = ηφ2(x, y),

である必要がある．ここで，αは または π，η は または −1である．これらの境界条件の下で
フーリエ展開を行うと，

φ1(x, y) =
1√
2πR

∞∑
n=−∞

ei
n+ α

2π
R yφ(n)(x),

φ2(x, y) =
1√
2πR

∞∑
n=−∞

e−i
n+ α

2π
R yηφ(n)(x),

となる．ここで，注目すべき点がある．それは， 次元時空上において 種類あった場が，有効理
論においては 種類になっているという点である．これは，もともと U(1)C チャージによって区
別されていた つの場が，次元還元に伴う U(1)C の破れによって区別できなくなったことによる
ものである．

SU(n)ゲージ理論における内部自己同型な境界条件

ここでは，M4 × S1/Z2 上でスカラー場を含むような SU(n)ゲージ理論を考え，そこに含まれ
る各場が内部自己同型な境界条件を満たすような場合について考えてみる．ラグランジアン密度は
以下のように与えられる：

L̂ = −1

2
trFMNFMN + (DMφ)†DMφ.

φ に作用する共変微分は DM ≡ ∂M + igAM である．特に重要ではないので，φ のバルク質量は
としてある．このとき，R1，R0，そして，T に関する AM の境界条件は，以下のように与えら
れる：

Aμ(x,−y) = P0Aμ(x, y)P
†
0 ,

A5(x,−y) = −P0A5(x, y)P
†
0 ,

Aμ(x, 2πR− y) = P1Aμ(x, y)P
†
1 ,

Aμ(x, 2πR− y) = −P1A5(x, y)P
†
1 ,

AM (x, y + 2πR) = U1AM (x, y)U†
0 .



ここで，P0，P1，そして，U1 はそれぞれ R0，R1，そして，T の表現行列である．これらの行列は
当然 の関係を満たすので，

P 2
0 = I, P 2

1 = I, P1P0 = U1,

となる．φの境界条件についても考えると，それらは，

φ(x,−y) = η0Tφ[P0]φ(x, y),

φ(x, 2πR− y) = η1Tφ[P1]φ(x, y),

φ(x, y + 2πR) = η0η1Tφ[U1]φ(x, y),

と与えられる．η0 と η1 は固有 Z2 パリティであり， または −1である．Tφ[P0]，Tφ[P1]，そして，
Tφ[U1]はそれぞれの変換に対応した表現行列であり，これらももちろん， と同様の関係を
みたす．
ここで，M4 × S1 上での SU(n) ゲージ場に関する議論を振り返ると，境界条件に含まれる表

現行列は SU(n) ゲージ変換の前後で必ずしも一致せず，そのようなゲージ対称性は破れるので
あった．M4 × S1/Z2 上でも同様のことを考えてみる．P0，P1，そして，U1 は SU(n)ゲージ変換
Ω(x, y) によって一般に，

P ′
0 = Ω(x,−y)P0Ω

†(x, y),

P ′
1 = Ω(x, 2πR− y)P1Ω

†(x, y),

U ′
1 = Ω(x, y + 2πR)U1Ω

†(x, y),

と変換される．ゲージ変換の前後で形が変わったとしても，これらは当然同じ物理を与えるので，
それらは同値関係を持っているといえる：

(P ′
0, P

′
1, U

′
1) ∼ (P0, P1, U1).

今， に注意して，(P0, P1, U1)が全て対角な場合を考えてみると，

P0 = diag(

n︷ ︸︸ ︷
+1, · · · ,+1,+1, · · · ,+1,−1, · · · ,−1,−1, · · · ,−1),

P1 = diag(+1, · · · ,+1,−1, · · · ,−1,+1, · · · ,+1,−1, · · · ,−1),

U1 = diag(+1, · · · ,+1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
q

,−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
r

,+1, · · · ,+1︸ ︷︷ ︸
s=n−p−q−r

),

と書くことが出来る．このとき，p，q，r，そして，s(= n− p− q− r)は n× n行列の中のブロッ
ク対角行列の大きさを表しているので，このとき SU(n)ゲージ対称性は，

SU(n) → SU(p)× SU(q)× SU(r)× SU(s)× U(1)3−κ,

と破れることになる．ここで，κは SU(0)と SU(1)の数である．SU(1)は U(1)を，SU(0)は何
も無いことを表している



以上のように (P0, P1, U1)として対角行列を選ぶと非常に見通しが良いが，一般には対角でない
ものがいくらでも考えられる．しかし，そのような場合でも，それが含まれる同値類の中には必ず
対角なものが存在することを示すことが出来る ．したがって，物理的には対角なものにのみ注
目して議論すればよい．



第 章

ゲージ・ヒッグス統一理論

ここでは本研究の基盤となるゲージ・ヒッグス統一理論の概略を理解するために，まずアハラノ
フ ボーム効果とウィルソン線について復習する．その後ゲージ・ヒッグス統一理論の特長である細
谷機構について簡単な具体例を交えて説明する．

アハラノフ ボーム効果
ここでは，アハラノフ ボーム効果について復習する ．
はじめに，磁束密度B(= ∇×A)が空間全域で 0の場合を考える．このとき，B = 0を満たす

ようなベクトルポテンシャルAは，以下のような つの場合が考えられる：

A = 0,

A = ∇χ(x).

ここで，χは一価関数とする．もちろん つの場合に本質的な違いはなく，これらはゲージ変換に
よって繋がった物理的には同じ配位である．今， の場合の波動関数を ψ(x, t)とすると，これ
は明らかに自由運動をするので，そのシュレーディンガー方程式は，

i�
∂

∂t
ψ(x, t) = − �

2

2m
∇2ψ(x, t),

である．ここで， から へのゲージ変換を考えてみると，それは，

∇ → ∇− ie

�c
∇χ(x),

ψ(x, t) → exp

{
ie

�c
χ(x)

}
ψ(x, t),

となる．これらの変換の下で， は当然不変に保たれる．
次に，空間の単連結な領域でB = 0の場合を考える．この場合でも のようなAが許され

る．今，χを，

χ(x) =

∫ x

x0

dx′ ·A(x′),







= exp

(
ie

�c

∫
C1

dx′ ·A(x′)
){

ψ
(0)
1 + exp

(
ie

�c

∮
dx′ ·A(x′)

)
ψ
(0)
2

}
= exp

(
ie

�c

∫
C1

dx′ ·A(x′)
){

ψ
(0)
1 + exp

(
ie

�c
Φ

)
ψ
(0)
2

}
,

となる．これより，確率密度は，

|ψ|2 =
∣∣ψ(0)

1 + eiθψ
(0)
2

∣∣2,
で与えられる．ここで，

θ ≡ e

�c
Φ,

であり，これをアハラノフ ボーム位相と呼ぶ．θは に現れていることから，ゲージ変換では
消すことが出来ない物理的な自由度であることが分かる．これは波束が B = 0の領域のみを運動
しているにもかかわらず，ソレノイドによる物理的な影響を受けるということである．したがって，
古典電磁気学では電磁場 E，B が基本的な物理量として議論され，電磁ポテンシャル φ，Aはあ
くまでも付随的なものであったが，量子論においては φ，Aこそがより基本的であるということで
ある．
以上が量子力学におけるアハラノフ ボーム効果であったが，S1 のような非単連結な余剰次元を
持つ高次元時空上でゲージ理論を考えた場合も同様に，物理的な位相が考えられる．これこそが，
ゲージ・ヒッグス統一理論においてヒッグス粒子と見なされるものである．

ウィルソン線
ここでは，ゲージ理論において現れるウィルソン線という物理量について説明する．この量は
ゲージ理論を接続の理論として定義する際に，自然に導入されるものである．
はじめに可換な場合について考える．今，物質場として複素スカラー場 ψ を考えると，その理論
は明らかに定数位相 α による変換 ψ → eiαψ の下で不変である．しかし，αが時空に依存する場
合はそうではない．ここで，x �= y であるような つの点における ψ の値の差を考えてみると，

ψ(y)− ψ(x) = eiα(y)ψ(y)− eiα(x)ψ(x),

であるから，これは αに依存することが分かる．よって，この場合では，単純には微分を定義出来
ないことになってしまう．つまり，異なる 点間で ψ を比べるためには別の要素が必要になると
いうことである．
そこで，ウィルソン線W (x, y)という つの点に依存する量を定義し，以下のような変換性を持
つことにする：

W (x, y) → eiα(x)W (x, y)e−iα(y).

このW を用いた次の量の変換性を考えてみると，

W (x, y)ψ(y)− ψ(x) → eiα(x)W (x, y)e−iα(y)eiα(y)ψ(y)− eiα(x)ψ(x)



= eiα(x){W (x, y)ψ(y)− ψ(x)},

となるので，この絶対値をとった |W (x, y)ψ(y)− ψ(x)|という量は時空に依存する α にも独立で
あることが分かる．そこで，この量を使って新たな微分を，

Dμψ(x) ≡ lim
δxμ→0

W (x, x+ δx)ψ(x+ δx)− ψ(x)

δxμ
,

と定義すると，これは ψ と同じ Dμψ → eiαDμψ という変換性を持つので，この微分を用いて理
論を定義すれば，それは明らかに時空に依存する αによる変換の下で不変である．もちろん，これ
は共変微分である．
W はその変換性などからW (x, x) = 1 であることが期待されるので，これよりW (x, x + δx)

は以下のように展開出来る：

W (x, x+ δx) = 1 + ieδxμAμ(x) +O(δx2).

ここで，Aμ はまさにゲージ場であり，eはゲージ結合定数である．これを に代入すると Aμ

の変換性が求まり，

W (x, x+ δx) → eiα(x)W (x, x+ δx)e−iα(x+δx)

= eiα(x)
(
1 + ieδxμAμ(x)

)
e−iα(x)

(
1− i∂μα(x)δx

μ
)

= 1 + ieδxμ

(
Aμ(x)− 1

e
∂μα(x)

)
,

より，

Aμ(x) → Aμ(x)− 1

e
∂μα(x),

となる．また，Dμ も Aμ を用いて表すと，

Dμψ = lim
δxμ→0

(
1 + ieδxμAμ(x)

)
ψ(x+ δx)− ψ(x)

δxμ

= lim
δxμ→0

(
ψ(x+ δx)− ψ(x)

δxμ
+ ieAμ(x)ψ(x+ δx)

)
=
(
∂μ + ieAμ(x)

)
ψ(x),

となり，Aμ は明らかに接続としての役割を果たしている．
今，ウィルソン線は経路 P : yμ → xμ に沿った線積分を用いて，

WP (x, y) = exp

(
−ie

∫ x

y

dzμAμ(z)

)
,

と表すことが出来る．これは Aμの汎関数としての表示になっている．実際，y = x+ δxとすると，

WP (x, x+ δx) = exp

(
ie

∫ x+δx

x

dzμAμ(z)

)



= WP (x, x) +
∂WP

∂xμ
(x, x)δxμ

= 1 + ieAμ(x)δx
μ,

となり，確かに と一致する．途中，微分積分学の基本定理を用いた．通常，ウィルソン線と
いったら のように表わされたWP を指す．より正確には，zμ を λ(0 ≤ λ ≤ 1)の関数とし，
また，zμ(0) = y，zμ(1) = xとして，

WP (x, y) = exp

(
−ie

∫ 1

0

dλ
dzμ

dλ
Aμ(z(λ))

)
,

と書く．ここで， の Aμ に対して の変換を施すと，

WP (x, y) → exp

{
−ie

∫ x

y

dzμ
(
Aμ(z)− 1

e
∂μα(z)

)}
= exp

(
−ie

∫ x

y

dzμAμ(z)

)
exp

(
i

∫ x

y

dzμ∂μα(z)

)
= eiα(x)WP (x, y)e

−iα(y),

となり，確かに を満たしている．注目すべきこととして，この変換は線積分の経路には依ら
ず，端点にのみ依存している．したがって，積分経路として x = y であるような閉路をとった，

WP (x, x) = exp

(
−ie

∮
dzμAμ(z)

)
,

という量は明らかにゲージ不変であり，これをウィルソンループと呼ぶ．また，

θ ≡ e

∮
dzμAμ(z),

をウィルソン線位相と呼ぶ．
次に，非可換な場合でのウィルソン線について考える．単純には，可換な場合で与えた に
おいて，Aμ → Aa

μT
a とする拡張が考えられる T a は SU(n)の生成子 ．しかし，これは不十分

である．なぜならば，Aa
μT

a は異なる点において，必ずしも可換では無いからである．正しい非可
換な場合でのWP は，以下のように与えられる：

WP (x, y) = P

{
exp

(
−ig

∫ 1

0

dλ
dzμ

dλ
Aa

μ(z(λ))T
a

)}
.

ここで，P は経路順序積と呼ばれ，時間順序積のように {· · · }の中身を λの値の順に並べること
を示すものである．このWP は，当然 λに関する発展方程式，

d

dλ
WP (z(λ), y) =

(
−ig

dzμ

dλ
Aa

μ(z(λ))T
a

)
WP (z(λ), y),

の解となっている．



で与えたWP が正しい一般化になっていることを示すために，このWP が と同等
の以下の変換則，

WP (x, y) → U(x)WP (x, y)U
†(y),

を満たすことを示す．ここで，U(x) ≡ eiα
a(x)Ta である．今，準備として を書き換えると，(

dzμ

dλ

∂

∂zμ
+ ig

dzμ

dλ
Aa

μ(z(λ))T
a

)
WP (z(λ), y) = 0

⇔ dzμ

dλ

{
∂μ + igAa

μ(z(λ))T
a
}
WP (z, y) = 0

⇔ dzμ

dλ
Dμ(A)WP (z, y, A) = 0.

最後の式では Aμ(≡ Aa
μT

a)を含むことを強調するために，Dμ(A)，WP (z, y, A)と書いた．また，
Aμ のゲージ変換を AU

μ と表すことにすると，当然 Dμ と U は可換な場合と同様の，

Dμ(A
U )U(x) = U(x)Dμ(A),

という関係を持つ 両辺の右側から ψ を掛けると Dμψ が ψ と同じ変換性を持つことを表す式にな
る ．このとき， の左右からそれぞれ U(z)と U†(y)を掛け，さらに の関係を使うと，

dzμ

dλ
Dμ(A

U )U(z)WP (z, y, A)U
†(y) = 0,

となる．これは，U(z)WP (z, y, A)U
†(y)が Aμ → AU

μ とした場合の の解となっていること
を表しており，よって，WP の変換則は確かに であることを示すことが出来た．したがっ
て， は正しい一般化であるといえる．
最後に，非可換な場合のウィルソンループについて考える．可換な場合では，単に閉路をとれば
よかったが，ここでは先程の議論と同様に非可換性から，

WP (x, x) → U(x)WP (x, x)U
†(x) �= WP (x, x),

である．但し，その固有値は不変であることは明らかなので，結局，そのトレースをとった
trWP (x, x)が非可換な場合のゲージ不変量となることが分かる．

細谷機構
ここでは，高次元時空上でゲージ理論を考えた際に働く，ゲージ対称性の破れの機構について説
明する．なお，この機構は考案者の名前をとって細谷機構と呼ばれる ．
今，M4 × S1 上で SU(n)ゲージ場の理論を考える．このとき，ラグランジアン密度や境界条件

は， ， で与えられた．ここで，S1 を 周するようなウィルソン線 y + 2πR ∼ y だか
らウィルソンループといってもよい に U†

1 を掛けた量を考える：

ŴP ≡ WPU
†
1



= P

{
exp

(
−ie

∫ 2πR

0

dyA5(x, y)

)}
U †
1 .

この量にゲージ変換をしてみると，

ŴP → W ′
PU

′
1
†

= U(x, y + 2πR)WPU
†(x, 0)U(x, 0)U†

1U
†(x, y + 2πR)

= U(x, y + 2πR)WPU
†
1U

†(x, y + 2πR)

= U(x, y + 2πR)ŴPU
†(x, y + 2πR),

となり，当然その固有値はゲージ不変である．途中， を用いた．ここで，その固有値を
e−iθi(x)(i = 1 ∼ n) と書くことにすると，A5 が定数となる配位を考えた場合には θi も定数とな
る．この θi は，M4 × S1 上のゲージ理論におけるアハラノフ ボーム位相と見なすことが出来る．
また，すぐ後で見るようにそれらのとる値によっては，ヒッグス機構のようにもともとのゲージ対
称性を破ることが出来る．したがって，A5 に由来するスカラー場 正確にはそのゼロモード を
ヒッグス場と見なすことが出来，これは高次元時空においてゲージ場とヒッグス場が統一されてい
ることになる．これを以ってゲージ・ヒッグス統一理論という ．
今，例として，M4 × S1 上のゲージ群として SU(3)を考え，簡単のために U1 = I とする．こ

こで，A5 の背景場 Ac
5 について ŴP を考えると，

ŴP = P

{
exp

(
−ie

∫ 2πR

0

dyAc
5

)}
,

となる．この ŴP はゲージ不変量であるから，もともとのゲージ群 SU(3) の生成子 ゲルマン
行列 ，

λ1 =

⎛⎝0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠ , λ2 =

⎛⎝0 −i 0
i 0 0
0 0 0

⎞⎠ , λ3 =

⎛⎝1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞⎠ ,

λ4 =

⎛⎝0 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ , λ5 =

⎛⎝0 0 −i
0 0 0
i 0 0

⎞⎠ , λ6 =

⎛⎝0 0 0
0 0 1
0 1 0

⎞⎠ ,

λ7 =

⎛⎝0 0 0
0 0 −i
0 i 0

⎞⎠ , λ8 =
1√
3

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 −2

⎞⎠ ,

のうち，ŴP と可換なものが構成する対称性のみが実際に理論に残るゲージ対称性である．そこ
で，この固有値 e−iθi(i = 1 ∼ 3)の定数位相について，

∑
i θi = 0であることに注意しつつ，それ

らのとり得る値を考えてみると，

(θ1, θ2, θ3) =

⎧⎨⎩
(0, 0, 0), (±2

3π,±2
3π,±2

3π),
(α1, α1,−2α1),
(β1, β2,−β1 − β2),



という つの場合が考えられる それぞれの括弧の中身の順番は違ってもよい ． 番上の場合は，
単位行列に比例するような行列を与えるので，ゲルマン行列の全てと可換であり SU(3)は破れず
に完全に残る．真ん中の場合は， つの対角成分のうち つが同じ値なので，λ1，λ2，λ3，そして，
λ8 が可換である．よって，残る対称性は SU(2)× U(1)である． 番下の場合は，全ての成分が異
なるので，λ3 と λ8 のみが可換であり，残る対称性は U(1)× U(1)である．
以上のような，M4 × S1 上のゲージ理論における，アハラノフ ボーム位相による対称性の破れ

の機構を細谷機構と呼ぶ．この機構は明らかに，U(1)ゲージ理論の場合には働かない．また，θi

の値は量子効果によってほとんど一意的に決まる．つまり，非常に興味深いことに，高次元時空上
の理論における境界条件などを上手く設定するだけで，有効理論に残る対称性を制御することが出
来るのである．



第 章

有効ポテンシャル

ゲージ・ヒッグス統一理論や インフレーション模型 では，高次元ゲージ場の
余剰次元成分由来のスカラー場をヒッグス場やインフラトンと見なす．これらのポテンシャルは量
子効果によって生じるが，高次元のゲージ対称性によって紫外発散を含まない有限な形で得られる
ことが期待される ．但し，これはあくまでも期待であり，その有限性に関する幾つかの議論は
あるが ，厳密な証明は存在しない．そのため，摂動的にそれを確認することが重要である．
ここでは，はじめにM4 × S1 上で U(1)ゲージ理論を考え，その下で高次元ゲージ場の余剰次
元成分由来のスカラー場 以降これをヒッグス場と呼ぶことにする の有効ポテンシャルを ルー
プレベルまで計算しその有限性を確かめる ．つづいて，量子重力と結合した U(1)ゲージ理論
を考え，ヒッグスポテンシャルへの重力子の寄与を調べる．

M 4 × S1 上の U(1)ゲージ理論
ここでは，M4 × S1 上でディラックフェルミオンを含むような U(1)ゲージ理論を考える．ラグ

ランジアン密度は以下のように与えられる：

L̂eff = −1

4
FMNFMN + ψ̄iΓMDMψ − 1

2
(∂MAM )2.

ψ に作用する共変微分は DM = ∂M + ieAM である．このとき， を満たすような各場の境界
条件は，

AM (x, y + 2πR) = AM (x, y),

ψ(x, y + 2πR) = eiαψ(x, y),

と与えられる．αは任意の定数位相である．ここでは，簡単のために α = 0とする． の下で
A5 をフーリエ展開した際のゼロモード A

(0)
5 を使って，ヒッグス場を以下のようにウィルソン線位

相の形で定義する：

θ = e

∫ 2πR

0

dy
1√
2πR

A
(0)
5 = 2πRe4A

(0)
5 .



e4(= e/
√
2πR) は 次元時空上におけるゲージ結合定数である．

θ に関する有効ポテンシャルを計算するために，A5 を古典場と量子揺らぎに A5 → Ac
5 + A5 と

いうように分離する．このとき， は以下のように書き直される：

L̂eff =
1

2
AMηMN �̂AN + ψ̄iΓM ∂̃Mψ − eψ̄ΓMAMψ.

∂̃M = ∂M + ieδ5MAc
5 である．ここでは，このラグランジアン密度を次元還元してから有効ポテン

シャルを計算するのではなく， 次元時空上の理論のままループ計算をする．それにより得られた
関数に含まれる 元運動量の第 成分は S1 コンパクト化の影響により離散化されるので，運動量
積分の第 成分に関する部分を無限和に書き換えることで， 次元時空上の理論における有効ポテ
ンシャルが求まる 正確には次元を合わせるために全体に係数 2πRを掛ける ．これはつまり，は
じめに次元還元をして現れた無限個の モードを中間状態として足し上げるか， 次元時空上の
粒子を中間状態として扱いその運動量の第 成分を離散化して足し上げるかという計算上の考え方
の違いであるが，もちろん物理的な結果は同じである．但し，はじめに次元還元をすると式が煩雑
になるので，それを避けるためにここでは後者を選択する．
∂̃M より，ψの 元運動量は p̃M = (pμ, p5−θ/2πR) = (pμ,m/R−θ/2πR)と与えられる．mは
整数である．また，Ac

5について最終的に興味があるのはそのゼロモードのみなので，はじめからゼロ
モードのみに注意を払うことにする．同様にして，AM の 元運動量は kM = (kμ, k5) = (kμ, �/R)

で与えられ，�は整数である．以上より， ループ有効ポテンシャルを計算すると，これに寄与す
るのはディラックフェルミオンのみなので，

−iV̂ 1-loop = 2i

∫
d5pE
(2π)5

ln(ˆ̃p2E)

=
2i

2πR

∞∑
m=−∞

∫
d4pE
(2π)4

ln

{
p2E +

(
m

R
− θ

2πR

)2}
,

となる．下付き文字 Eはユークリッド化された量であることを表している． つ目の等号では，運
動量の第 成分に関する積分を無限和に書き換えている．ここで， を用いると， 次元時空
上での ループ有効ポテンシャルが求まり，

V 1-loop(θ) =
3

16π6R4

∞∑
m=1

cos(mθ)

m5
,

となる．ここで，V 1-loop = 2πRV̂ 1-loop である．V 1-loop は明らかに，θ = π に極小値を持つ．
次に， ループ有効ポテンシャルを計算する．これはファインマン図的には，U(1)チャージを持
つ粒子 今の場合はディラックフェルミオン を含むような 粒子既約 の真空泡の図によっ
て表される．よって，ここでは図 のように与えられる．波線と実線はそれぞれ AM と ψ であ
る．これはファインマン則により，

− iV̂ 2-loop
Fig. 5.1

= −(−ie)2

2!

∫
d5k

(2π)5

∫
d5p

(2π)5

∫
d5q

(2π)5
(2π)5δ(5)(k̂ + p̂− q̂)D̃MM ′(k̂)tr

{
ΓM S̃(ˆ̃p)ΓM ′

S̃(ˆ̃q)
}



図 U(1)ゲージボソンとディラックフェルミオンを含む の真空泡の図

= 6ie2
∫

d5kE
(2π)5

∫
d5pE
(2π)5

1

k̂2E
ˆ̃p2E

− 3ie2
∫

d5pE
(2π)5

∫
d5qE
(2π)5

1

ˆ̃p2E
ˆ̃q2E

=
6ie2

(2πR)2

∞∑
=−∞

∞∑
m=−∞

∫
d4kE
(2π)4

∫
d4pE
(2π)4

1

{k2E + ( 
R)2}{p2E + (mR − θ

2πR)2}

− 3ie2

(2πR)2

∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

∫
d4pE
(2π)4

∫
d4qE
(2π)4

1

{p2E + (mR − θ
2πR)2}{q2E + ( nR − θ

2πR)2} ,

と表される．このとき，AM と ψ の伝播関数は，

DMN (x̂1, x̂2) =

∫
d5k

(2π)5
e−ik̂(x̂1−x̂2)D̃MN (k̂),

S(x̂1, x̂2) =

∫
d5p

(2π)5
e−ip̂(x̂1−x̂2)S̃(ˆ̃p),

と与えられ，ここで，

D̃MN (k̂) ≡ −iηMN

k̂2 + iε
, S̃(ˆ̃p) ≡ i

� ˆ̃p+ iε
,

である．これより， を用いると， 次元時空上でのヒッグスポテンシャルに対する ループ
補正が得られ，

V 2-loop
Fig. 5.1(θ) = − 6e24

16π4(2πR)4

∞∑
,m=1

1

�3
cos(mθ)

m3
+

3e24
16π4(2πR)4

∞∑
m,n=1

cos(mθ)

m3

cos(nθ)

n3
,

となる．ここで，V 2-loop
Fig. 5.1 = 2πRV̂ 2-loop

Fig. 5.1 である．よって，V 2-loop
Fig. 5.1 は V 1-loop と同様に有限である

ことが確かめられた．
以上では，M4 × S1 上で U(1)ゲージ理論を考えたが，SU(n)ゲージ理論の場合についても同

様に ループレベルまでその有限性が確かめられている ．この場合はゲージ場やそのゴースト
場も SU(n)のゲージ量子数を持つので，これらを含むような図に関しても計算する必要がある．

M 4 × S1 上の U(1)ゲージ 量子重力理論
ここでは，M4 × S1 上で量子重力と結合するような U(1)ゲージ理論について考える ．物質

粒子としてはディラックフェルミオンを含むとする．重力理論としてはアインシュタイン重力を考
える．重力子は U(1)チャージを持っていないので，ヒッグスポテンシャルにはゲージボソンと同



様に ループレベルでは寄与しない．よって，その最低次の寄与を見るには，U(1)チャージを持
つ粒子と重力子を含むような ループの真空泡の図を計算すればよい．
考える理論にはフェルミオンが含まれているので，五脚場を以下のように用意する：

e a
M e b

N ηab = gMN , eMae
N

bgMN = ηab,

eMae
N

bη
ab = gMN , e a

M e b
N gMN = ηab,

e a
M eNa = δNM , e a

M eMb = δab .

小文字の添字は，局所ローレンツの添字である．また，平坦な計量は，

ηMN = ηab = diag(1,−1,−1,−1,−1),

と与えられる．このとき， 次元のガンマ行列は以下の代数関係を満たす：

{ΓM ,ΓN} = 2gMN , {Γa,Γb} = 2ηab.

以上のように定義した量を用いて，ラグランジアン密度は，

L̂eff =
√
g

(
− 1

κ2
R+

1

2
ψ̄ieMaΓ

aDMψ − 1

2
ψ̄
←−
DM ieMaΓ

aψ

)
+ L̂GF,

と与えられる．ここで，g = det(gMN ) であり，κ は 次元時空上の重力結合定数である．R は
リッチスカラーであり，それは以下のように定義したクリストッフェル記号，リーマン曲率テンソ
ル，そして，リッチテンソルによって定義される：

ΓP
MN =

1

2
gPQ(∂NgQM + ∂MgQN − ∂QgMN ),

RP
QMN = ∂MΓP

QN − ∂NΓP
QM + ΓP

SMΓS
QN − ΓP

SNΓS
QM ,

RMN = RP
MPN ,

R = gMNRMN .

また，ψ と ψ̄ に作用する共変微分は，

DMψ =

(
∂̃M − 1

4
ωbc
MΓbc

)
ψ, ψ̄

←−
DM = ∂̃∗

M ψ̄ + ψ̄

(
1

4
ωbc
MΓbc

)
,

と与えられる．∗は複素共役を表している．ここで，

ωbc
M = −gNSe b

S (∂Me c
N − ΓP

MNe c
P ), Γbc =

1

2
[Γb,Γc],

である．最後に，L̂GF は重力場にゲージ固定項である．なお，AM はここでの目的には関係しない
ため，L̂eff や DM，

←−
DM からは除いてある．

重力の摂動効果を計算するので，重力場をミンコフスキー背景時空と量子揺らぎに gMN =

ηMN + κhMN というように分離する．以下では，これにしたがってそれぞれの量を O(h2)まで展



開する ．この展開をした後は，もはや大文字と小文字の添字の違いは存在しないので，大文字
に統一することにする．gMN と √

g は，

gMN = ηMN − κhMN + κ2hMPhN
P ,

√
g = 1 +

1

2
κh− 1

4
κ2hMNhMN +

1

8
κ2h2,

と展開される．e a
M と eMa は，

e a
M = δaM +

1

2
κha

M − 1

8
κ2hMPh

aP , eMa = δMa − 1

2
κhM

a +
3

8
κ2haPh

MP

と展開される．これらの展開は，O(h2) のオーダーで を満たすことが確かめられる．
ΓP

MN は，

ΓP
MN =

1

2
κηPQ(∂NhQM + ∂MhQN − ∂QhMN )

− 1

2
κ2hPQ(∂NhQM + ∂MhQN − ∂QhMN )

と展開されるので，これと より， の第 項は，

√
g

(
− 1

κ2
R
)

= −1

2
hMN

{
1

4

(
ηMP ηNQ + ηMQηNP − ηMNηPQ

)}
�̂hPQ

− 1

2

(
∂NhMN − 1

2
∂Mh

)(
∂Ph

MP − 1

2
∂Mh

)
,

となる．このとき，L̂GF は，

L̂GF =
1

2

(
∂NhMN − 1

2
∂Mh

)(
∂Ph

MP − 1

2
∂Mh

)
,

とする．このゲージ固定に伴うゴーストはもちろん存在するが，フェルミオンと結合していないた
め ループレベルではヒッグスポテンシャルに寄与しない．よって，ここではこのゴーストは無視
する．ωbc

M は より，

ωbc
M =

1

2
κ(∂bhc

M − ∂chb
M ) + κ2

{
−1

8
(∂Mhb

NhcN − ∂Mhc
NhbN )

− 1

4
(∂bhMNhcN − ∂chMNhbN ) +

1

4
(∂Nhb

MhcN − ∂Nhc
MhbN )

}
.

ここで， の第 項と第 項は，

√
g

(
1

2
ψ̄ieMaΓ

aDMψ − 1

2
ψ̄
←−
DM ieMaΓ

aψ

)
=

√
g

(
1

2
ψ̄ieMaΓ

a∂̃Mψ − 1

2
∂̃∗
M ψ̄ieMaΓ

aψ − 1

8
ψ̄ieMaω

bc
M{Γa,Γbc}ψ

)
,

と書き換えられるので，この第 項と第 項に と を代入すると，

√
g

(
1

2
ψ̄ieMaΓ

a∂̃Mψ

)



=
1

2
ψ̄iΓM ∂̃Mψ

− 1

4
κhMN ψ̄iΓM ∂̃Nψ +

1

4
κηMNhψ̄iΓM ∂̃Nψ

+
3

16
κ2hMPh

P
N ψ̄iΓM ∂̃Nψ − 1

8
κ2hMNhψ̄iΓM ∂̃Nψ

− 1

8
κ2ηMNhPQh

PQψ̄iΓM ∂̃Nψ +
1

16
κ2ηMNh2ψ̄iΓM ∂̃Nψ,

√
g

(
−1

2
∂̃∗
M ψ̄ieMaΓ

aψ

)
= −1

2
∂̃∗
M ψ̄iΓMψ

+
1

4
κhMN ∂̃∗N ψ̄iΓMψ − 1

4
κηMNh∂̃∗N ψ̄iΓMψ,

− 3

16
κ2hMPh

P
N ∂̃∗N ψ̄iΓMψ +

1

8
κ2hMNh∂̃∗N ψ̄iΓMψ

+
1

8
κ2ηMNhPQh

PQ∂̃∗N ψ̄iΓMψ − 1

16
κ2ηMNh2∂̃∗N ψ̄iΓMψ,

となる．ここで，
∫
d5x(−∂̃∗

M ψ̄iΓMψ) =
∫
d5x(ψ̄iΓM ∂̃Mψ) である． の第 項については，

， と より，

√
g

(
−1

8
ψ̄ieMaω

bc
M{Γa,Γbc}ψ

)
= −1

8
ψ̄i

{
1

2
κ(∂bhca − ∂chba)− 1

8
κ2(∂ahbMh M

c − ∂ahcMh M
b )

− 1

4
κ2(∂bhaMh M

c − ∂chaMh M
b ) +

1

4
κ2(∂Mhbah

M
c − ∂Mhcah

M
b )

− 1

4
κ2(∂bhcM − ∂chbM )hM

a +
1

4
κ2(∂bhca − ∂chba)h

}
{Γa,Γbc}ψ

= −1

8
ψ̄i

{
−1

8
κ2(∂ahbMh M

c − ∂ahcMh M
b )

− 1

4
κ2(∂bhaMh M

c + ∂bhcMh M
a ) +

1

4
κ2(∂chaMh M

b + ∂chbMh M
a )

}
{Γa,Γbc}ψ

=
1

32
κ2∂MhPSh

S
Q ψ̄i

{
ΓM ,ΓPQ

}
ψ,

となる．途中，{Γa,Γbc}が完全反対称であることから，中括弧内において小文字の添字について
対称な項は消すことが出来る．以上の結果をまとめると，

L̂eff = −1

2
hMN

{
1

4

(
ηMP ηNQ + ηMQηNP − ηMNηPQ

)}
�̂hPQ + ψ̄iΓM ∂̃Mψ + L̂(1)

ψ + L̂(2)
ψ .

ここで，L̂(1)
ψ と L̂(2)

ψ は，それぞれ O(h)と O(h2)の項をまとめたものであり，

L̂(1)
ψ = −1

4
κhMN ψ̄iΓM ∂̃Nψ +

1

4
κhMN ∂̃∗N ψ̄iΓMψ





したがって，右の図に対応する L̂(1)
ψ からの寄与のみを厳密に計算すると，

i

∫
d5x
(−V̂ 2-loop

Fig. 5.2

)
=
〈
1
2! i
∫
d5x1

(−1
4κhMN ψ̄iΓM ∂̃Nψ

)
i
∫
d5x2

(−1
4κhM ′N ′ψ̄iΓM ′

∂̃N ′
ψ
)〉

1PI

+
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今，hMN の伝播関数や ψ の伝播関数に関係する関数は，以下のように与えられる：
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である．これより， は，
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となる．最後から 番目の等号では，q̂E = k̂E + p̂E ⇔ ˆ̃qE = k̂E + ˆ̃pE という変数変換をし，ま
た，以下の恒等式を用いた：∫
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.

においても，θを含まない項は落とされ，kE，pE，qE，そして，�の奇関数の項はゼロにな
ることに注意すると，結局最後の項のみが残ることになる．よって，その項に対して を用
いると， 次元時空上における重力子の寄与を含むような ループ補正は，

V 2-loop
Fig. 5.2(θ) =

3

8

32κ2
4

16π4(2πR)6

∞∑
m,n=1

sin(mθ)

m4

sin(nθ)

n4
,

と求まる．ここで，V 2-loop
Fig. 5.2 = 2πRV̂ 2-loop

Fig. 5.2 であり，また，κ4(= κ/
√
2πR)は 次元時空上におけ

る重力結合定数である．以上より，重力子の寄与を考慮しても，ヒッグスポテンシャルは ループ
レベルで有限であることが確かめられた．
ここで得られた関数は，θ = 0, π において極小値を取る．しかしながら真空は θ = π のままであ

る．なぜならば，V 2-loop
Fig. 5.2 は重力結合定数の影響により V 1-loop や V 2-loop

Fig. 5.1 に比べて圧倒的に小さ
いからである．それ故， は現象論的な寄与は無い．



第 章

結論

本研究では，M4 × S1 上で量子重力に結合するような U(1) ゲージ・ヒッグス統一理論におい
て，ヒッグスポテンシャルの ループレベルでの有限性を調べた．このポテンシャルは高次元時空
上のゲージ対称性によって有限であることが期待されるが，それを厳密に保証するものは存在し
ない．したがって，摂動的にそれを確かめることが重要になる．重力子を含まないような U(1)，
SU(n)ゲージ理論においては， ループレベルでその有限性が確かめられていたが ，
重力子の寄与の評価を行なったのは本研究が初めてである．
古典レベルにおいて，重力子とフェルミオンの間の相互作用は 点と 点の 種類の結合が存在
するため，重力子の寄与を含むような ループ補正を表す図も 種類存在する．しかしながら，こ
のうち 点相互作用による図は，実際には寄与しないことがわかった．一方，もう つの図はヒッ
グスポテンシャルに寄与し，かつ，それは期待通りに有限であることが確かめられた．
この重力子による有限な寄与を表す関数は，θ = 0, πで極小値を取るようなものであった．但し，
重力結合定数が非常に小さな値であるために， ループ有効ポテンシャルによって与えられた真空
に影響を与えることはない．それにもかからわず，今回得られた結果は重要な意味を持つ．なぜな
らば，もしヒッグスポテンシャルの有限性が重力子の影響によって壊されてしまうようなことがあ
れば，ゲージ・ヒッグス統一理論は，量子重力と無矛盾な新しい物理の候補にはなり得ないという
ことになってしまうからである．これは言い換えると，ゲージ・ヒッグス統一理論は量子重力を含
むような場合でも，相変わらず強力なコンセプトのままであるということである．
また，このような理論に基づいた インフレーション模型は実際に存在し，よく調べ

られている ．その模型ではヒッグス場と高次元重力場の余剰次元成分由来のスカラー場で
あるラディオンの ループ有効ポテンシャルを解析している．ここで，インフラトンの役割を果
たすのはヒッグス場であり，ラディオンは余剰次元の安定性に関係している．よって，重力子は
ラディオンのポテンシャルにのみ寄与しており，インフラトンポテンシャルには寄与していない．
しかし， ループ補正まで考慮すると，当然今回計算したような重力子によるインフラトンポテン
シャルへの寄与が存在する．もしも，それが発散してしまっていたら，この模型の利点や予言能力
などが失われてしまうことになるため，このような模型の存在価値をより強固にするという意味で
も本研究の意義は大きいと言える．



今回の研究では，簡単のために余剰空間として S1 を想定した．但し，標準模型に含まれるよう
なカイラルフェルミオンが 次元に現れるような模型を作るためには，オービフォールド S1/Z2

が必要であるということは既に述べた．また，標準模型の性質を正確に導けるような，より現実的
な模型構築のためには，背景時空としてランドール サンドラム計量が適当であるということも現
在ではよく知られている ．したがって，このような設定においても重力子の寄与が今回の
場合と同様に有限なままであるかを確かめることは重要であり，今後の課題となる．
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付録

Z2対称性の証明

M4 × S1/Z2 上では， 種類の境界条件とそれらが同時に存在するエキゾチックなゲージ対称性
と呼ばれるものがあった．ここでは，例として考えたラグランジアン密度が，これらの境界条件の
下で不変であることを実際に確かめる．なお，並進対称性については明らかなので，Z2 対称性の
みを考える．

内部自己同型な境界条件
内部自己同型な Z2 変換の下で， が不変であることを示す．
はじめに AM に関する項に注目する．境界条件 と より，

− 1

4
FMNFMN

= −1

4

(
FμνF

μν + Fμ5F
μ5 + F5νF

5ν + F55F
55
)

= −1

4

(
FμνF

μν + Fμ5F
μ5 + F5νF

5ν
)

= −1

4

(
FμνF

μν + 2Fμ5F
μ5
)

= −1

4

{(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)
+ 2
(
∂μA5(x, y)− ∂5Aμ(x, y)

)(
∂μA5(x, y)− ∂5Aμ(x, y)

)}
Z2−−→ −1

4

{(
∂μAν(x,−y)− ∂νAμ(x,−y)

)(
∂μAν(x,−y)− ∂νAμ(x,−y)

)
+ 2
(
∂μA5(x,−y) + ∂5Aμ(x,−y)

)(
∂μA5(x,−y) + ∂5Aμ(x,−y)

)}
= −1

4

[(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)
+ 2
{
∂μ
(−A5(x, y)

)
+ ∂5Aμ(x, y)

}{
∂μ
(−A5(x, y)

)
+ ∂5Aμ(x, y)

}]
= −1

4

{(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)
+ 2
(
∂μA5(x, y)− ∂5Aμ(x, y)

)(
∂μA5(x, y)− ∂5Aμ(x, y)

)}



= −1

4
FMNFMN .

次に，φに関する項に注目する．境界条件 ， と より，

(DMφ)∗(DMφ)

=
{(

∂M + igqφAM (x, y)
)
φ(x, y)

}∗{(
∂M + igqφA

M (x, y)
)
φ(x, y)

}
=
(
∂M − igqφAM (x, y)

)
φ∗(x, y)

(
∂M + igqφA

M (x, y)
)
φ(x, y)

=
(
∂μ − igqφAμ(x, y)

)
φ∗(x, y)

(
∂μ + igqφA

μ(x, y)
)
φ(x, y)

+
(
∂5 − igqφA5(x, y)

)
φ∗(x, y)

(
∂5 + igqφA

5(x, y)
)
φ(x, y)

Z2−−→ (
∂μ − igqφAμ(x,−y)

)
φ∗(x,−y)

(
∂μ + igqφA

μ(x,−y)
)
φ(x,−y)

+
(−∂5 − igqφA5(x,−y)

)
φ∗(x,−y)

(−∂5 + igqφA
5(x,−y)

)
φ(x,−y)

=
(
∂μ − igqφAμ(x, y)

)
ηφφ

∗(x, y)
(
∂μ + igqφA

μ(x, y)
)
ηφφ(x, y)

+
{−∂5 − igqφ

(−A5(x, y)
)}

ηφφ
∗(x, y)

{−∂5 + igqφ
(−A5(x, y)

)}
ηφφ(x, y)

=
(
∂μ − igqφAμ(x, y)

)
φ∗(x, y)

(
∂μ + igqφA

μ(x, y)
)
φ(x, y)

+
(
∂5 − igqφA5(x, y)

)
φ∗(x, y)

(
∂5 + igqφA

5(x, y)
)
φ(x, y)

= (DMφ)∗(DMφ).

また，

m2
φ|φ|2

= m2
φφ

∗(x, y)φ(x, y)
Z2−−→ m2

φφ
∗(x,−y)φ(x,−y)

= m2
φηφφ

∗(x, y)ηφφ(x, y)

= m2
φ|φ|2.

最後に，ψ に関する項に注目する．境界条件 ， と より，

ψ̄iΓMDMψ

= ψ̄(x, y)iΓM
(
∂M + igqψAM (x, y)

)
ψ(x, y)

= ψ̄(x, y)iΓμ
(
∂μ + igqψAμ(x, y)

)
ψ(x, y)

+ ψ̄(x, y)iΓ5
(
∂5 + igqψA5(x, y)

)
ψ(x, y)

Z2−−→ ψ̄(x,−y)iΓμ
(
∂μ + igqψAμ(x,−y)

)
ψ(x,−y)

+ ψ̄(x,−y)iΓ5
(−∂5 + igqψA5(x,−y)

)
ψ(x,−y)

= −ηψiψ̄(x, y)Γ
5iΓμ

(
∂μ + igqψAμ(x, y)

)
ηψiΓ

5ψ(x, y)

− ηψiψ̄(x, y)Γ
5iΓ5

{−∂5 + igqψ
(−A5(x, y)

)}
ηψiΓ

5ψ(x, y)

= ψ̄(x, y)iΓμ
(
∂μ + igqψAμ(x, y)

)
ψ(x, y)

+ ψ̄(x, y)iΓ5
(
∂5 + igqψA5(x, y)

)
ψ(x, y)

= ψ̄iΓMDMψ.



途中，ψ のディラック共役の Z2 変換，

ψ̄(x, y)

Z2−−→ ψ̄(x,−y) = ψ†(x,−y)Γ0

= [ψ∗(x,−y)]
T
Γ0 =

[−ηψiΓ
5∗ψ∗(x, y)

]T
Γ0

=
[
ηψiΓ

5ψ∗(x, y)
]T

Γ0 = ηψiψ
†(x, y)Γ5Γ0

= −ηψiψ
†(x, y)Γ0Γ5 = −ηψiψ̄(x, y)Γ

5,

と， 次元のガンマ行列の代数関係を用いた．
以上で，内部自己同型な Z2 変換の下で， が不変であることを示せた．

外部自己同型な境界条件
外部自己同型な Z2 変換の下で， が不変であることを示す．但し，ここでは，B5 が偶の

Z2 パリティを持つ という要請をし，この下で理論が Z2 対称性を持つように各場の境界条
件を設定していく，というやり方で進めていく．
はじめに，φの運動項の第 成分に注目すると，

(D5φ)
∗(D5φ)

=
(
∂5 − igqφA5(x, y)

)
φ∗(x, y)

(
∂5 + igqφA

5(x, y)
)
φ(x, y)

Z2−−→ (−∂5 − igqφA5(x,−y)
)
φ∗(x,−y)

(−∂5 + igqφA
5(x,−y)

)
φ(x,−y)

=
(−∂5 − igqφA5(x, y)

)
φ∗(x,−y)

(−∂5 + igqφA
5(x, y)

)
φ(x,−y)

=
(
∂5 + igqφA5(x, y)

)
φ∗(x,−y)

(
∂5 − igqφA

5(x, y)
)
φ(x,−y).

Z2 変換前後で不変になるためには，φが を満たせば良いことがわかる．φの運動項の第 μ

成分についても同様に進めると，

(Dμφ)
∗(Dμφ)

=
(
∂μ − igqφAμ(x, y)

)
φ∗(x, y)

(
∂μ + igqφA

μ(x, y)
)
φ(x, y)

Z2−−→ (
∂μ − igqφAμ(x,−y)

)
φ∗(x,−y)

(
∂μ + igqφA

μ(x,−y)
)
φ(x,−y)

=
(
∂μ − igqφAμ(x,−y)

)
φ(x, y)

(
∂μ + igqφA

μ(x,−y)
)
φ∗(x, y).

Z2 変換前後で不変になるには，Aμ が を満たせば良い．質量項については， の下で
不変であることが簡単に示され，

m2
φ|φ|2

= m2
φφ

∗(x, y)φ(x, y)
Z2−−→ m2

φφ
∗(x,−y)φ(x,−y)

= m2
φφ(x, y)φ

∗(x, y)



= m2
φ|φ|2.

次に ψ に関する項に注目する．運動項の第 成分は，

ψ̄(iΓ5D5)ψ

= ψ̄(x, y)iΓ5 (∂5 + igqψA5(x, y))ψ(x, y)

Z2−−→ ψ̄(x,−y)iΓ5 (−∂5 + igqψA5(x,−y))ψ(x,−y)

= ψ̄(x,−y)iΓ5 (−∂5 + igqψA5(x, y))ψ(x,−y).

ここで，ψが のように変換されるのであれば，この項は Z2 変換の前後で不変となる．実際，

ψ̄(x, y)

Z2−−→ ψ̄(x,−y)

= −iψ̄c(x, y)

= −i
(−iΓ2ψ(x, y)

)T
Γ0

= −ψT (x, y)Γ2Γ0,

に注意すると， とより，

− ψT (x, y)Γ2Γ0iΓ5
(−∂5 + igqψA5(x, y)

)
Γ2ψ∗(x, y)

= iψTΓ2Γ0Γ5∂5Γ
2ψ∗ − i2gqψψ

TΓ2Γ0Γ5A5Γ
2ψ∗

= iψTΓ0Γ5Γ2Γ2∂5ψ
∗ − i2gqψψ

TΓ0Γ5Γ2Γ2A5ψ
∗

= −iψTΓ0Γ5∂5ψ
∗ + i2g∗qψψTΓ0Γ5A5ψ

∗

= −iψaΓ
0
abΓ

5
bc∂5ψ

∗
c + i2gqψψaΓ

0
abΓ

5
bcA5ψ

∗
c

= −iψ∗
cΓ

0
abΓ

5
bc∂5ψa − i2gqψψ

∗
cΓ

0
abΓ

5
bcA5ψa

= iψ∗
cΓ

5
abΓ

0
bc∂5ψa + i2gqψψ

∗
cΓ

5
abΓ

0
bcA5ψa

= iψ∗
cΓ

0
bcΓ

5
ab∂5ψa + i2gqψψ

∗
cΓ

0
bcΓ

5
abA5ψa

= iψ∗
cΓ

0
cbΓ

5
ba∂5ψa + i2gqψψ

∗
cΓ

0
cbΓ

5
baA5ψa

= ψ†Γ0iΓ5 (∂5 + igqψA5)ψ

= ψ̄(x, y)iΓ5
(
∂5 + igqψA5(x, y)

)
ψ(x, y)

= ψ̄(iΓ5D5)ψ.

ψ に関する残りの項についても， と より，

ψ̄(iΓμDμ −mψ)ψ

= ψ̄(x, y)iΓμ
(
∂μ + igqψAμ(x, y)−mψ

)
ψ(x, y)

Z2−−→ ψ̄(x,−y)iΓμ
(
∂μ + igqψAμ(x,−y)−mψ

)
ψ(x,−y)

= −iψ̄c(x, y)iΓμ
(
∂μ + igqψAμ(x,−y)−mψ

)
iψc(x, y)

= ψ̄c(x, y)iΓμ
(
∂μ − igqψAμ(x, y)−mψ

)
ψc(x, y)

= ψ̄(x, y)iΓμ
(
∂μ + igqψAμ(x, y)−mψ

)
ψ(x, y)



= ψ̄(iΓμDμ −mψ)ψ.

途中，量子電磁力学における荷電共役変換の下での不変性を用いた．
最後に，AM の運動項が と の下で，不変であることを確かめると，

− 1

4
FMNFMN

= −1

4

{(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)
+ 2
(
∂μA5(x, y)− ∂5Aμ(x, y)

)(
∂μA5(x, y)− ∂5Aμ(x, y)

)}
Z2−−→ −1

4

{(
∂μAν(x,−y)− ∂νAμ(x,−y)

)(
∂μAν(x,−y)− ∂νAμ(x,−y)

)
+ 2
(
∂μA5(x,−y) + ∂5Aμ(x,−y)

)(
∂μA5(x,−y) + ∂5Aμ(x,−y)

)}
= −1

4

[{
∂μ
(−Aν(x, y)

)− ∂ν
(−Aμ(x, y)

)}{
∂μ
(−Aν(x, y)

)− ∂ν
(−Aμ(x, y)

)}
+ 2
(
∂μA5(x, y) + ∂5Aμ(x, y)

)(
∂μA5(x, y) + ∂5Aμ(x, y)

)]
= −1

4

{(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)(
∂μAν(x, y)− ∂νAμ(x, y)

)
+ 2
(
∂μA5(x, y)− ∂5Aμ(x, y)

)(
∂μA5(x, y)− ∂5Aμ(x, y)

)}
= −1

4
FMNFMN .

以上で，外部自己同型な Z2 変換の下で， が不変であることを示せた．

エキゾチックな U(1)ゲージ理論
エキゾチックな U(1) ゲージ理論 の Z2 対称性を確かめる．ただし，物質場の質量項と
ゲージ場の運動項については自明なので，それ以外の項にのみ注目する．境界条件としては
を，U(1)チャージとしては を用いると，∑

a=1,2

(DMφa)
∗(DMφa)

= (∂M − igq1BM − ig′q′1CM )φ∗
1(∂

M + igq1B
M + ig′q′1C

M )φ1

+ (∂M − igq2BM − ig′q′2CM )φ∗
2(∂

M + igq2B
M + ig′q′2C

M )φ2

= (∂M − igq1BM − ig′q′1CM )φ∗
1(∂

M + igq1B
M + ig′q′1C

M )φ1

+ (∂M − igq1BM + ig′q′1CM )φ∗
2(∂

M + igq1B
M − ig′q′1C

M )φ2

= (∂μ − igq1Bμ − ig′q′1Cμ)φ
∗
1(∂

μ + igq1B
μ + ig′q′1C

μ)φ1

+ (∂5 − igq1B5 − ig′q′1C5)φ
∗
1(∂

5 + igq1B
5 + ig′q′1C

5)φ1

+ (∂μ − igq1Bμ + ig′q′1Cμ)φ
∗
2(∂

μ + igq1B
μ − ig′q′1C

μ)φ2

+ (∂5 − igq1B5 + ig′q′1C5)φ
∗
2(∂

5 + igq1B
5 − ig′q′1C

5)φ2

Z2−−→ (∂μ − igq1Bμ + ig′q′1Cμ)φ
∗
2(∂

μ + igq1B
μ − ig′q′1C

μ)φ2

+ (−∂5 + igq1B5 − ig′q′1C5)φ
∗
2(−∂5 − igq1B

5 + ig′q′1C
5)φ2



+ (∂μ − igq1Bμ − ig′q′1Cμ)φ
∗
1(∂

μ + igq1B
μ + ig′q′1C

μ)φ1

+ (−∂5 + igq1B5 + ig′q′1C5)φ
∗
1(−∂5 − igq1B

5 − ig′q′1C
5)φ1

= (∂μ − igq1Bμ + ig′q′1Cμ)φ
∗
2(∂

μ + igq1B
μ − ig′q′1C

μ)φ2

+ (∂5 − igq1B5 + ig′q′1C5)φ
∗
2(∂

5 + igq1B
5 − ig′q′1C

5)φ2

+ (∂μ − igq1Bμ − ig′q′1Cμ)φ
∗
1(∂

μ + igq1B
μ + ig′q′1C

μ)φ1

+ (∂5 − igq1B5 − ig′q′1C5)φ
∗
1(∂

5 + igq1B
5 + ig′q′1C

5)φ1

=
∑
a=1,2

(DMφa)
∗(DMφa).

以上でエキゾチックな U(1)ゲージ理論 の Z2 対称性が確かめられた．



付録

対角表現の存在証明

ここでは，M4 × S1/Z2 上で SU(N) ゲージ理論を考えた際の境界条件に関する表現行列
(P0, P1, U1) の同値類の中に，必ず対角行列のみのものが存在することを証明する．なお，
(P0, P1, U1)の中で独立なのは つだけなので，P0 と P1 に注目することにする．
今，P0 と P1 は，

P †
0 = P−1

0 = P0, P †
1 = P−1

1 = P1,

という関係を持つ．つまり，これらはユニタリかつ，エルミートである．そのような行列は一般に，
以下のように対角化することが出来る：

P0 = W0P
(D)
0 W †

0 , P1 = W1P
(D)
1 W †

1 .

W0 とW1 はユニタリ行列であり，P
(D)
0 と P

(D)
1 はその成分が または −1の対角行列である．こ

こで，P
(D)
0 と P

(D)
1 の成分を適当に入れ替えると，それらは，

P
(D)
0 = (

N︷ ︸︸ ︷
+1, · · · ,+1,+1, · · · ,+1,−1, · · · ,−1,−1, · · · ,−1),

P
(D)
1 = (+1, · · · ,+1︸ ︷︷ ︸

p

,−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
q

,+1, · · · ,+1︸ ︷︷ ︸
r

,−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
s=N−p−q−r

),

と書くことが出来る．
今，任意の P0 と P1 は以下のように変換することが出来る：

P0
W †

0P0W0−−−−−−→ P
(D)
0 , P1

W †
0P1W0−−−−−−→ WP

(D)
1 W †.

ここで，W (= W †
0W1)も当然ユニタリ行列である．このとき，任意の P0 と P1 を大局的なユニタ

リ変換，もしくは局所的なゲージ変換によって，同時に対角化出来るかどうかという問題は，任意
のエルミートかつユニタリな行列 P1 = WP

(D)
1 W † を大局的なユニタリ変換，もしくは局所的な

ゲージ変換によって，P0 についての幾つかの条件を満たしたまま対角化できるかという問題に言
い換えることが出来る．幾つかの条件とは，ユニタリ行列 W̃ とゲージ変換 Ω(y)があるとき，

Ω(−y)W̃ †P (D)
0 W̃Ω†(y) = P̃

(D)
0 ,



Ω(2πR− y)W̃ †(WP
(D)
1 W †)W̃Ω†(y) = P̃

(D)
1 ,

という関係が満たされているというものである．ここで，(P̃
(D)
0 )2 = I，(P̃

(D)
1 )2 = I である．以上

の問いに対する答えが肯定的であるならば，それは境界条件に関する行列の同値類に必ず対角表現
が含まれていることになる．
任意のユニタリ行列W は，

W = ei(ξ
a++Ta+++ξa+−Ta+−)eiξ

a−−Ta−−
ei(η

a++Ta+++ξa−+Ta−+),

と表すことが出来る．ξa++ ξa+− ξa−+ ξa−− ηa++ は実パラメータであり，T a++ T a+− T a−+

T a−− はその生成子である．この生成子は次の関係を満たす：

P
(D)
0 T a++ = T a++P

(D)
0 , P

(D)
1 T a++ = T a++P

(D)
1 ,

P
(D)
0 T a+− = T a+−P (D)

0 , P
(D)
1 T a+− = −T a+−P (D)

1 ,

P
(D)
0 T a−+ = −T a−+P

(D)
0 , P

(D)
1 T a−+ = T a−+P

(D)
1 ,

P
(D)
0 T a−− = −T a−−P (D)

0 , P
(D)
1 T a−− = −T a−−P (D)

1 .

ここで， に P1 = WP
(D)
1 W † を挿入し，また， を使うと，P1 は，

P1 = ei(ξ
a++Ta+++ξa+−Ta+−)eiξ

a−−Ta−−
ei(η

a++Ta+++ξa−+Ta−+)

× P
(D)
1 e

−i
(
ηb++T b+++ξb−+T b−+

)
e−iξb−−T b−−

e
−i

(
ξb++T b+++ξb+−T b+−

)

= ei(ξ
a++Ta+++ξa+−Ta+−)eiξ

a−−Ta−−
P

(D)
1 e−iξb−−T b−−

e
−i

(
ξb++T b+++ξb+−T b+−

)

= ei(ξ
a++Ta+++ξa+−Ta+−)e2iξ

a−−Ta−−
P

(D)
1 e

−i
(
ξb++T b+++ξb+−T b+−

)
,

と表すことが出来る．このとき，

W̃ ≡ ei(ξ
a++Ta+++ξa+−Ta+−), Ω(y) ≡ e−

iy
πR ξa−−Ta−−

,

と定義される W̃ と Ω(y)を使うと， と の左辺は，

Ω(−y)W̃ †P (D)
0 W̃Ω†(y) = Ω(−y)P

(D)
0 Ω†(y) = P

(D)
0 ,

Ω(2πR− y)W̃ †P1W̃Ω†(y) = Ω(2πR− y)e2iξ
a−−Ta−−

P
(D)
1 Ω†(y) = P

(D)
1 ,

というように対角になる．途中，以下の関係を使った：

P
(D)
0 W̃ = W̃P

(D)
0 , P

(D)
0 Ω†(y) = Ω(y)P

(D)
0 , P

(D)
1 Ω†(y) = Ω(y)P

(D)
1 ,

Ω(−y)Ω(y) = I, Ω(2πR− y)Ω(y) = e−2iξa−−Ta−−
.

以上で同値類の中に，対角表現が存在することを示すことが出来た．



付録

有効ポテンシャルの計算

ここでは，ループ展開によってスカラー場のポテンシャルに対する量子補正を計算する．まず，
ループ補正を計算し，その情報を用いて次に ループ補正を計算する ．このとき，得られ
た ループ補正がファインマン図的には， の真空泡の図として表されることが分かる．また，
最後にループ展開自体について議論をする．
今， 点相互作用があるような実スカラー場の理論を考える．このとき，作用は，

S[φ] =

∫
d4x

(
1

2
∂μφ∂

μφ− m2

2
φ2 − λ

4!
φ4

)
.

経路積分量子化を行うために，グリーン関数の生成汎関数を，

Z[J ] =

∫
Dφ exp

(
iS[φ] + i

∫
d4xJφ

)
∫

DφeiS[φ]
,

と定義する．J は源となる外場である．ここでは，Z[0] = 1となるように規格化をしている．Z[J ]

を J で n回汎関数微分をすると，

G(n)(x1, · · · , xn) =
1

in
δnZ[J ]

δJ(x1) · · · δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

,

というように n点グリーン関数が得られる．つまり，Z[J ]は汎関数テイラー展開することが出来，

Z[J ] =
∞∑

n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnG

(n)(x1, · · · , xn)J(x1) · · · J(xn),

となる．
この Z[J ]を用いて，

W [J ] = −i lnZ[J ],

と定義されたW [J ]は，連結グリーン関数の生成汎関数である．よって，J で n回汎関数微分をす
ると，

G(n)
c (x1, · · · , xn) =

1

in
δniW [J ]

δJ(x1) · · · δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

,



というように n点連結グリーン関数が得られ，また，

iW [J ] =

∞∑
n=1

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnG

(n)
c (x1, · · · , xn)J(x1) · · · J(xn),

と展開できる．
ここで，W [J ]と J によって，新たに場の変数を，

ϕ(x) =
δW [J ]

δJ(x)
,

と定義し，これを古典場と呼ぶ．このとき，W [J ]のルジャンドル変換により，

Γ[ϕ] = W [J ]−
∫

d4xJϕ,

と与えられる Γ[ϕ]は有効作用と呼ばれ，量子効果を取り入れた作用となっている．この Γ[ϕ]は頂
点関数の生成汎関数であるから，

Γ(n)(x1, · · · , xn) =
δnΓ[ϕ]

δϕ(x1) · · · δϕ(xn)

∣∣∣∣
ϕ=0

,

というように n点頂点関数が得られ，よって，

Γ[ϕ] =

∞∑
n=0

∫
d4x1 · · · d4xnΓ

(n)(x1, · · · , xn)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn),

と展開される．ここで，頂点において運動量が保存することを考慮すると，Γ(n)(x1, · · · , xn) の
フーリエ変換は，

Γ̃(n)(k1, · · · , kn)(2π)4δ(4)(k1 + · · ·+ kn) =

∫
d4x1 · · · d4xne

ik1x1+···+iknxnΓ(n)(x1, · · · , xn).

よって，Γ(n)(x1, · · · , xn)のフーリエ逆変換は，

Γ(n)(x1, · · · , xn)

=

∫
d4k1
(2π)4

· · · d
4kn

(2π)4
e−ik1x1−···−iknxnΓ̃(n)(k1, · · · , kn)(2π)4δ(4)(k1 + · · ·+ kn),

と表せる．これを に代入すると，

Γ[ϕ] =

∞∑
n=0

∫
d4x1 · · · d4xn

∫
d4k1
(2π)4

· · · d
4kn

(2π)4
e−ik1x1−···−iknxn

× Γ̃(n)(k1, · · · , kn)(2π)4δ(4)(k1 + · · ·+ kn)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn).



さらに，この式において ϕを定数とすると，

Γ[ϕ] =
∞∑

n=0

1

n!
Γ̃(n)(ki = 0)ϕn

∫
d4x.

ϕを定数としているので，ki = 0．また，途中，∫
d4x1 · · · d4xn

∫
d4k1
(2π)4

· · · d
4kn

(2π)4
e−ik1x1−···−iknxn(2π)4δ(4)(k1 + · · ·+ kn)

=

∫
d4x1 · · · d4xn

∫
d4k1
(2π)4

· · · d
4kn−1

(2π)4
e−ik1x1−···−ikn−1xn−1+i(k1+···+kn−1)xn

=

∫
d4x1 · · · d4xn

∫
d4k1
(2π)4

· · · d
4kn−1

(2π)4
e−ik1(x1−xn) · · · e−ikn−1(xn−1−xn)

=

∫
d4x1 · · · d4xnδ

(4)(x1 − xn) · · · δ(4)(xn−1 − xn)

=

∫
d4xn =

∫
d4x,

という計算をした．以上では， のように Γ[ϕ]を場の冪で展開し議論を進めたが，次に運動
量の冪で展開することを考える．今，全ての外線運動量がゼロとなる点のまわりで展開し，それを
位置空間で見てみると，

Γ[ϕ] =

∫
d4x

{
−V (ϕ(x)) +

1

2
Z(ϕ(x))∂μϕ∂

μϕ+ · · ·
}
,

と表すことが出来る．このとき，V (ϕ(x))と Z(ϕ(x))は ϕ(x)の関数である．運動量は位置空間で
は微分となるので，· · · には高次の微分項が含まれている．ここで，ϕを定数とすると は，

Γ[ϕ] = −V (ϕ)

∫
d4x.

この V (ϕ)を有効ポテンシャルと呼ぶ．これは明らかに，量子補正を考慮したポテンシャルである．
また， と を比較すると，

V (ϕ) = −
∞∑

n=0

1

n!
Γ̃(n)(ki = 0)ϕn,

となる．この式から分かるように，有効ポテンシャルは運動量が全てゼロの場合の n点頂点関数の
生成関数と理解することも出来る．
以上では，有効ポテンシャルの定義やその性質を見てきたが，ここからは具体的にその形を求め
る．今，W [J ]を定義した より，

eiW [J] = Z[J ] = N

∫
Dφ exp

(
iS[φ] + i

∫
d4xJφ

)
⇔ exp

(
iΓ[ϕ] + i

∫
d4xJϕ

)
= N

∫
Dφ exp

(
iS[φ] + i

∫
d4xJφ

)



⇔ eiΓ[ϕ] = N

∫
Dφ exp

(
iS[φ] + i

∫
d4xJ(φ− ϕ)

)
= N

∫
Dφ′ exp

(
iS[ϕ+ φ′] + i

∫
d4xJφ′

)
.

ここでは，簡略化のために，

N−1 =

∫
DφeiS[φ],

とした．また，φ′(= φ−ϕ)は量子ゆらぎである．以降での表記は，これも簡略化のために φ′ → φ

とする． より，

J = −δΓ[ϕ]

δϕ
,

であるから，これを の最後の式に代入すると，

eiΓ[ϕ] = N

∫
Dφ exp

(
iS[ϕ+ φ]− i

∫
d4x

δΓ[ϕ]

δϕ
φ

)
.

このとき，この式から厳密に Γ[ϕ]を求めることは出来ない．そこで，Γ[ϕ]を，

Γ[ϕ] = Γtree[ϕ] + Γ
(1)
loop[ϕ] + Γ

(2)
loop[ϕ] + · · ·

= S[ϕ] + Γ
(1)
loop[ϕ] + Γ

(2)
loop[ϕ] + · · · ,

と展開し，nループまでの情報を用いて，n + 1ループ補正を計算するという摂動的な方法を採る
ことにする．
はじめに， ループ補正を計算する．そこで， の左辺では Γ[ϕ] = S[ϕ] + Γ

(1)
loop[ϕ]，右辺

では Γ[ϕ] = S[ϕ]とすると，

ei(S[ϕ]+Γ
(1)
loop[ϕ]) = N

∫
Dφ exp

(
iS[ϕ+ φ]− i

∫
d4x

δS[ϕ]

δϕ
φ

)
.

ここで，S[ϕ]は，

S[ϕ] =

∫
d4x

(
1

2
∂μϕ∂

μϕ− m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4

)
=

∫
d4x

(
−1

2
ϕ�ϕ− m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4

)
,

であるから，

δS[ϕ]

δϕ
= −

{
(�+m2)ϕ+

λ

3!
ϕ3

}
.

また，S[ϕ+ φ]は，

S[ϕ+ φ] = S[ϕ] +

∫
d4x

[
−
{
(�+m2)ϕ+

λ

3!
ϕ3

}
φ



− 1

2
φ

(
�+m2 +

λ

2
ϕ2

)
φ− λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4

]
,

と展開できる．今，簡略化のために，

S̃[φ] ≡
∫

d4x

{
−1

2
φ

(
�+m2 +

λ

2
ϕ2

)
φ

}
,

と定義する．以上より， は，

ei(S[ϕ]+Γ
(1)
loop[ϕ]) = N

∫
Dφ exp

{
iS[ϕ] + iS̃[φ] + i

∫
d4x

(
−λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4

)}

= NeiS[ϕ]

∫
DφeiS̃[φ]

∫
Dφ exp

{
iS̃[φ] + i

∫
d4x

(
−λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4

)}
∫

DφeiS̃[φ]
,

となる．この式の右辺において， ループ補正を計算するため必要となるのは φの 次の項までで
ある．よって，

eiΓ
(1)
loop[ϕ] =

∫
DφeiS̃[φ]

=

(
det

−�−m2 − λ
2ϕ

2

i

)− 1
2

.

この両辺の自然対数をとると，

iΓ
(1)
loop[ϕ] = ln

(
det

−�−m2 − λ
2ϕ

2

i

)− 1
2

= −1

2
tr ln

−�−m2 − λ
2ϕ

2

i
.

トレースは基底に依らない量なので，ここでは位置状態を選ぶことにすると，

iΓ
(1)
loop[ϕ] = −1

2

∫
d4x〈x| ln −�−m2 − λ

2ϕ
2

i
|x〉

= −1

2

∫
d4x

∫
d4k〈x| ln −�−m2 − λ

2ϕ
2

i
|k〉〈k|x〉

= −1

2

∫
d4x

∫
d4k ln

k2 −m2 − λ
2ϕ

2

i
|〈x|k〉|2

= −1

2

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
ln

k2 −m2 − λ
2ϕ

2

i
.

途中，運動量状態の完全系を挿入した．これより，ϕを定数とするとポテンシャルへの ループ補
正は，

−iV
(1)
loop(ϕ) = −1

2

∫
d4k

(2π)4
ln

k2 −m2 − λ
2ϕ

2

i
,



というように求まる．
次に，以上で得られた ループ補正の情報を用いて ループ補正を計算する． より，
ループ補正を求めた際と同様にして，

ei(S[ϕ]+Γ
(1)
loop[ϕ]+Γ

(2)
loop[ϕ]) = N

∫
Dφ exp

(
iS[ϕ+ φ]− i

∫
d4x

δ(S[ϕ] + Γ
(1)
loop[ϕ])

δϕ
φ

)
= N

∫
Dφ exp

{
iS[ϕ] + iS̃[φ] + i

∫
d4x

(
−λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4 +

λϕ

2

∫
d4k

(2π)4
iφ

k2 −m2 − λ
2ϕ

2

)}
= NeiS[ϕ]

∫
DφeiS̃[φ]

×

∫
Dφ exp

{
iS̃[φ] + i

∫
d4x

(
−λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4 +

λϕ

2

∫
d4k

(2π)4
iφ

k2 −m2 − λ
2ϕ

2

)}
∫

DφeiS̃[φ]
.

途中， より得られる，

δΓ
(1)
loop[ϕ]

δϕ
= −λϕ

2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 − λ
2ϕ

2
,

を用いた．以上より， ループ補正は の最後の等式の 行目の部分から得られる．そこで，
その部分の分子において以下のような展開をする：

exp

{
i

∫
d4x

(
−λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4 +

λϕ

2

∫
d4k

(2π)4
iφ

k2 −m2 − λ
2ϕ

2

)}
= 1 + i

∫
d4x1

(
−λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4 +

λϕ

2

∫
d4k1
(2π)4

iφ

k21 −m2 − λ
2ϕ

2

)
+

1

2!
i

∫
d4x1

(
−λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4 +

λϕ

2

∫
d4k1
(2π)4

iφ

k21 −m2 − λ
2ϕ

2

)
× i

∫
d4x2

(
−λϕ

3!
φ3 − λ

4!
φ4 +

λϕ

2

∫
d4k2
(2π)4

iφ

k22 −m2 − λ
2ϕ

2

)
+ · · · .

ループ補正に関係するのは，この展開において φの 次以下の偶数次の項であるから 奇数次の
項は経路積分した際に消える ，したがって，

eiΓ
(2)
loop[ϕ]

=

∫
Dφ

[
eiS̃[φ]

{
1 + i

∫
d4x1

(
− λ

4!
φ4

)
+

1

2!
i

∫
d4x1

(
−λϕ

3!
φ3

)
i

∫
d4x2

(
−λϕ

3!
φ3

)
+

1

2!
i

∫
d4x1

(
λϕ

2

∫
d4k1
(2π)4

iφ

k21 −m2 − λ
2ϕ

2

)
i

∫
d4x2

(
λϕ

2

∫
d4k2
(2π)4

iφ

k22 −m2 − λ
2ϕ

2

)
+

1

2!
i

∫
d4x1

(
−λϕ

3!
φ3

)
i

∫
d4x2

(
λϕ

2

∫
d4k2
(2π)4

iφ

k22 −m2 − λ
2ϕ

2

)
+

1

2!
i

∫
d4x1

(
λϕ

2

∫
d4k1
(2π)4

iφ

k21 −m2 − λ
2ϕ

2

)
i

∫
d4x2

(
−λϕ

3!
φ3

)}]/∫
DφeiS̃[φ].



ここで，簡略化のために以下の表記を用いることにする：

〈φ(x1) · · ·φ(xn)〉 ≡

∫
DφeiS̃[φ]φ(x1) · · ·φ(xn)∫

DφeiS̃[φ]
.

また，伝播関数についても同様に，

D(x1, x2) ≡ 〈φ(x1)φ(x2)〉 =
∫

d4k

(2π)4
e−ik(x1−x2)

i

k2 −m2 − λ
2ϕ

2

と表すことにする．これより， の各項を計算していく．第 項は自明であるから，第 項よ
り考えていくと， ∫

Dφ

[
eiS̃[φ]

{
i

∫
d4x1

(
− λ

4!
φ4

)}]/∫
DφeiS̃[φ]

= − iλ

4!

∫
d4x1〈φ(x1)φ(x1)φ(x1)φ(x1)〉

= − iλ

4!

∫
d4x13{D(x1, x1)}2

= − iλ

8

∫
d4x1{D(x1, x1)}2,

となる．次に，第 項は，∫
Dφ

[
eiS̃[φ]

{
1

2!
i

∫
d4x1

(
−λϕ

3!
φ3

)
i

∫
d4x2

(
−λϕ

3!
φ3

)}]/∫
DφeiS̃[φ]

=
1

2!

(
− iλ

3!

)2 ∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)〈φ(x1)φ(x1)φ(x1)φ(x2)φ(x2)φ(x2)〉

=
1

2!

(
− iλ

3!

)2 ∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)

[
6{D(x1, x2)}3 + 9D(x1, x1)D(x2, x2)D(x1, x2)

]
=

(iλ)2

12

∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2){D(x1, x2)}3

+
(iλ)2

8

∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)D(x1, x1)D(x2, x2)D(x1, x2).

第 項は，∫
Dφ

[
eiS̃[φ]

{
1

2!
i

∫
d4x1

(
λϕ

2

∫
d4k1
(2π)4

iφ

k21 −m2 − λ
2ϕ

2

)
× i

∫
d4x2

(
λϕ

2

∫
d4k2
(2π)4

iφ

k22 −m2 − λ
2ϕ

2

)}]/∫
DφeiS̃[φ]

=
1

2!

(
iλ

2

)2 ∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)D(x1, x1)D(x2, x2)〈φ(x1)φ(x2)〉

=
(iλ)2

8

∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)D(x1, x1)D(x2, x2)D(x1, x2).



第 項は，∫
Dφ

[
eiS̃[φ]

{
1

2!
i

∫
d4x1

(
−λϕ

3!
φ3

)
i

∫
d4x2

(
λϕ

2

∫
d4k2
(2π)4

iφ

k22 −m2 − λ
2ϕ

2

)}]/∫
DφeiS̃[φ]

=
1

2!

(
− iλ

3!

)(
iλ

2

)∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)D(x2, x2)〈φ(x1)φ(x1)φ(x1)φ(x2)〉

=
1

2!

(
− iλ

3!

)(
iλ

2

)∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)D(x2, x2){3D(x1, x1)D(x1, x2)}

= −(iλ)2

8

∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)D(x1, x1)D(x2, x2)D(x1, x2).

第 項は第 項と同様に，∫
Dφ

[
eiS̃[φ]

{
1

2!
i

∫
d4x1

(
λϕ

2

∫
d4k1
(2π)4

iφ

k21 −m2 − λ
2ϕ

2

)
i

∫
d4x2

(
−λϕ

3!
φ3

)}]/∫
DφeiS̃[φ]

= −(iλ)2

8

∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2)D(x1, x1)D(x2, x2)D(x1, x2).

以上の各項の計算結果をまとめると，

eiΓ
(2)
loop[ϕ] = 1− iλ

8

∫
d4x1{D(x1, x1)}2 + (iλ)2

12

∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2){D(x1, x2)}3,

となる．この両辺の自然対数をとると，

iΓ
(2)
loop[ϕ] = ln

[
1− iλ

8

∫
d4x1{D(x1, x1)}2 + (iλ)2

12

∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2){D(x1, x2)}3

]
= − iλ

8

∫
d4x1{D(x1, x1)}2 + (iλ)2

12

∫
d4x1

∫
d4x2ϕ(x1)ϕ(x2){D(x1, x2)}3.

行目においては，

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn,

というテイラー展開をして， ループ補正に関係する第 項のみを取り出した．したがって，ϕを
定数とするとポテンシャルに対する ループ補正は，

−iV
(2)
loop(ϕ) = − iλ

8

∫
d4k1
(2π)4

∫
d4k2
(2π)4

i

k21 −m2 − λ
2ϕ

2

i

k22 −m2 − λ
2ϕ

2

+
(iλ)2

12
ϕ2

∫
d4k1
(2π)4

∫
d4k2
(2π)4

∫
d4k3
(2π)4

(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3)

× i

k21 −m2 − λ
2ϕ

2

i

k22 −m2 − λ
2ϕ

2

i

k23 −m2 − λ
2ϕ

2
,

というように求まる．途中，∫
d4x1

∫
d4x2e

−ik1(x1−x2)e−ik2(x1−x2)e−ik3(x1−x2) =

∫
d4x(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3),



図 ポテンシャルへの ループ補正を表す図

となることを用いた．
以上のように得られた の各項をファインマン図によって表すということを考えてみる．
そのとき，第 項は図 の左の図，第 項は右の図のように描くことが出来る．つまり，ポテン
シャルに対する高次の量子補正は，その理論から考えられる の真空泡の図を計算することで
求められる．
最後に，ループ展開そのものがどのような展開であるのか，ということについて少し考えてみ
る．まずその準備として，図に含まれる部分同士の関係を見る．今，考える図に含まれる内線の数
を I，頂点の数を V，そして，ループの数を Lとする．これらの量について計算の中での役割を考
えてみると，I は変数の数，V は各頂点における運動量保存による式の数，そして，Lは独立な積
分の数である．このとき，V 個の式を適当に書き換えると，その中の つは全運動量の保存を表す
式となり，これは内線を拘束しない．つまり，独立な式の数は V − 1となる．よって，一般に，

L = I − (V − 1)

= I − V + 1,

という関係が存在する．
次に，ファインマン核においてプランク定数 �をあらわに書いてみると，∫

Dφ exp

{
i

�

∫
d4x

(
L0 + Lint

)}
,

となる．L0 と Lint はそれぞれ，ラグランジアンの自由な部分と相互作用の部分である．これより，
伝播関数は �に，頂点は �

−1 に比例する寄与を与えることが分かる なぜならば，伝播関数は場の
次の項の演算子の逆数で与えられるからである ．つまり，考える図における �の次数を H とす
ると，それは，

H = I − V,

というように得られる．この式に を代入し，H と Lの関係を求めると，

H = L− 1,

となる．よって，L個のループを含むような図は，�L−1 に比例する寄与を与える．ただし，
において作用全体に �

−1 が掛かっているので，結局のところ Lループの図は �
L に比例すると考え



られる．したがって，作用 (またはポテンシャル)のループ展開は ~の冪での展開だと理解するこ
とが出来る．
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付録

無限和に関する公式

高次元ゲージ場の余剰次元成分に由来するヒッグス場 θ の有効ポテンシャルを計算する際には，
余剰次元方向の運動量が空間のコンパクト化により離散化されるため，その運動量積分が無限和に
なる．ここでは，そのようにして現れる無限和を含むような関数についての幾つかの公式を示す．
はじめに以後頻繁に使う事になるポアソン再和の公式について説明する．今，フーリエ 逆 変換

を以下のように与える： ⎧⎪⎨⎪⎩
F (x) =

∫
dk

2π
eikxF̂ (k),

F̂ (k) =

∫
dxe−ikxF (x).

このとき関数 F と F̂ は，
∞∑

m=−∞
F (m) =

∞∑
m=−∞

F̂ (2πm),

という関係を持つ． をポアソン再和の公式と呼ぶ．以降では簡略化のために，この公式を
使った場合でも無限和の変数は変更しないことにする．
ここからは実際に θ の有効ポテンシャルを計算する際に現れる関数について見ていくことにす

る．まずは以下の関数 f(θ)を計算する：

f(θ) =
1

2πR

∞∑
m=−∞

∫
d4pE
(2π)4

ln

{
p2E +

(
m

R
− θ

2πR

)2}
.

この関数 f(θ)は ループ補正の計算において現れる．今， における自然対数をパラメータ
を用いて，

lnα = −
∫ ∞

0

dss−1e−sα + const.,

というように書き換える． は両辺を αで微分すると共に 1/αになり，正しいことが示せる．
これより，

f(θ) = − 1

2πR

∞∑
m=−∞

∫
d4pE
(2π)4

∫ ∞

0

dss−1e−s{p2
E+(m

R − θ
2πR )2},



となる．このとき，θ に無関係な定数項は無視した．さらに，運動量積分について 次元極座標
d4pE = 2π2r3dr を用いると， ∫

d4pE
(2π)4

e−sp2
E =

1

16π2
s−2,

となることから，

f(θ) = − 1

32π3R

∞∑
m=−∞

∫ ∞

0

dss−3e−s(m
R − θ

2πR )2 .

ここで， に含まれる無限和について，はじめに示したポアソン再和の公式 を用いると，

∞∑
m=−∞

e−s(m
R − θ

2πR )2 =

∞∑
m=−∞

R

√
π

s
e−

π2R2m2

s −imθ

= R

√
π

s

∞∑
m=−∞

e−
π2R2m2

s

{
cos(mθ)− i sin(mθ)

}
= R

√
π

s

{
1 + 2

∞∑
m=1

e−
π2R2m2

s cos(mθ)

}
.

途中，mの奇関数の部分はなくなり，偶関数部分のみが残っている．また，第 項は θに無関係な
ので無視することにすると，

f(θ) = −
√
π

16π3

∞∑
m=1

cos(mθ)

∫ ∞

0

dss−
7
2 e−

π2R2m2

s .

最後にパラメータとして導入した sに関する積分を実行するために，s = π2R2m2/y という変数
変換をすると， ∫ ∞

0

dss−
7
2 e−

π2R2m2

s =
1

(πRm)5

∫ ∞

0

dyy
3
2e

−y

=
1

(πRm)5
Γ

(
5

2

)
=

1

(πRm)5
3
√
π

4
.

ここで，Γはガンマ関数を表す．以上より， ループ補正の計算に関係する関数 f(θ)は，

f(θ) = − 1

2πR

3

32π6R4

∞∑
m=1

cos(mθ)

m5
,

というように正則化することが出来た．
次に，ゲージボソンが関係するような ループ補正の計算において現れる関数

g(θ) =
1

2πR

∞∑
m=−∞

∫
d4pE
(2π)4

1

p2E + (mR − θ
2πR)2

,



について考える．今，f(θ)の場合と同様にパラメータ sを導入すると，

g(θ) =
1

2πR

∞∑
m=−∞

∫
d4pE
(2π)4

∫ ∞

0

dse−s{p2
E+(m

R − θ
2πR )2}

=
1

32π3R

∞∑
m=−∞

∫ ∞

0

dss−2e−s(m
R − θ

2πR )2

=

√
π

16π3

∞∑
m=1

cos(mθ)

∫ ∞

0

dss−
5
2 e−

π2R2m2

s .

途中， を用いた．ただし，θに無関係な項は既に落としてある．sの積分についても同様にす
ると， ∫ ∞

0

dss−
5
2 e−

π2R2m2

s =
1

(πRm)3
Γ

(
3

2

)
=

1

(πRm)3

√
π

2
.

よって，正則化された関数 g(θ)は，

g(θ) =
1

4π2(2πR)3

∞∑
m=1

cos(mθ)

m3
.

最後に，重力子が関係するような ループ補正の計算において現れる関数

h(θ) =
1

2πR

∞∑
m=−∞

∫
d4pE
(2π)4

m
R − θ

2πR

p2E + (mR − θ
2πR)2

,

について考える．これについても以上の場合と同様に，パラメータ sを導入すると，

h(θ) =
1

32π3R2

∞∑
m=−∞

(
m− θ

2π

)∫ ∞

0

dss−2e−s(m
R − θ

2πR )2 .

このとき，第 項の無限和は によって書き換えられる．そこで，第 項の無限和についてポ
アソン再和の公式 を用いると，

∞∑
m=−∞

me−s(m
R − θ

2πR )2

=

∞∑
m=−∞

R

√
π

s

(
θ

2π
− iπR2m

s

)
e−

π2R2m2

s −imθ

= R

√
π

s

[
θ

2π

∞∑
m=−∞

e−
π2R2m2

s

{
cos(mθ)− i sin(mθ)

}
− iπR2

s

∞∑
m=−∞

me−
π2R2m2

s

{
cos(mθ)− i sin(mθ)

}]



= R

√
π

s

[
θ

2π

{
1 + 2

∞∑
m=1

e−
π2R2m2

s cos(mθ)

}
− iπR2

s
2

∞∑
m=1

me−
π2R2m2

s

{−i sin(mθ)
}]

= R

√
π

s

[
θ

2π
+ 2

∞∑
m=1

e−
π2R2m2

s

{
θ

2π
cos(mθ)− πR2

s
m sin(mθ)

}]
.

ここでも， と同様に m の偶関数部分のみが残っている．したがって， に と
を代入すると，

h(θ) = −
√
πR

16π2

∞∑
m=1

m sin(mθ)

∫ ∞

0

ds s−
7
2 e−

π2R2m2

s

= − 3

4π2(2πR)4

∞∑
m=1

sin(mθ)

m4
.

sの積分については を用いた．
以上より，θ の有効ポテンシャルを計算する際に現れる，無限和を含むような関数を全て正則化

することが出来た．
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