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――種数 2のハンドル体タングルの量子不変量の応用―― 

 

阿 部 翠 空 星 

 
 
  キーワード：樹下のθ-グラフ 山田多項式 ハンドル体タングル ハンドル体タ

ングルの量子不変量 
 

概要 
樹下のθ-グラフは非自明な空間グラフであり，ハンドル体結び目とみなすと自明なハ

ンドル体結び目である．しかし，θ-グラフから導かれる 3 つのハンドル体タングルの

組では非自明なハンドル体タングルの組があることを示した．また，このような θ-
グラフは無限に存在することも示した． 
 
１．イントロダクション 

コンパクトな境界が 4 つある 3 次元球体をℝ! × [0,1] に埋め込むことを考える．埋

め込むときに 2 つの境界がℝ! × {0}とℝ! × {1} に異なるように埋め込む．埋め込んだ

像を種数 2 のハンドル体タングルという．3 次元空間に埋め込まれた 2 つのハンドル

体タングルが同型（アンビエント・イソトピック）であるかを判定することは重要な

問題である．ハンドル体タングルの不変量とは，ハンドル体タングル全体の集合にあ

る値またはローラン多項式を対応させる写像であって，同値なハンドル体タングルに

対しては同じ値またはローラン多項式をとるものをいう． 

 
図 1: ハンドル体タングルとその図式の例 

次の定理を得た． 
 

定理 1 . 1 . θ-グラフで非自明な空間グラフであり，自明なハンドル体結び 
目となるもので，非自明なハンドル体タングルの組を持つものが無限に 
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˜ 

存在する． 

本論文では空間グラフはθ-曲線をℝ"に埋め込んだ像で樹下のθ-グラフを扱う．θ-

グラフはハンドル体結び目とみなすと自明なハンドル体結び目である．空間グラフに対

して，山田多項式 [11] は大変強い不変量である．これにより，樹下のθ-グラフは非自明

な空間グラフであることが知られている．しかし，ハンドル体結び目とすると自明なハン

ドル体結び目となる．そこで，樹下のθ-グラフから導かれる以下の 3 つのハンドル体タ

ングルの組を扱う．全てのハンドル体タングルが自明なハンドル体タングルのときθ-グラ

フは自明なハンドル体タングルの組を持つとする．我々は樹下のθ-グラフを種数 2 のハ

ンドル体タングルの組としては自明なハンドル体タングルではないことを示す． 

 
図 2：左からθ-グラフから得られるハンドル体タングル Γ# と Γ! と Γ" 

 
この 3 つのハンドル体タングルは閉包が全て同じ空間グラフまたはハンドル体結び

目となるため [3, 4, 5, 6, 7, 10, 12] では判別できない．本定理では，この 3 つのハンド

ル体タングルのうちΓ#は自明なハンドル体タングルで，Γ!とΓ"は非自明なハンドル体

タングルであることを示す． 
 
 
２．山田多項式とイェーガー多項式 

以下，空間グラフ G とはθ-曲線を ℝ" に埋め込んだ像 (θ-グラフ）をいい，G の

正則図を D とする．G の 3 成分の associated 絡み目を L とし，L の結び目成分を+#,
+!, +"とし，これらの正則図を,#, ,!, ,"とする．また，G の辺を-#, -!, -"とし，.# =
-# ∪ -!, .! = -! ∪ -", ." = -" ∪ -#とし，これらの正則図を1#, 1!, 1"とする．さらに，

2$%を-$と-%の交差符号和(4 ≠ 6)，2$$を-$自身の交差符号和，  

2$ = −2$$ +
2$% + 2$& − 2%&

2
	, {4, 6, <} = {1,2,3} 

とし， 
2(,) = 2# + 2! + 2" 

とする． 
 

定理 2.1. 2つの空間グラフ>#と>! が同型（アンビエント・イソトピック）である必要十分

条件は正則図,#と,!が向きを保つ平面の同相写像とライデマイスター移動R1, R2, R3, 
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R4, R5を有限回使って互いに移りあうことである． 

 
図 3：ライデマイスター移動 R1, R2, R3, R4, R5 

 
２．１． 山田多項式 

 空間グラフの図式に対して，ライデマイスター移動 R1～R5 で不変である山田多項

式を定義する．この不変量は (−?)'	(@ ∈ ℤ) をかけることを除いて空間グラフの不変

量となる． 

山田多項式は空間に埋め込む前の有限グラフ G に対す 2 変数多項式から定義され

る． 

 

定義 2.2 ([11]). C$(>)をグラフ> = {D, E, F}の i 次元ベッチ数とする．G に対して，

G, Hを不定元とする多項式をI(>) = G(!(*)H("(*)として， 

ℎ(>) ≔ L(−1),|.|

.⊂0

I(> − M) 

と定める．ただし，Mは辺集号Eの部分集合で> − MはM = F, M = E の場合も含む．ま

た，|M|は集合Mの元の個数を表す． 

 

定義 2.3 ([11]). 空間グラフ>の図式を,とする．D の交差点を図 4 のように正スピ

ンO1，負スピンO,，0 スピンO2に置き換えて得られる平面グラフをステイトといい，

全てのステイトの集合をO(,)とする．このとき，D の交差点が n 個のとき，3'個のス

テイトが得られる．ステイトO ∈ O(,)に含まれる正スピン，負スピンの個数をそれぞ

れP, Qとして，{,|O} = ?3,4とする．このとき， 

R(,: ?) = L {,|O}ℎ(O)(−1,−(? + 2 + ?,#))
5∈5(7)

 

を不定元 A とするローラン多項式R(,: ?)を図式 D の山田多項式という． 

図 4：3 つのスピン 
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 実際にこの定義に従って，山田多項式を計算することは難しい．山田多項式には以

下の補題の関係式が成り立つことが知られている． 

 

補題 2.4 ([11]). 空間グラフ G の図式 D のある 1 つの交差点の近くで図 5のように

なっていて，それ以外のところではまったく同じになっている 4 つの空間グラフの図

式を表している．R(,: ?) ∈ ℤ[?, ?,#] は以下の性質がある： 

 

 

１． 

 

 

２． 

 

 

 

３． 

 

 

４．図式が非交和 ,# ⊔ ,! になっているときR(,# ⊔ ,!) = R(,#)R(,!). 

 

５．連結和,##,!になっているときR(,##,!) = (? + 1 + ?,#),#R(,#)R(,!). 

 

６．図式が 1 点共有和,# ∨ ,!になっているときR(,# ∨ ,!) = −R(,#)R(,!). 

図 5：4 つの空間グラフの図式 

 

ここで，１．の式を変形すると次の関係式が得られる． 

 

これはドゥブロブニク多項式である．よって，頂点がない絡み目の図式のときはドゥ

ブロブニク多項式を計算すればよい． 

次に空間グラフに対して，「(−?)'		(@ ∈ ℤ) をかけること」をなくすために以下のよ

うに山田多項式を補正する． 
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補題 2.5 ([11]). 以下の式は空間グラフ G から一意に定まる不変量である． 

W(,; ?) ∶= (−?)!8(7)R(,: ?) ∈ ℤ[?, ?,#]. 
 

２．２．イェーガー多項式 

次に山田多項式と空間グラフと相性がよい，イェーガー多項式を定義する．空間グ

ラフの山田多項式はイェーガー多項式で表せる．まず，空間グラフ G のバー図式,9を

定義する． 

 

定義 2.6. 図６のように空間グラフから絡み目の図式をつくる．また，交点と頂点を

除いた辺にバーを付ける．これを空間グラフのバー図式,9という． 

 

図 6：空間グラフの図式から得られる絡み目の図式 

 

例 2.7. 空間グラフの図式からバー図式を定める例．バーを付ける位置に注意する． 

図 7：空間グラフの図式から得られるバー図式 

 

定義 2.8. イェーガー多項式はバー図式,9に対して，バーに関する次の漸化式で定義

される 2 変数ローラン多項式である．ここで，D はバーがない図式を表し，Λ(\, ])は

ドゥブロブニク多項式を表す． 

 

１． 

 

２．	J	(,) = Λ(\, ] = ^ − ^,#) 
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山田多項式とイェーガー多項式の関係は以下の定理が成り立つことが知られてい

る． 

定理 2.9 ([2]). 空間グラフ G の図式を D とするとき， 

!(#: %!) = −(%" + %#")|%(')|#|)(')|*+J(#,)(* = −%-, , = %). 
ここで，|E(>)|は G の辺の数，|D(>)|は G の頂点の数を表す．さらに，θ-グラフに対

して，補正したイェーガー多項式は以下のように計算できる． 

 

定理 2.10 ([2]). 空間グラフ G の図式を D，バー図式を,9とする．D(_):"/$;<%$を 

associated 絡み目 L のジョーンズ多項式とする．このとき，以下の等式が成り立つ． 

J̀(,9) = (−?=)!8(7)J(,9)	

												= a
1

?! + ?,!
L?,>8(?&)J(1$) −

1
(?! + ?,!)!

+ D(_)

"

$;#

b .	

 この定理により1$がすべて自明な結び目な場合の山田多項式は空間グラフ G の 

associated 絡み目 L のジョーンズ多項式の値によって定まる． 

 

例 2.11. 以下の図 8の樹下のθ-グラフの associated 絡み目 L の補正した山田多項

式は 

(−?)"(−?,@ − 2?,= − 3?," − 3?,! + 2 + 3? − ?= − ?@ − ?A + ?>) 

であり，空間グラフとしては非自明なθ-グラフである． 

図 8：樹下のθ-グラフ 

 

 

３．種数 2 のハンドル体タングルの量子不変量 

[1]により，種数 2 のハンドル体タングルΓの量子不変量が以下で定義されている．

ハンドル体タングルの閉包は空間グラフ Gなので associated絡み目_ = +# ∪ +! ∪ +"
が存在する．この絡み目のうちℝ! × [0,1]のなかにある辺に 2n または 2n + 1 のハー

フツイストがある 2 成分の絡み目を(+# ∪ +!)'とする．ここで，n は+# ∪ +! の +#と

+!の共通の辺に表われる 2n または 2n + 1 のハーフツイストである．また，量子整数
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を["] = %&!/# − &$!/#(/%&%/# − &$%/#(と定める． 

定理3.1. 2 つのハンドル体タングル Γ# と Γ! が同型（アンビエント・イソトピック）

である必要十分条件は正則図,#と,!が向きを保つ平面の同相写像とライデマイスタ

ー移動 RI, RII, RIII, RIV, RV, RVI を有限回使って互いに移りあうことである． 

 

 

図9：ライデマイスター移動RI, RII, RIII, RIV, RV, RVI 
 

定理 3.2 ([1]). (+# ∪ +!)'の図式を(,# ∪ ,!)'，(,# ∪ ,!)'の全ての交点の上下を入

れ か え た 図 式 を (,# ∪ ,!)'cccccccccccccc， dBC$,E'" ,E'$((,# ∪ ,!)')を 絡 み 目 (+# ∪ +!)' の 量 子

efg!, D'" , D'$h不変量，pを3以上の整数，i = expe2j√−1/Phとし， 

m± ∶= L [@]dBC$,E((n±) =
∓2i∓"/=

i#/! − i,#/!
#IJI3,#

L i±J
$/=

J∈ℤ/3ℤ

 

m = (m1 ∙ m,) 

とするとき， 

q3
BC$(Γ) ∶= m,# L dBC$,E'" ,E'$((,# ∪ ,!)')d

BC$,E'" ,E'$e(,# ∪ ,!)'cccccccccccccch
#I'",'$I3,#

|4;L 

はハンドル体タングルΓの不変量である． 

 

本定理の重要なことは q3
BC$(Γ) の値がnの値によらないことである．さらに，この定

理は+#または+!が自明な結び目であるときに簡単に計算できるように以下の定理が

知られている． 

 

定理 3.3 ([1]). 定理 3.2. と同じ記号のもとで，+!が自明な結び目とすると， 

m,# L dBC$,E'" ,E'$((,# ∪ ,!)')d
BC$,E'" ,E'$e(,# ∪ ,!)'cccccccccccccch

#I'",'$I3,#

|4;L 	

= m,# L dBC$,E'"(,#)d
BC$,E'"(,#ccc)

#I'"I3,#

|4;L . 
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証明．ΔJ = (−1)J[s + 1]，t(4, 6, <) =
M)*+*,!M)%"!M+%"!M,%"!
M+*,*"!M)*,%"!M)*+%"!

，G = (6 + < − 4)/2，H = (4 +

< − 6)/2，] = (4 + 6 − <)/2としてすべてのt(4, 6, <)は以下の不等式を満たす： 

4 ≤ 6 + <, 6 ≤ 4 + <, < ≤ 4 + 6, 4 + 6 + < ∈ 2ℤ, 4 + 6 + < ≤ 2(P − 1). 

 

以下の等式変形でt(4, 6, <)は上記の和をとっている： 

m,# L dBC$,E'" ,E'$((,# ∪ ,!)')d
BC$,E'" ,E'$e(,# ∪ ,!)'cccccccccccccch

#I'",'$I3,#

|4;L 	

= m,# L dBC$,E'" ,E'$

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

dBC$,E'" ,E'$

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

ccccccccccccc

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

#I'",'$I3,#

|4;L 

 

 

(1) 

 

 

= m,! L L
ΔO"⋯ΔO(%"ΔO(⋯ΔO-

t(@#, @#, G#)⋯t(GJ,!, @#, GJ,#)t(GJ,#, @#, GJ)⋯t(GP , @#, @#)O",⋯,O-#I'"	,'$I3,#

	

                 

 

 

 

(2) 

 

 

= m,! L L
ΔO"⋯ΔO(%"ΔO(⋯ΔO-

t(@#, @#, G#)⋯t(GJ,!, @#, GJ,#)t(GJ,#, @#, GJ)⋯t(GP , @#, @#)O",⋯,O-#I'"	,'$I3,#
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= m,# L L
ΔO"⋯ΔO(%"

! ΔO(⋯ΔO-
t(@#, @#, G#)⋯t(GJ,!, @#, GJ,#)t(GJ,#, @#, GJ)⋯t(GP , @#, @#)O",⋯,O-#I'"I3,#

	

 

 

 

 

 

(3) 

 

 

 

	 

= m,# L L
ΔO"⋯ΔO(%"ΔO(⋯ΔO-

t(@#, @#, G#)⋯t(GJ,!, @#, GJ,#)t(GJ, @#, GJ1#)⋯t(GP , @#, @#)O",⋯,O-#I'"I3,#

	

          

 

 

 

 

(4) 

 

 

 

 

= m,# L dBC$,E'"(,#)d
BC$,E'"(,#ccc)

#I'"I3,#

|4;L . 
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〈 〉を通常のカウフマンブラケットとすると，式(1)と式(3)は以下の式から成立する： 

 

図式を連結するときはこの式を使用する．式(2)は以下の式から成立する[10]： 

 

式(4)はt(4, 6, <) = t(6, <, 4) = t(<, 4, 6) = t(6, 4, <) = t(4, <, 6) = t(<, 6, 4)と以下の式から

成立する[8]： 

 

最後の式は式(4)のすべての3価頂点に上記の式を適用すれば求められる．    □ 

 

上記の定理で重要なのは2成分絡み目Lの量子efg!, D'" , D'$h不変量は2成分の絡み目の

各成分にジョーンズ‐ウェンツェル冪等元を代入したカウフマンブラケットと以下の

関係があることである： 

../&,)'()(,)'&)((/) = (−1)1(*1&〈/[1(,1&]〉. 
例 3.4. 2成分の絡み目の各成分にジョーンズ-ウェンツェル冪等元を代入するとは以

下のような操作のことである． 

 

図10：絡み目図式にジョーンズ-ウェンツェル冪等元を代入する例 
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４．主結果 

空間グラフGから得られるハンドル体タングルの組を定義する．樹下のθ-グラフを

GとするとGの辺を2つ選びカットしてタングルにすることができる．このタングルは

Gから3つできる．これをGから得られるハンドル体タングルの組{Γ#, Γ!, Γ"}という．

Γ#, Γ!, Γ"がすべて自明なハンドル体タングルとなるとき，{Γ#, Γ!, Γ"}は自明なハンドル体

タングルの組という． 

 

定理 4.1. θ-グラフGで非自明な空間グラフであり，自明なハンドル体結び目である

もので，{Γ#, Γ!, Γ"}が非自明なハンドル体タングルの組となるものが存在する． 

証明．例2.11より以下のθ-グラフは非自明な空間グラフである． 

 

 

 

 

 

 

 

 

図11：樹下のθ-グラフ 

 

図12：樹下のθ-グラフから得られるハンドル体タングルの組{Γ#, Γ!, Γ"} 

 

以下の変形によりハンドル体結び目では自明なハンドル体結び目である： 

 

図13：樹下のθ-グラフは自明なハンドル体結び目となる 
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同様の変形によりΓ#は自明なハンドル体タングルである．しかし， 

q@
BC$(Γ!) = q@

BC$(Γ") =
3
10
⎝

⎛−7 − √5 − √−1ÅÇ
85
2
+
31√5
2

Ñ

⎠

⎞ 

である．従って，{Γ#, Γ!, Γ"}は非自明なハンドル体タングルの組である．          □ 

 

定理4.2. 定理1.1.は正しい． 

証明．以下のθ-グラフを考えれば良い．ℓ = 1のときは定理4.1.で示されているので，

ℓ ≥ 2の場合を示す． 

図14：白い箱には2ℓ個の交点がある． 

 

図15：樹下のθ-グラフから得られるハンドル体タングルの組{Γ#, Γ!, Γ"} 

 

山田多項式の定義から以下の式(5)が成り立つ： 

 

(5) 

 

 

この式よりℓ = 2のとき補正した山田多項式は以下の式になり非自明な空間グラフで
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ある． 

(−?)"(−1 − ?,S − 3?,> − 5?,T − 8?,A − 5?,@ − 3?,= + 2?," + 2?,! + 2?,# + ?!

+ 2?" − ?T − ?> + ?#2). 

ℓ = 3のとき補正した山田多項式は以下の式になり非自明な空間グラフである． 

(−?)@(−?,#" − 3?,#! − 7?,## − 13?,#2 − 13?,S − 14?,> − 3?,T − ?,A + 5?,@ − 4?,=

− ?," − 4?,! + ?	 + ?! + 2?= + 2?@ − ?S − ?#2 + ?#!). 

ℓ = 4のとき補正した山田多項式は以下の式になり非自明な空間グラフである． 

(−?)T(−?,#T − 3?,#A − 9?,#@ − 19?,#= − 25?,#" − 35?,#! − 23?,## − 24?,#2 − 8?,S

− 23?,> − 10?,T − 21?,A + 3?,@ + 3?,= + 11?," − 6?,! − 2?,# + 2?

− ?! + ?" + 3?= − 2?@ + 2?T + 2?> − ?## − ?#! + ?#=). 

以下，ℓ ≥ 5の場合を考える．ℓ-フルツイストした図14の空間グラフの山田多項式に

? = √−1 を代入した値を\!ℓとする．自明な空間グラフならば\!ℓ = 0である．式(5)か

ら以下の漸化式が成り立つ： 

\!ℓ = −\!ℓ,! − \!ℓ,= + \!ℓ,A. 

\!ℓ = 0と仮定すると，\!ℓ,! + \!ℓ,= = \!ℓ,Aが成り立つ．さらにこの漸化式を計算して

\!ℓの値を求める． 

\!ℓ,! + \!ℓ,= = −\!ℓ,= − \!ℓ,A + \!ℓ,> + \!ℓ,=	

\!ℓ,A = −\!ℓ,A − \!ℓ,>	

\!ℓ,A =
1
2
\!ℓ,>	

\!ℓ = 4 ∙ ä
1
2
ã
ℓ,#

≠ 0 

よって，任意の ℓ ≥ 5 に対して，\!ℓ ≠ 0なので任意の ℓ ≥ 2 に対して図14の空間グ

ラフは非自明な空間グラフである．次に定理4.1.の図 13 と同様の変形で自明なハン

ドル体結び目となる．同様の変形でΓ#は自明なハンドル体タングルとなる． 

Γ!とΓ"は(,# ∪ ,!)'と(,# ∪ ,!)'cccccccccccccc を適切に連結してカービー移動のハンドルスライ

ドとフェン-ルーク移動と定理3.3.を使うと，(+# ∪ +!)'は成分が1つ減り，(2ℓ, 2)-ト

ーラス結び目となる．mを(2ℓ, 2)-トーラス結び目のアレクサンダー多項式Δ(^)の零点

の1つとすると 

f-limq3
BC$(Γ!) = f-limq3

BC$(Γ") =
(1 − m,#)=

16ΔV(m)
. 

従って，{Γ#, Γ!, Γ"}は非自明なハンドル体タングルの組である．             □ 
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