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研究成果の概要（和文）：次数に欠落があるにも拘わらず完全系をなす新しいタイプの直交多項式が2008年の発
見以降精力的に研究され，報告者達はこの新しいタイプの直交多項式である多添字直交多項式を基本的な多項式
に対して構成してきた。この新しいタイプの直交多項式では通常の直交多項式の特徴付けである3項関係式は成
り立たず，より項数の多い再帰関係式が成り立つ事が期待されていたが，それを具体的に示す事ができ，また，
それを利用した生成消滅演算子の構成も行った。この研究や多添字直交多項式のリストを増やす研究は，量子力
学的定式化を用いて行われ，新しい解ける量子力学模型も数多く得られた。

研究成果の概要（英文）：A new type of orthogonal polynomial, which forms a complete set in spite of 
missing degrees, has been energetically studied since the discovery in 2008, and the reporters have 
constructed this new type of orthogonal polynomial, multi-indexed orthogonal polynomial, for 
fundamental polynomials. For this new type of orthogonal polynomial, the three term recurrence 
relation, which is the characterization of ordinary orthogonal polynomial, does not hold, and 
certain recurrence relations with more terms were expected. We obtain them explicitly and the 
creation/annihilation operators are constructed by using them. This research and research to 
increase the list of multi-indexed orthogonal polynomials are done by using quantum mechanical 
formulation and many new exactly solvable quantum mechanical models are obtained.

研究分野：物理学（数理物理学，素粒子理論）
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
(1) 解ける量子力学模型には多くの場合に
直交多項式が現れるが，通常の Schrödinger
方程式は 2 階の微分方程式である事から直
交多項式も 2 階の微分方程式を満たし，その
様な多項式は Hermite, Laguerre, Jacobi の
多項式しか存在しないという定理があるた
め，新しい解ける模型を構成する事は困難と
思われていた。 
(2) 2 階微分を 2 階差分に置き換える事で
Askey スキームの直交多項式が数学者によっ
て得られていたが，報告者達はその様な直交
多項式が現れる系を量子力学的に捉えて“離
散量子力学”と名付けて研究してきた。 
(3) 2008年に提案された新しいアイディアは，
通常の直交多項式は全ての次数が揃ってい
て完全系を成しているが，次数に欠落がある
にも拘わらず完全系を成して2階の微分方程
式を満たす直交多項式を構成しようという
ものであり，この新しい直交多項式は例外直
交多項式と名付けられた。報告者達は，ℓ次
式から始まるその様な直交多項式を，量子力
学的定式化を用いて新しい解ける量子力学
模型を構成する事により，得る事ができた。
最初は形状不変性を用いて解ける模型を目
の子で発見したのであるが，次には仮想状態
除去法という系統的な構成方法を考案して，
Laguerre, Jacobiに対する新しい直交多項式
を得て，多添字直交多項式と名付けた。この
方法は 2 階の差分方程式を満たす Wilson, 
Askey-Wilson, Racah, q-Racah にも拡張する
事ができた。 
 
２．研究の目的 
例外直交多項式・多添字直交多項式という新
しい直交多項式及び関連する量子力学系に
ついて更に広く深く研究して行く。 
(1) 新しい直交多項式の構成及び諸性質を
明らかにする。 
① Askey スキームの最上位に位置する多項
式に対して例外・多添字直交多項式を構成し
たが，Askey スキームの下位の色々な多項式
に対しても例外・多添字直交多項式の構成が
可能かどうかを調べる。また，その性質を調
べる。 
② 通常の直交多項式が素直に現れる量子力
学系ではシヌソイダル座標が閉関係式を満
たし，生成消滅演算子を自然に構成出来る事
は報告者達によって示されたが，例外・多添
字直交多項式が現れる系でも生成消滅演算
子を自然に構成する事が出来るかを明らか
にする。 
(2) 新しい直交多項式関連する量子力学系
についての知見を得る。 
① Schrödinger 方程式と Fokker-Planck 方
程式との対応から，解ける量子力学模型の具
体例は厳密に解ける確率過程を与え，力学変
数が離散変数のものは出生死亡過程を与え
るが，今回無数の解ける量子力学模型が得ら
れたので，この様な解釈を行ってみる。 

② 通常の直交多項式が現れる模型において，
それを例外・多添字直交多項式に置き換えた 
場合に興味深い物理模型が得られるかどう
かを調べる。 
 
３．研究の方法 
(1) Askey スキームの最上位に位置する多項
式に対して例外・多添字直交多項式を構成し
たが，Askey スキームの下位の色々な多項式
に対しても例外・多添字直交多項式の構成が
可能かどうかを, 解ける量子力学模型を構
成する事で調べる。 
① 実数シフトの離散量子力学において，
(q-)Racah 多項式が現れる系を基にして，形
状不変な解ける模型及び例外・多添字直交多
項式を構成したが，Askey スキームの下位の
色々な多項式が現れる系に対して，仮想状態
除去法を用いて形状不変な解ける模型及び
例外・多添字直交多項式が構成出来るかを調
べる．(q-)Racah 多項式は座標の取り得る値
が有限個であったが，Askey スキームの下位
の多項式では座標の取り得る値が無限個の
系もあり，その場合には有限個の場合とは違
った特徴が現れる事が予想される。 
② 虚数シフトの離散量子力学において，
(Askey-)Wilson 多項式が現れる系を基にし
て，形状不変な解ける模型及び例外・多添字
直交多項式を構成したが，Askey スキームの
下位の色々な多項式が現れる系に対して，仮
想状態除去法を用いて形状不変な解ける模
型及び例外・多添字直交多項式が構成出来る
かを調べる。得られた系が非特異であるため
の条件の解析は困難が予想される。 
③ 仮想状態の条件を少し緩めた擬仮想状態
を除去しようとした場合に，複数個の擬仮想
状態を除去して非特異な系を得るための条
件を，通常の量子力学系に関して考察する。 
(2) 通常の直交多項式が素直に現れる量子
力学系ではシヌソイダル座標が重要な役割
を果たしていたが，例外・多添字直交多項式
が現れる系でもその性質が引き継がれてい
るかを明らかにする。 
① 通常の直交多項式が素直に現れる量子力
学系ではシヌソイダル座標が閉関係式を満
たし，それを用いて生成消滅演算子を自然に
構成出来る事は報告者達によって示された
が，例外・多添字直交多項式が現れる系でも
生成消滅演算子を自然に構成する事が出来
るかを明らかにする。 
② 通常の直交多項式が現れる元の系では，
シヌソイダル座標を用いた統一的な理解が
可能であったが，ポテンシャル関数の分母部
分を拡張する事により，例外・多添字直交多
項式が現れる系に対しても同様な統一的な
理解が可能かどうかを考察する。 
③シヌソイダル座標を用いた離散量子力学
系の統一的な取り扱い具体例編は，かなりの
部分の計算が終わっているのであるが，報告
者達の精力が例外・多添字直交多項式に移っ
てしまったために放置されており，これを完



成させる。 
(3) 応用的な話題として 
①実数シフトの離散量子力学系で様々な解
ける模型が得られたので，これを出生死亡過
程と解釈して，興味深い性質がないかを調べ
てみる。 
②実数シフトの離散量子力学系で様々な解
ける模型が得られたので，これを出生死亡過
程と解釈して，興味深い性質がないかを調べ
てみる。 
 
４．研究成果 
(1) 新しい多添字直交多項式と解ける量子
力学模型の構成 
① Meixner, リトル q-Laguerre, リトル 
q-Jacobi 多項式で記述される実数シフトの
離散量子力学系に仮想状態除去法を適用し
て新しい解ける量子力学系を得る事で，
Meixner, リ ト ル q-Laguerre, リ ト ル 
q-Jacobi の多添字直交多項式を構成した。以
前に構成した(q-)Racah 多添字直交多項式の
場合との違いは，それらが有限系であったの
に対して今回のものは無限系である点であ
る。仮想状態ベクトルは(q-)Racah の場合で
は座標の最大端点でSchrödinger方程式を満
た し て い な か っ た 。 今 回 の も の は
Schrödinger 方程式を全ての点で満たしてい
るが，無限系である事からノルムが無限大に
なっている。[論文③] この成果は直交関係
式がJackson積分で与えられる系を考える際
に役立つと思われる。 
(2) 多添字直交多項式の性質 
① 通常の直交多項式の特徴付けとして 3 項
関係式があるが，例外・多添字直交多項式は
通常の多項式ではないため3項関係式を満た
さない。3 項関係式に相当する再帰関係式が
あるだろうと推測はされていたが，一番簡単
な場合にしか分かっていなかった。多添字直
交多項式は元の直交多項式にDarboux変換を
繰り返し施す事で得られるが，この点に着目
し て ， Laguerre, Jacobi, Wilson, 
Askey-Wilson の M 添字直交多項式が 2M+3 項
の再帰関係式を満たす事を示す事が出来た。
この場合には再帰関係式の係数は変数に依
存している。[論文⑬] 
直交多項式の性質を調べる際や応用の際に，
定数係数の再帰関係式が役立つ。Laguerre, 
Jacobi, Wilson, Askey-Wilson の多添字直交
多項式が満たす定数係数の再帰関係式の予
想を与え[論文⑧] ，Laguerre, Jacobi の場
合に照明を与えた[論文⑥]。 
この定数係数の再帰関係式を利用して，
Laguerre, Jacobi, Wilson, Askey-Wilson の
多添字直交多項式が現れる解ける量子力学
系が一般化された閉関係式を満たし，生成消
滅演算子を自然な方法で構成できる事を示
した。[論文④] 
これらの結果は，研究計画時には何らかの再
帰関係式は存在するであろうがそれを求め
る方法は皆目見当もつかなかったため，研究

計画には述べられていないものである。また，
論文⑧は，科研費を用いて参加したスペイン
での研究会で情報を仕入れ，アイディアの着
想を得たものである。論文⑬の成果は，この
分野の創始者達のグループに影響を与え，他
の多項式へと応用された。 
② 多添字直交多項式は仮想状態の次数とタ
イプという添字でラベルされているが，異な
る添字を持つ多添字多項式が同じ多項式(但
しパラメータはずれている)を与える場合が
ある事を示した。[論文⑩] これは，科研費
を用いて参加した台湾での研究会で情報を
仕入れ，アイディアの着想を得たものである。 
③ 多添字直交多項式は Darboux 変換を繰り
返し用いて構成されたるので，ロンスキアン
またはカソラティアンの形で表されている。 
Laguerre, Jacobiの多添字直交多項式に対し
て，元の多項式の性質や行列式の性質を用い
て，より簡単な行列式表示を与えた[論文②]。 
Wilson, Askey-Wilson, Racah, q-Racah の多
添字直交多項式に対しても，形状不変性の帰
結である元の多項式の前進・後進シフト関係
式やカソラティアンの性質を用いて，新しい
行列式表示を与えた。[論文①]  
(3) 解ける量子力学模型の性質 
① 仮想状態を種関数とした Darboux 変換は
元の系と等スペクトルな系を与えるが，少し
条件を緩めた擬仮想状態を種関数とした
Darboux 変換は元の系に状態を追加した系を
与える事を示し，様々な解ける模型にどの様
な仮想状態・擬仮想状態が存在するかを調べ
た。ロンスキアンの恒等式を利用して全体の
スペクトルを明らかにした[論文⑮]。離散固
有状態が有限個しか存在しない解ける模型
を調べ，新しい種類の仮想状態を見い出した
[論文⑭]。虚数シフトの離散量子力学に対し
ても，様々な解ける模型に対して擬仮想状態
を与え，カソラティアンの恒等式を利用して
全体のスペクトルを明らかにした[論文⑪]。
これらの結果は他の研究グループに影響を
与え，類似の結果が得られている。 
② 解ける模型から新しい解ける模型を得る
方法として，Darboux 変換の他に Abraham- 
Moses 変換がある。Darboux 変換を用いて多
添字直交多項式を得る際に利用した仮想状
態波動関数を一般化したものを種関数とす
る Abraham-Moses 変換を考察した。得られる
系は非多項式型の固有関数を持つ。[論文⑫] 
③ Askey スキームに現れる直交多項式で励
起状態が記述される離散量子力学模型を，シ
ヌソイダル座標を用いて統一的に理解する
論文を 2010 年に出版した。その新しい具体
例を，虚数シフトの離散量子力学模型に対し
て与えた。これは離散固有状態が有限個の系
で，パラメータ q の絶対値が 1 の Askey- 
Wilson 多項式で励起状態が記述され，基底状
態は q 量子ダイログ関数を用いて表される。
[論文⑨] この結果は数学者にも影響を与
えている。 
④ 虚数シフトの離散量子力学模型で，無反



射ポテンシャルを系統的に構成する方法を
与えた。ソリトンポテンシャルの離散量子力
学を更に詳細に調べ，反射係数・透過係数の
予想を与えた。[論文⑦] この研究では q超
幾何関数の接続公式に対する考察が必要と
なるが，数学者との議論が促進された。 
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