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研究成果の概要（和文）：本研究では, グラフのマッチングと呼ばれる組合せ論的対象を中心に, 数え上げ組合
せ論の手法を用いて研究を進め, 組合せ論に関連するいくつか研究成果を得ました.
直接マッチングに関連する研究成果としては, 既約ピタゴラス数をマッチング数と呼ばれる不変量で実現するよ
うなグラフの三つ組の構成について, ある条件の下ではただ一組しかないことを示しました.  また, 直接マッ
チングには関連しない周辺分野においては, ヤング図形の組合せ論的性質に関していくつかの研究成果を得まし
た.

研究成果の概要（英文）：We studied on matchings ingraphs mainly, and obatained some results on 
enumerative combinatorics by this research. 
We showed the uniqueness of the family of triples whose mathing numbers are pitagorian tripes in 
some condition. We also obtained some results on Young diagrams and Young tableaux.

研究分野：数え上げ組合せ論

キーワード： 母関数　数え上げ　ヤング図形　マッチング　組合せ論
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１．研究開始当初の背景 
本研究が研究対象にするのは, マッチングや
二分木, またそれらに関連する組合せ論的対
象であり, 特に, 全単射の構成や重み付き母
関数といった数え上げ組合せ論的な性質に
興味がある.  (1)で述べるように, マッチン
グと呼ばれるものは比較的代数的に取り扱
いやすい組合せ論的対象の一つである. また, 
(2)で述べるように, その重み付き母関数の
うちのいくつかは応用上有用なものもあり
よく研究されている.  一方で, (4)で述べる
二分木のある不変量の総和を与える公式は, 
組合せ論の観点から興味深い形をしている
が組合せ論的な研究はあまり進んでいるよ
うには見えない.  しかしながら, (3)で述べ
るように, マッチングと二分木の間には対応
がある.  マッチングと二分木の間の対応を
うまく構成をすれば, その不変量をより代数
的に扱いやすいマッチングの言葉に翻訳で
きる可能性がある.   
 
(1) グラフが与えられた時, ある頂点から伸
びる辺の数のことをその頂点の次数と呼ぶ.  
完全マッチングというのは, どの頂点の次数
もちょうど 1 であるようなグラフのことで
ある.  以下の説明ではグラフの頂点には 1 
から 2n までのラベルが振られているもの
とする.  このとき, 完全マッチングは 2n 
次対称群の剰余類として実現することがで
き, 代数的に取り扱うことも出来る.  また, 
完全マッチングは二部グラフの最も簡単な
例のうちの一つとして捉えることもでき, 基
本的な研究対象のうちの一つである.  完全
マッチングは, グラフ理論的な興味からの研
究, 最適化問題の様な応用分野からの研究な
ど様々な視点からの様々な研究が行われて
いる. 
 
(2) Pfaffian や Hafnian と呼ばれる多項式
は, Determinant や Permanent の類似物
と考えることができる.  一方, Pfaffian や 
Hafnian は完全マッチングの重み付き母関
数として定義できる多項式である. Pfaffian 
についても多くの研究があり, その文脈の中
でも完全マッチングについて研究がされて
いる. また, Pfaffian や Hafnian の類似物 
(α というパラメータが入っておりそのパラ
メータを退化させると通常の Pfaffian や 
Hafnian と一致するという性質をもつ多項
式) も定義されており, 例えば, 実 Wishart 
分布と呼ばれる実対称行列の確率分布での
モーメントと呼ばれる不変量を記述するた
めに用いることができる. これらの類似物も, 
完全マッチングの重み付き母関数として定
義できる. 
 
(3) 根と呼ばれる頂点が一つ指定されており, 
根の次数は 2 か 0, それ以外の頂点の次数
は 1 か 3 である様な連結なグラフのこと
を根付き非順序全二分木と呼ぶ. 次数が 1 

以下である頂点のことを葉と呼ぶが, 葉に 1 
から m までのラベルが一つづつ振られてい
るものをここでは非順序二分木と呼ぶ. これ
らは文脈によっては (距離の入っていない) 
系統樹と呼ばれることもある. 頂点の数が 
2(m − 1)である様な完全マッチングの総数
と葉の数が m である様な非順序二分木の総
数は等しくなることが知られている. 従って, 
頂点の数が 2(m − 1) である様な完全マッ
チングのなす集合と葉の数が m である様な
非順序二分木のなす集合の間には全単射が
存在することがわかるが, その具体的な対応
の与え方がいくつか知られている.   
 
(4) 一方, 情報理論分野における研究では, 1
対多の暗号プロトコルの効率の研究という
文脈において, `通信コスト' と呼ばれる非順
序全二分木の不変量を扱われており, この不
変量の非順序全二分木に渡る総和などにつ
いて研究されている.  この `通信コスト' の
総和を与える公式は, 組合せ論の観点から興
味深い形をしている.  しかし, この不変量
を保存するような, 全単射についての議論は
されていない. 
 
２．研究の目的 
本研究では, 数え上げ組合せ論の視点から組
合せ論的対象の性質について研究を行う .  
特に完全マッチングやそれに関連または類
似する組合せ論的対象の組合せ論的性質に
ついて研究を行う.  研究対象の重み付き母
関数として定義されるようないくつかの関
数の振る舞いについて観察をすることで, そ
の不変量や組合せ論的性質を代数的な視点
から考察する.  一般に, 重み付き母関数は
その重みの定義の仕方により様々なものが
定義できる.  重み付き母関数として定義で
きる関数の中には, 情報科学や統計学の文脈
でも考察されているものもある.  本研究で
得られた組合せ論的な性質や振る舞いをそ
れぞれの分野へフィードバックすることで, 
他分野への応用することや新たな数学的問
題の発掘するといったことも試み, 研究の深
化に貢献するということが本研究の目的で
ある. 
 
３．研究の方法 
本研究では, 組合せ論的対象の不変量やそ
れを保存する全単射, 重み付き母関数など
数え上げ組合せ論の手法を用いて研究を行
う.  当初の研究計画における, 主たる研究
対象は非順序二分木と完全マッチングであ
る.  非順序二分木と完全マッチング自体や
非順序二分木と完全マッチングの間の全単
射について研究を行い, さらにその研究で
得られた知見を生かし, 関連するまたは類
似する組合せ論的対象に対しても考察を行
い研究を行う.   
非順序二分木と完全マッチングに対して行
う研究では, それらの間の全単射を構成し, 



非順序二分木の不変量を完全マッチングへ
翻訳し, より扱いやすい形に書き直すこと
がひとつの目標である.  目的に沿った良い
対応を構成するために, まず, 計算実験な
どで完全マッチングの組合せ論的な性質を
精査し, 構成すべき対応が持つべき性質を
調べ, 理論的かつ具体的に対応を構成する
際の足掛かりとする.   
その一方で, 研究をより深みのあるものに
し, 他分野への応用などのきっかけを得ら
れるよう, 関連する分野の研究者と議論を
するということも積極的に行う.  より良い
対応の構成といった計画に直接関係するこ
との他, 得られた成果の他分野への応用な
ども視野に入れ議論をする.  そのため, 周
辺分野への研究集会等へも参加や, 研究集
会の開催するなどする. 
 
４．研究成果 
(1) マッチング数とピタゴラス数に関する
成果: 
マッチング数もしくは Hosoya index という
名前で呼ばれるグラフの不変量はそのグラ
フの中の(完全とは限らない)マッチングの
総数として定義される.  特に, 毛虫グラフ
と呼ばれる特別な木グラフのクラスを考え
ると, マッチング数は連分多項式などと密
接に関連しており大変興味深い.  マッチン
グ数を考えるとピタゴラス数になるような
毛虫グラフの三つ組について考察した.  
ピタゴラス数が与えられた時に, 拡張ユー
クリッド互除法から得られるデータを元に
毛虫グラフを構成し, その毛虫グラフのコ
ピーを2つ作り, 芯と呼ばれるグラフの三つ
組に貼り合わせることで, マッチング数が
与えられたピタゴラス数になるような毛虫
グラフの三つ組を構成できることが知られ
ている.  既約ピタゴラス数を脚の長さの比
により2つのクラスにうまく分類すると, マ
ッチング数がピタゴラス数になるようなグ
ラフを構成する際に必要となる芯を, それ
ぞれのクラスにおいて共通に取ることがで
きることが知られており具体的に与えられ
ている.  共通の芯を用いて, マッチング数
が既約ピタゴラス数になるような毛虫グラ
フ達を構成することを考えた時, 芯となり
うるグラフの三つ組の唯一性を示すことが
できた.  また, さらに, 毛虫グラフを貼り
合わせるという仮定を外し, 毛虫グラフと
は限らない一般のグラフを貼り合わせると
いう条件に置き換え, 一般化した設定にし
ても, 芯の候補の唯一性は変わらないとい
う結果を得た.  この結果により, ある種の
対称性を持ったグラフのマッチング数でピ
タゴラス数を表そうとすると, そのグラフ
の形状は限られたものであるという事がわ
かる. 
これらのグラフに関する重み付き母関数が
どのような振る舞いをするかについては今
後の課題である. 

 
(2) ヤング図形上の集合値半標準盤および
逆平面分割の重み付き母関数に関する成果:  
ヤング図形上の集合値半標準盤および逆平
面分割(reverse plane partitions)の重み付
き母関数は, Schur 多項式の K 理論版である
と思うことができる様な多項式であり, そ
れ ぞ れ Grothendieck 多 項 式 , dual 
Grothendieck 多項式と呼ばれている .  
Schur 多項式にはその無限和に関する公式と
して, Cauchy公式と呼ばれるものがよく知ら
れている.  Grothendieck 多項式に対する同
様の公式を Lascoux と Naruse が与えている.  
この公式は重み付き母関数に対する等式で
あるので, 重みを保存する全単射の存在を
示唆する.  一方で別の文脈において, 
bumping と sliding というよく知られたア
ルゴリズムを組み合わせることで, 集合値
半標準盤と逆平面分割の間の全単射を与え
るアルゴリズムが, Bandlow と Morse により
構成されている.  このアルゴリズムの性質
を考察することで, Lascoux と Naruse によっ
て与えられた重み付き母関数に対する等式
の別証明を与えることができるということ
を指摘した. 
 
(3) 小圏を用いた数え上げ組合せ論的対象
に関する成果: 
代数的組合せ論の分野で広く研究されてい
るアソシエーションスキームの圏論的視点
からの拡張である schemoid について研究を
行った.  特に, schemoid の構造をもつ小圏
を与えられた半順序集合から構成する方法
を与えるということ, 及び, schemoidの構造
を保存するような関手のなす圏についての
研究を行い成果を得た.   
 
① Schemoid の構造を保存するような関手の
なす圏について: 
Schemoid の 構造を持つ亜群から別の
schemoid への関手について考える.  この関
手のなかで schemoid の構造を保つものは限
られており, そのような関手の特徴付けを
与えることができた.  より具体的には, 次
の様になっている:  あるアルゴリズムによ
り亜群の schemoid 構造から別の亜群を構成
する.  Schemoid の構造を持った亜群から新
しく構成した亜群への自然な関手が存在す
る.  この関手と, 新しく構成した亜群から
別の schemoid への関手の合成は, schemoid
の構造を保つ関手である.  逆に, schemoid
の構造を保つ関手は必ずこの様な分解を持
っている. 
この特徴付けにより, Schemoidの構造を持つ
亜群から別の schemoid への関手のうち
schemoid の構造を保つものを対象とし, 
schemoid の構造と互換性のある自然変換を
射とするような圏に対する考察が容易にな
る.  特に, Schemoid の構造を持つ亜群から
構成された亜群からの関手圏を考えること



に帰着できることがわかる. 
 
② 半順序集合からschemoidを構成する方法
について: 
Bool 束をプロトタイプとして, Bool 束の様
な性質をもつ半順序集合から schemoid を構
成する方法を与えた.  具体的には, Bool 束
には差集合をとるという操作があるが, こ
れを抽象化した公理を満たす演算を持つ半
順序集合に対し, schemoidを構成する方法を
与えた.  また, Bool 束には直和をとるとい
う操作があるが, これを抽象化した公理を
満たす演算を持つ半順序集合に対しても, 
schemoid を構成する方法を与えた.   
我々が半順序集合から構成した小圏および
その schemoid 構造は, 元となる半順序集合
の組合せ論的構造を多く反映しており, 
schemoid から構成される schemoid 代数とい
う環も組合せ論的な情報を多く含んでいる.  
例えば, Coxeter 群の Bruhat 順序による半順
序集合から構成した場合その schemoid 代数
は nilCoxeter 代数になり, マトロイドの閉
集合(flats)のなす半順序集合から構成した
場合その schemoid 代数は nilMoebius 代数と
呼ぶべきものとなる.  
完全二分木は自然に半順序集合だと思うこ
とができる.  従って, この構成を, 完全二
分木に対しても適用することで, 完全二分
木の組合せ論的情報を持った代数を構成し, 
その代数の構造から完全二分木を研究する
ことが考えられるが, これらについては, 
今後の課題である. 
 
(4) 関連する周辺分野との研究交流を目的
とした研究集会の開催: 
平成 26 年度には京都大学数理解析研究所で
組合せ論的表現論と表現論的組合せ論に関
する研究集会を開催した.  
また, 平成 28 年度には国際研究集会 The 
Japanese Conference on Combinatorics and 
its Applications  (JCCA 2016) in Kyoto の
サ テ ラ イ ト mini-symposium と し て , 
Enumerative Combinatorics を開催した. 
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