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1 .はじめに

著者の一人である|両部温樹が，合同な 2つの正方形を重ねて，そのうち一つの正方形

をずらして 2つの正方形の辺と辺の交点が 8個できる場合，それらの交点の一つおき

の2点を結ぶ線分を直径とする 4個の円は 1点で交わる(図1)，どいう事実に着目し

て，彼はこの図形の対象を，合同な正方形から合同な長方形へ，さらに，相似な長方形

へと発展させても同じ事実が得られる，ということを確認した。その結果，彼ははっ

の円の交点は平面上の相似回転(直交変換と相似変換の合成)の不動点である。」とい

う事実，すなわち f4つの円の交点を得るという事は，平面上の相似回転(直交変換

と相似変換の合成)の不動点の作図である。」という事実に気が付いたのである。しか

しながら，平面上の相似回転の不動点の作図法に関しては，既に， 1 989年 1月号の

数学セミナー上で，阿部恒治氏が出題した「エレガントな解答をもとむIの問題の一つ

である「不動点の作図問題Jで，多くの人たちが，阿部温樹の相似な長方形の場合に，

色々な作図f去を提案している。
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そこで，我々は，平面上の相似回転の不動点を，相似な長方形ではなく，さらに単純

な相似な三角形で，“円"を用いて相似回転の不動点の作閑法を試みた。この作図法は，

上の[不動点の作図問題j に対する作図法と比較すると，円を使うとし、う極めて単純で、

スマートな作図法と言える。本論文の目的は，その作図法を紹介するものである。

アファイン変換(1次変換と平行移動の合成)の不動点については，小島誠氏 ([2])

が紹介している。

最初に，前ページのような，岡部温樹が気付いた円(“岡部の円")の性質について

述べよう。

2.岡部の円

定理1. 図2のように，合同な正方形 2つをずらして重ねた時，辺と辺の交点が 8個

できるものとする。このとき，次のような事実が成り立つ。

(1) 8個の交点を 1つおきに結んで得られる四角形の対角線は Qで直交し，長さは

等しい。

(2) 8個の交点の 1つおきの 2点を結ぶ線分を直径とする 4つの円(岡部の円と呼ぶ)

は1点 Qで交わる。

(3) 4つの岡部の円の中心を結んで得られる四角形(岡部の四角形と呼ぶ)は正方形

である。

A 

D 

証明.先ず， (1)の証明をする。ムOKXとムOKYについて，OKは共通，OX=Oy，

LOXK = LOYK = 900 だから，ムOXK=ムOYKである.
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同じく ，6IMV:=: 6IMWである。

そこで，どHON=どAOP=どEIP=どBIJニどJKF=LCKLニLGML

z どDMNニOとおくと，

1800
ー θ

LOKXニ LOKY二=どIMV=どIMW
2 

となり ，60XK三ゐOYK三 βIMV:=:ムIMWとなる。これより直ちに，OK=IM

を得る。したがって，四角形 OIKMの対角線 OKと1Mの長さが等しい，事が示さ

れた。さらに，

LEOQ+LEIQ = LOKY +(}+LPIQ = LOKY +LIMV +(} = LOKY +LOKX十O

= 1800 が得られる.四角形 OEIQの内角の和が 3600 である事を用いると，

LOQI = 1800
ーどOEI= 1800 

- 900 = 900 

となり，対角線 OK，IMが直交している事が示された。以上により， (1)が示された。

次に， (2)を証明する。ムOEIとムOIQはどOEIニLIQO= 900 の直角三角形だ

から，線分 01を直径とする円は点、 Qを通る。同じく，線分 IKを直径とする円，線

分 KMを直径とする円，線分 MOを直径とする円も点 Qを通る。このように，

“岡部の円は一点で交わる"事が示された。

(3)は三角形における中点連結の定理より明らかである。以上により，定理は証明さ

れた。

さらに，阿部温樹は， [5]において，対象図形を，合同な正方形から，相似な長方形，

E多角形について拡張しでも同様の事実が得られるであろうと指摘している。

3.三角形による相似回転の不動点の作図法

平面上の合同変換(等長変換)は平行移動と回転(直交変換)の積で表される。回転

と相似変換の積を“相似回転"と呼ぶことにする。すなわち，平面上の点 Pをある定

点 Oを中心(不動点)に回転移動して，さらに，中心 Oから出る直線に沿って一定距

離移動するという変換のことである。 oを原点とし，記号で表現すれば，ゆを平面上

の直交変換とすると，相似回転 ψは，ある正の定数入をもって， ψ=入ゆと表すこと

ができる。もちろん，入 =1のとき，相似回転は回転そのものである。

実際，相似回転の不動点は次の定理で示されるように 3つの円(岡部の円)の交点

として作図される。

定理 2. 平面上の相似回転 ψ により，三角形ムABCが三角形ムEFGに写り，図

3 のように，辺と辺の交点が 6個 H，I，J，K，L，M できるものとする。この時 4点

A，E，H，Jは1つの円 01上にあり 4点 B，F，H，Iも1つの円 O2上にあり 4点

C，G，I，Jも1つの円 03上にあって，さらに 3つの円 01，O2， 03は一点 Oで交わ

る。この点 Oが相似回転 ρの不動点である。
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証明. 3点 A，E，H を通る円を 01，3点 B，F，H を通る円を O2 とすると，

6ABC∞企EFGだから，

AB BC CA 

EF FG GE 
)
 

噌

2ム(
 

• • • • 
・

を得る。 H以外の円 01 と円 O2の交点を O とする。ムABOとムEFOに

おいて，円周角の定理より

LHAO =LHEO 今 LBAO=LFEO ・・・・・・ (2)

どHBO=LHFO当 LABO=どEFO ・・・・・・ (3)

を得る。このように 2組の角がそれぞれ等しいので，

ムABO∞ムEFO. . . (4) 

したがって，6ABOとど¥，EFOの対応する辺の比は等しい，すなわち，

AB BO OA 

EF FO OE 
. . . . (5) 

次に， ムABC∞ムEFGより ，LABC= LEFGで，LABOニ LEFOだから，

A 
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どOBC=LOFG )
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を得る。これより，

どOBIニ LOFI

となって，点、 Iが円 O2上にあることが分かる。さらに，(1)， (5)より

BC BO 
-・ (7)

FG FO 

となる。 (6)と (7)から，6BOCとど':.FOGにおいて 2組の辺の比とその聞の角が

それぞれ等しいので，

ムBOC∞ムFOG=ニ争 LBCO二どFGO二ニ争 LICO=LIGO.

円周角の定理により，

4点 1，0，C， G は同一円周上にある.

同様にして，点 Jが円 01上にあって 4点よ 0，C， Gも同一円周上にある.

したがって，

5点 1，J， 0， C， G は同一円 03の周上にある.

このように，4点A，E，H，Jは円 01上に，4点B，FうH，Iは円 O2上に，4点C，G，I，J

は円 03上にあり，さらに 3つの円 01，O2， 03は一点 Oで交わる，ことが示された。

次に，I点 Oが相似回転の中心である」ことを証明する。すなわち，ムAOE，ムBOF

とムCOGが相似であるこどを示す。

6AOEとムBOFにおいて， (5)より

BO OA BO FO 
- ー ' 一 -FO OE . OA OE' 

また，ムABO∞ムEFOよりどAOB=どEOFだから，

-・ (8)

LAOE=どAOB-LEOBヲ LBOFニ LEOF-LEOB=今 LAOE= LBOF. • • • (9) 

(8)， (9)より，ムAOEとムBOFにおいて， 2組の辺の比とその聞の角がそれぞれ等

しいので，

6AOE∞ムBOF.

ムAOEとムCOGについても，同様に，6AOE∞6COGが示される。よって，

ムAOE∞ムBOF∞ムCOGが示された。

したがって，点 OはムABCをムEFGへ移動するような相似回転の中心であるとと

が示された。

尚，ムABCとムEFGが合同の場合，点 O を中心に回転させると，対応する頂点

はぴったり重なることは明らかである。
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